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equilibrio, outras condigoes que levam em conta a “deformabilidade” da estrutura devem ser considera-
das. Esse assunto é tratado detalhadamente ao longo deste livro.

A determinacao da distribuicdo dos esforcos internos em uma estrutura é importante porque define
como se da a transferéncia de carga através da estrutura reticulada. A distribuicao de esforcos internos
é usualmente mostrada através de diagramas de esforcos internos, que sao um dos principais resultados de
uma analise estrutural de porticos. Por isso, os métodos de analise apresentados neste livro, na maioria
das vezes, objetivam a determinacao de diagramas de esforcos internos.

A convencao de sinais para esforcos internos de porticos planos e outros tipos de estruturas reticu-

ladas é descrita na Secao 3.6.

2.1.6.  Ligagoes internas e liberacdes de continuidade

A continuidade de deslocamentos através dos pontos de um modelo estrutural também representa abs-
tratamente as ligacoes internas de uma estrutura. Em uma estrutura reticulada, a continuidade de des-
locamentos tem duas abordagens: no interior das barras e nas conexoes entre elas. A continuidade no
interior das barras é conceitualmente formalizada na idealizacdo do comportamento de barras, que é
abordada no Capitulo 5. Esta secao faz uma conceituacao das ligacdes fisicas entre as barras de um mo-
delo de portico plano.

As ligacoes entre as barras de um portico plano, como os mostrados nas Figuras 2.1, 2.3 e 2.7, sao
consideradas perteitas (ligacdes rigidas), a menos que algum tipo de liberacao, tal como uma articulacao,
seja indicado. Isso significa que duas barras que se ligam em um né tém deslocamentos e rotacdo compa-
tiveis na ligacdo. Ligacdes rigidas caracterizam o comportamento de porticos e estdo associadas a flexao
de suas barras.

Em um modelo estrutural de portico plano, € possivel que algumas ligacoes entre barras sejam ar-
ticuladas, isto €, as barras podem girar independentemente na ligacao. A Figura 2.8 mostra um exemplo
de portico metalico onde a ligacdo entre a viga e a coluna da direita € articulada.

Configuragéo deformada:
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Figura 2.8 — Exemplo de um quadro plano com articulagdo no né superior direito.
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* A temperatura varia linearmente ao longo da altura da secdo transversal (da fibra inferior para
a superior). A variagao de temperatura da fibra inferior é AT, e a da fibra superior é AT.. A con-
sequéncia dessa hipotese é que a segdo transversal da barra permanece plana com a deformacio
provocada pela variagao de temperatura (considerando um material homogéneo).

* O deslocamento axial relativo interno devido a variagdo de temperatura (du’) corresponde ao
alongamento ou encurtamento da fibra que passa pelo centro de gravidade da segao transversal.
A variagdo de temperatura nessa fibra (AT,) é obtida por interpolagao linear de AT, e AT..

0! AT, -dx  (alongamento da fibra superior)
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Figura 5.18 — Deformacgdo de um elemento infinitesimal de barra por variagdo de temperatura.
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Com base na Figura 5.18, os deslocamentos relativos internos para uma variagdo genérica de tem-
peratura sao:

du’ =@ AT, -dx ' (5.26)

a(AT; _ATS)
h

do" = dx (5-27)
O sinal da rotagao relativa interna da Equagao 5.27 depende dos valores de AT, e AT.. Conforme in-

dicado na Figura 5.18, quando AT, é maior que AT, (no sentido algébrico), 6" tem sentido anti-horario e

€ convencionada positiva. Visto de outra maneira, o sinal de d6" é positivo quando existe alongamento

da fibra inferior da barra em relagao a fibra superior. O sinal é negativo quando existe encurtamento da

fibra inferior em relagao a fibra superior. Os parametros que aparecem nas Equacdes 5.26 e 5.27 sio:

a — coeficiente de dilatagdo térmica do material [&];

h — altura da secdo transversal da barra [L];

AT; — variacdo de temperatura na fibra inferior da barra [®}

AT, — variacao de temperatura na fibra superior da barra [@];

AT - variagdo de temperatura na fibra do centro de gravidade da secdo transversal da barra [@].

5.5. TENSOES NORMAIS PROVOCADAS POR EFEITOS AXIAL E DE FLEXAO

As Segbes 5.1.1, 5.1.2 e 5.3 mostram que, na idealizagdo do comportamento de barras, o efeito axial e o
efeito de flexdo provocam deformagdes e tensdes normais a segio transversal. Portanto, os efeitos axial
e de flexao se sobrepdem para a distribuicdo de tensdes normais ao longo da secado transversal, como
indicado na Figura 5.8.

O efeito axial provoca uma distribui¢ao uniforme de tensdes normais. Da Equagao 5.15, tem-se:
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fibras da esquerda. O valor do momento fletor no topo da coluna também é Ph/4, mas tracionando as fi-
bras da direita, porque o diagrama de momentos fletores varia linearmente ao longo da coluna e o ponto
de inflexdo estd localizado no meio. Na viga infinitamente rigida, os momentos fletores nas extremidades
sao iguais aos dos topos das colunas, sempre tracionando fibras do mesmo lado: de dentro na esquerda e

de fora na direita. O diagrama de momentos fletores resultante ¢ mostrado na Figura 5.35-a.
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Figura 5.35 — Porticos simples com carga horizontal: influéncia da variagdo de rigidez a flexdo da viga.
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Na outra situacao extrema da Figura 5.35-e, em que a viga ndo tem rigidez a flexdo, o ponto de infle-
xao da coluna coincide com o ponto da articulagcdo no topo, onde o momento fletor é nulo. Os momentos
fletores na viga sao nulos e o diagrama de momentos fletores na coluna varia linearmente com um valor
P/ 2 na base, resultante do produto da metade da forca P que atua no topo de cada coluna pela altura /1
do pértico.

Observa-se, nas situacoes intermediarias das Figuras 5.35-b, 5.35-c e 5.35-d, que o ponto de inflexdo
na coluna se move para cima a medida que a rigidez da viga diminui. Isso foi observado anteriormente:

o ponto de inflexdo sempre se move na direcdo de locais com rigidez reduzida.



168 Anélise de Estruturas: Conceitos e Métodos Bésicos — Luiz Fernando Martha ELSEVIER

A Figura 6.12 mostra a notagao e os sentidos positivos das rea¢des de engastamento perfeito de uma
viga biengastada para um carregamento transversal linearmente distribuido, em que:

qa — taxade carregamento transversal distribuido na extremidade inicial (positivo no sentido do eixo local y
da barra);

qp =  taxade carregamento transversal distribuido na extremidade final (positivo no sentido do eixo local y da barra);

M, — momento de engastamento na extremidade inicial: reagio momento que atua na extremidade inicial de
uma barra com as extremidades fixas para equilibra-la quando h4 uma solicitagdo externa (posi-
tivo no sentido anti-horario);

Mg — momento de engastamento na extremidade final: reacdo momento que atua na extremidade final de
uma barra com as extremidades fixas para equilibré-la quando ha uma solicitacdo externa (posi-
tivo no sentido anti-horario);

Vi — forga transversal de engastamento na extremidade inicial: reagdo forga que atua na extremidade inicial
de uma barra com as extremidades fixas para equilibra-la quando h& uma solicitagao externa (po-
sitivo no sentido do eixo y);

Vy —  forga transversal de engastamento na extremidade final: reagao forga que atua na extremidade final de
uma barra com as extremidades fixas para equilibra-la quando h4 uma solicitagio externa (posi-

tivo no sentido do eixo y).
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Figura 6.12 — Notacdo e sentidos positivos de rea¢cdes de engastamento
perfeito para uma barra isolada com forca transversal linearmente distribuida.

As reagdes verticais V, e Vp podem ser determinadas em fungdo dos parametros do carregamento,
qa € 95, € dos momentos de engastamento, M, e Mj . Isso é demonstrado com base na superposicao de
efeitos indicada na Figura 6.13. Cada parcela dessa superposigdo isola o efeito das rea¢des momento e o
efeito do carregamento distribuido, ambos atuando na viga com apoios simples (biapoiada).
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Figura 6.13 — Superposi¢do de efeitos para determinar reacdes
verticais de engastamento de uma barra com forga transversal linearmente distribuida.
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As reagdes verticais de apoio V} e V; independem da rigidez a flexdo EI da barra, pois a viga bia-
poiada é isostatica para cargas transversais. Essas reagdes sdo calculadas utilizando apenas condigdes de
equilibrio. Para o carregamento transversal linearmente distribuido considerado, as reagoes resultam em:

1 gyl
70 A B
R (6.1)
voo_dal_gs-l (6.2)
B 6 3 2

As expressoes para as reagdes verticais V, e V; em funcdo de g4, g5, M, e M, sdo obtidas utili-
zando a superposi¢gdao mostrada na Figura 6.13:
My+Mp qa-l gp-l

V=
2 I 3. % Bi)
My+Mg qa-l qp-l
L B_4Ya°* 4B
2 I 6 3 W

A Figura 6.14 mostra o diagrama de momentos fletores de uma viga biengastada submetida a uma
forca transversal linearmente distribuida. Para o sentido positivo (para cima) do carregamento transver-
sal, a reacdo momento M, deve ter o sentido horéario, o que provocaria um momento fletor positivo na
secao A. Entretanto, a dedugao genérica desse problema esta considerando sentidos positivos para todos
Os parametros q,, gz, M, e Mj. Por isso, o diagrama de momentos fletores mostrado na Figura 6.14
tem valor negativo em A e positivo em B e apresenta concavidade para baixo.
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Figura 6.14 — Diagrama de momentos fletores de viga biengastada para uma forga linearmente distribuida.

E conveniente decompor o diagrama de momentos fletores na viga de forma a explicitar os valores
de M, e My. Além disso, o efeito da forga distribuida também é separado no diagrama. Conforme
indica a Figura 6.14, o diagrama de momentos fletores ¢ dividido em trés parcelas: duas lineares (uma
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que depende s6 de M, e outra s6 de My ) e uma cabica M (x), que corresponde ao polinémio do 3¢ grau
resultante da forca linearmente distribuida atuante na viga biapoiada:

M(x)=MA.(§-1J+MB-(§)+Mq(x) (6.5)
M(x)z%_%.x3+_‘i_A_‘x2_2'QA'l+‘73'l,x 6.6)
¥ 6-1 2 6 '

Para determinar os valores de M, e My pela analogia da viga conjugada, é necessario converter
as condigdes de contorno em termos de deslocamentos e rotagdo da viga real em condicdes de contorno
em termos de momentos fletores e esforgos cortantes na viga conjugada. A traducao dessas condicdes de
contorno € mostrada na Figura 6.15 e segue o que esta indicado na Tabela 6.3. As duas extremidades da
viga conjugada estdo livres (sem apoio). Essa figura também mostra o carregamento na viga conjugada,
que corresponde a g(x) = M(x)/EI(x), sendo que M(x) é dado pelas Equagdes 6.5 e 6.6.

‘m)T VIGA CONJUGADA

M, /El(x)m B
[ =%

¥ it |

Figura 6.15 — Viga conjugada e seu carregamento para a determinagdo
dos momentos de engastamento em barra com inércia varidvel para uma forca linearmente distribuida.

Considerando que o carregamento da viga conjugada é autoequilibrado, a determinagado dos mo-
mentos de engastamento M, e My é feita impondo duas equagdes de equilibrio na viga conjugada.
A primeira impde que o somatdrio das forgas verticais na viga conjugada seja nulo, e a segunda, que o
somatorio dos momentos em relagdo ao ponto A na viga conjugada seja nulo:
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As Equagdes 6.7 e 6.8 formam um sistema de duas equagdes a duas incégnitas que resulta na solucao
para M, e Mp. Para o caso de barras com momento de inércia constante, a solugao é:

2 2

ga-l® qp-l
), PR . S . - b 6.9
" 20 30 (69)

2 2

ga-1” qp-l

M =+ + o 610
? 30 20 L)

Observe que, para uma solicitacdo de forca uniformemente distribuida para baixo (g, = g, = -¢), os valo-
res das reagdes momento sd0 os mesmos obtidos anteriormente: M, =+l /12 e M =—ql* /12 (Figura 6.9).

Na situagdo em que a barra tem inércia variavel, os coeficientes do sistema de equagdes anterior
sdo integrais cujos integrandos correspondem a uma divisdo de polindmios, que, no caso geral, ndo tém
solucdo analitica fechada. Vilela e Martha (2008) fizeram uma implementacdo numérica dessa metodo-
logia para o caso de misulas retas, ou seja, quando o momento de inércia varia cubicamente ao longo do
comprimento da barra. Os resultados foram comparados com tabelas atribuidas a Guldan apresentadas
por Siissekind (1977-3) e indicam uma solugdo precisa e eficiente para o problema.
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Caso (1) - Hiperestatico X isolado no SP
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Caso (0) - Solicitacio externa isolada no SP
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Figura 8.39 — Exemplo de solugdo de quadro plano hiperestatico pelo método das forgas.
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8.8. ANALISE DE VIGAS E PORTICOS PLANOS HIPERESTATICOS SUBMETIDOS A VARIACAO DE
TEMPERATURA

Variacoes de temperatura provocam deformacgoes e esforcos internos em estruturas hiperestaticas, e as
solicitagdes térmicas podem ser de grande importancia para o dimensionamento desse tipo de estrutura.
Essa ¢ uma das caracteristicas que diferenciam o comportamento de estruturas hiperestdticas e estrutu-
ras isostaticas, pois variacdes de temperatura sé provocam deformacoes e deslocamentos em estruturas
isostaticas, sem o aparecimento de esforcos internos. Essa diferenca de comportamento foi discutida de
forma intuitiva na Secao 4.5 e analisada pela analogia da viga conjugada na Secao 6.8. A explicacdo para
isso € que uma estrutura isostdtica nao oferece resisténcia as deformacoes térmicas de uma barra, posto
que o restante da estrutura isostatica sem aquela barra se configura em um mecanismo que se ajusta li-
vremente a nova geometria da barra com deformacées térmicas.

Esta secao apresenta a aplicacao do método das forcas para analisar vigas e porticos planos submeti-
dos a variagdes térmicas. Para entender os principios basicos desse tipo de analise, serd estudado inicial-
mente um exemplo muito simples de uma viga biapoiada com dois apoios que restringem o movimento
horizontal, como ilustrado na Figura 8.40. A figura também mostra o sistema principal e o hiperestatico
adotados.

Sistema Principal
AT [©] ¢ Hiperestdtico X

pon s I =
< ! ] e ——

Figura 8.40 — Viga biapoiada com restricdo ao movimento horizontal nos

dois apoios, solicitada por uma variagdo uniforme de temperatura.

A viga da Figura 8.40 ¢é solicitada por uma variacdo uniforme de temperatura e tem os seguintes
parametros:
E — modulo de elasticidade do material [F/L?];
o — coeficiente de dilatacao térmica do material [@7];
I = comprimento da viga [L];
A — drea da secao transversal (constante) [L?];
AT — variagao uniforme de temperatura [@].

O caso (0) do método das forcas para esse exemplo € mostrado na Figura 8.41. O termo de carga 0,
¢ o deslocamento horizontal no ponto do apoio eliminado associado a X, provocado pela variagao uni-
forme de temperatura no caso (0).

Caso (0) - Solicitagdo externa isolada no SP =0

AT [©] Ay T h
TAY PAS o e

Figura 8.41 — Solicitagdo externa (varia¢do uniforme de temperatura) isolada no SP da Figura 8.40.
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sendo:
deg = Q'(AT’ _ATS)dx = a(O_SO)dx =_a.g?2.dx
h 0.60 3

Isso resulta em:

12
5{0=—a'—2@- M;dx :’:—a-@- 5.0 l,(_1).6
2 Ju 3 2

% = +5.0x107° rad

Para o calculo da contribuigdo do recalque de apoio £ pelo PFV, considera-se que o trabalho ex-
terno virtual é igual a soma do produto de X; =1 por §f) com o produto da reagao vertical Vg, no apoio
direito do caso (1) pelo recalque de apoio pg:

We =1-8f + Vi1 Pro

Nesse caso, a energia de deformacao interna virtual é nula (U =0), pois o recalque de apoio néo

provoca deformagdes no caso (0) isostético. Dessa forma,
1-0fy + Vg1 Ppo =0 = 8y ==Vi1 - o =—(-1/6)-(-0.03)
68 =-5.0x10 rad

O valor final do termo de carga é:

510 = 05 + 8k + 66 =-1.8x107 =5.0x107° +5.0x10~° =-1.8x107 rad

Observe que, por coincidéncia de valores, o efeito da variacdo de temperatura e o efeito do
recalque de apoio se cancelam. Resolvendo a equagdo de compatibilidade, chega-se ao valor do hi-
perestatico:

X, ==8y /8 =—(-1.8x107) /4x107° = +45 kNm

Finalmente, através da superposigao M = M, + M, - X; , chega-se ao diagrama de momentos fletores

finais mostrado na Figura 8.56.

@ v R

375 375
Figura 8.56 — Diagrama de momentos fletores finais da viga continua da Figura 8.53.

Portanto, chega-se a0 mesmo resultado da andlise dessa viga pela analogia da viga conjugada, con-
forme indica a Figura 6.24.

8.11. ANALISE DE TRELICAS PLANAS HIPERESTATICAS

A primeira questdo a se abordar para a analise de uma trelica plana hiperestatica ¢ a criagao do siste-
ma principal. Para tanto, é necessério determinar o grau de hiperestaticidade da trelica e identificar
os vinculos excedentes, que podem ser externos ou internos. A Secao 3.8.3 resume o procedimento
adotado para determinar o grau de hiperestaticidade ¢ de uma trelica plana. Essencialmente, o na-
mero de incognitas do problema do equilibrio estatico de uma trelica plana ¢é igual ao namero de
barras mais o namero de componentes de reacdes de apoio. O grau de hiperestaticidade é a diferenca
entre o nimero de incégnitas e o nimero de equagdes de equilibrio, que é igual ao dobro do nimero
de nos.
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Dois exemplos ilustram a andlise de grelhas hiperestaticas. O primeiro, apresentado na Figura 8.68
com a solugdo completa, é a grelha com quatro apoios simples da Figura 8.67 adotando-se um SP vélido,
isto é, evitando trés apoios simples em um tnico eixo. O segundo exemplo é uma grelha, mostrada na
Figura 8.69, com um engaste e dois apoios simples, resultando em um grau de hiperestaticidade g = 2.

Nos dois exemplos, é indicada uma relagao entra a rigidez a flexao EI e a rigidez a torgao GJ, que é
a mesma para todas a barras, sendo E o médulo de elasticidade do material, G o médulo de cisalhamen-
to do material, I 0 momento de inércia a flexdo da secdo transversal e ], 0 momento de inércia a torcao
da segdo transversal. Em ambas as solugdes, despreza-se a contribuigdo da energia de deformacao pelo
efeito de cisalhamento.

N 16 KN/m

16 W 7 — Solicitacdo externa isolada no SP
Uiy -
V4

NAN AN Sistema Principal e
/4 3m =< 3 m %/ Hiperestatico (¢ = 1)

— Hiperstatico Xy isolado no SP Equacdo de compatibilidade:

— 7] 819+ 61, X, =0
S =|+1.3.36.3-1.3.36.34+=.3.18-3++.3.36.3 |- —
@ % 3 3 3 B El
:

+[(—3)-(+36)-3+(+3)-(+36)-3]-L:+£+L:+@
1, 3 G, EI GJ, EI
G 4(+1 ’%’%%j L [=3)-(-3) -3+ (+3)-(+3)-3] —
—, ° & n=| 4+ 333) | g A3l

X1=1 3 54 36 54 45

o =+—+—=4+—+—=+—

0 El GJ, EI 6El EI

@ + 102,85 % -0 . X, =-3.6kN
75 EI EI
0 VAN

Momentos Fletores Finais:

()

Figura 8.68 — Analise de grelha com quatro apoios simples.

O sistema principal da solucao da Figura 8.68, sem a barra em balango, corresponde ao exemplo de
grelha triapoiada isostética analisado na Secao 3.7.9 (Figura 3.48). Portanto, os procedimentos adotados
para o tragado dos diagramas de momentos fletores (M,) e torgores (T,) do caso (0) sdo descritos na Secao
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provocados pelo carregamento externo. Nos casos basicos (1) e (2), os coeficientes de flexibilidade &, 5,,,
J,, e 6,, sdo deslocamentos verticais nos pontos dos apoio liberados provocados por hiperestaticos com
valores unitarios.

Na solucdo das duas grelhas, os termos de carga sdo determinados de acordo com a Equacdo 8.9, e
os coeficientes de flexibilidade sdo dados pela Equacao 8.16. As expressdes das combinagdes dos diagra-
mas de momentos fletores e dos diagramas de momentos torgores sdo indicadas nas Figuras 8.68 e 8.69.

A solucdo do sistema de equacdes de compatibilidade esta indicada nos dois exemplos, resultando
nos valores dos hiperestaticos. Os diagramas finais de momentos fletores e momentos torgores sao obti-
dos pela superposicao do diagramas dos casos basicos, levando em conta os valores determinados para
os hiperestaticos.

8.13. EXERCICIOS PROPOSTOS

Esta segdo propde uma série de exercicios para a solucao de estruturas hiperestaticas pelo método das
forgas. Para cada modelo, pede-se a determinagdo dos diagramas de esforgos internos correspondentes.
Para vigas e quadros planos, pede-se o diagrama de momentos fletores. Para treligas planas, pede-se o
diagrama de esfor¢os normais. E, para grelhas, pede-se os diagramas de momentos fletores e momentos
torgores. Nos exercicios com vigas e quadros planos, a menos que se indique de outra maneira, a ener-
gia de deformagcao axial ndo deve ser considerada na determinagdo dos termos de carga e coeficientes
de flexibilidade. Em nenhum exercicio a energia de deformacao pelo efeito de cisalhamento deve ser
considerada. Além disso, em cada um dos exercicios todas as barras tém o mesmo material e a mesma
secdo transversal. Os valores dos parametros do material e da segdo transversal sdo indicados quando
necessario. Como notagao, h é a altura da segao transversal, y é a distancia do centro de gravidade a fibra
inferior da secdo transversal, e b é a largura de uma segao transversal retangular. No caso de grelhas, a
relagdo entre a rigidez a flexdo El e a rigidez a torgdo GJ, das barras ¢ fornecida.
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i :
4 kN/m [ r— Eo Mﬁq{b\’{‘ 20 °C »
§>ql)lllillllllllll _* yryyyryl ‘*
IE ~10 °C

= § Segao transversal: E
4 kN/m o h=050m T
T | ymozm | | |

‘(——— 6m Aal !4 6m >]1

Figura 8.70 - Exercicio proposto 1. Figura 8.71 - Exercicio proposto 2.

18 kKN/m

: (El= conchalte 3 7

L =

o oA E
. 18 5
= NS fje—6m ———=fc—3m —>|

I 3m
Figura 8.72 - Exercicio proposto 3. Figura 8.73 — Exercicio proposto 4.




264 Andlise de Estruturas: Conceitos e Métodos Basicos — Luiz Fernando Martha

EI = constante

3Im

8 kN/m 8 kN/m

[TTTLLTUTLTL LTI LT

= 3Im }
Figura 8.74 - Exercicio proposto 5.
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Figura 8.76 - Exercicio proposto 7.
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Figura 8.78 - Exercicio proposto 9.
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Figura 8.80 — Exercicio proposto 11.
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Figura 8.75 - Exercicio proposto 6.
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Figura 8.77 — Exercicio proposto 8.
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Figura 8.79 - Exercicio proposto 10.
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Figura 8.81 - Exercicio proposto 12.
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P I‘s(_\(i'l:R Capitulo 11: Método dos deslocamentos com reducdo de deslocabilidades 365

L ] Fen 3EL/ (b1 O]
T 3 +3EI/ (b-h) 0
§ =1/h
. +3EI/ I
A
< b > [ Kux = +3EI/ (bh?) + 3EI/I? |
L =
3EI/b)-61/b : :
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Figura 11.56 — Caso (1) da estrutura da Figura 11.52.

Equacio de equilibrio e determinacio do diagrama de momentos fletores finais
Com base no termo de carga f3,; e no coeficiente de rigidez K,,, pode-se determinar o valor da deslo-
cabilidade D,, o que é feito a partir da equagao de equilibrio mostrada a seguir:

3EI (b+h P b
+K{;D; =0 =>—P+|:——- —]-D =0 =D, =+ §
Bro +KnD, PE ( b ) 1 1 3ET b+
Finalmente, os momentos fletores finais na estrutura podem ser determinados utilizando a super-
posicdo de efeitos M = M + M,'D,, onde M, = 0. O diagrama de momentos fletores finais é mostrado na

Figura 11.57.

PI2/(bth) o, P 12/ (b+h)
+P 12/ (b+h) T To PR/ (b+h)
" +P (b h)/ (b+h)

P(bh)/(b+h)

Figura 11.57 — Diagrama de momentos fletores da estrutura da Figura 11.52.

11.5.3. Sugestdes para criacao do SH de pdrticos com barras infinitamente rigidas

Conforme observado anteriormente, é dificil estabelecer regras gerais para identificar deslocabilidades
de poérticos com barras infinitamente rigidas. Entretanto, com base em observagdes feitas nas analises dos
exemplos anteriores, pode-se sugerir alguns procedimentos que auxiliam nessa identificagao:
1. A identificagdo de deslocabilidades deve ser feita de forma indireta através da insercdo dos
apoios para a criagdo do SH: a cada apoio necessario para fixar os nés da estrutura é identificada
uma deslocabilidade.
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continua com trés vaos, mostrada na Figura 12.5, e que tem uma inércia a tlexao EI = 2.4x10* KNm?. O
primeiro apoio simples do 22 género esta sendo interpretado como uma articulacao na extremidade da
barra, sendo que a rotacao do no do primeiro apoio ndo esta sendo considerada como incognita (Secoes
11.4.2 e 11.4.3). Portanto, a viga s6 tem duas deslocabilidades, que sdo as rotagdes D, e D, das secdes
transversais dos dois apoios internos.

SBKN/m 28 N/m
wuwilffrw‘tuillllllllllllllllllll

A Lo AN
le—8m | 6 m | 6 m |

Figura 12.5 — Viga continua com duas deslocabilidades.

i

e

A solucao da viga da Figura 12.5 pelo método dos deslocamentos resulta no seguinte sistema de
equacoes de equilibrio (Capitulos 10 e 11):

(—64+114)+(3E1 /8+4El /6)-D; +(2EI /6)-D, =0

(114 +84)+(2EI /6)-D, +(4ET /6 +4EI /6)-D, =0

Substituindo o valor fornecido para EI e passando os termos de carga para o lado direito do sinal de
igual, tem-se:

+25000-D; +8000-D, =50 (12.4)
+8000- D, +32000-D, = +30 (12.5)

A solucao direta do sistema formado pelas Equacoes 12.4 e 12.5 resulta nos seguintes valores para
asrotagdes D, e D,:
D, =-2.5000x10>rad
D, =+1.5625%x10"rad
Uma alternativa para a solucao desse sistema de equagdes de equilibrio ¢ uma solugao iterativa do
tipo Gauss-Seidel. Essa solucao € o segundo ponto-chave para o método de distribuicdo de momentos (o
primeiro ¢ a distribuicao de momentos em um né mostrada na Secao 12.2). A solucao iterativa ¢é iniciada

admitindo um valor nulo para D, e encontrando um valor para D, com base na|Equacao 12.4}:
+25000-D; +8000-(0)=-50 = D, =-2.0000x10rad  CcqUIsRe(IZ 1)
O segundo passo da solucao iterativa consiste em utilizar esse valor encontrado para D, na Equacao
12.5 para determinar um valor para D,;:

+8000-(-2.0000x1072)+8000-D, =+30 = D, =+1.4375x10 °rad

No terceiro passo, a Equacao 12.4 ¢ utilizada novamente com o taltimo valor obtido para D, para
determinar um novo valor para D, resultando em:

+25000-D, +8000 - (+1.4375x10) =—50 = D, =-2.4600x10rad

A Tabela 12.1 indica os resultados da solucao iterativa apos quatro ciclos completos de passagem
pelo par de Equagdes 12.4 e 12.5. Os valores exatos da solucao direta também sao mostrados na tabela.
Pode-se verificar que os valores obtidos pela solucao iterativa sao bem proximos dos valores exatos. Na
verdade, a solucao exata sempre pode ser atingida, para um determinado grau de precisao desejado,
bastando executar um ntimero suficiente de ciclos.



Capitulo 12: Processo de Cross 407
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Ll Sistema Hipergeométrico
m (Processo de Cross)
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Equacio de equilibrio
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Figura 12.21 - Solugdo do quadro plano da Figura 12.19 utilizando o processo de Cross.
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termo de carga

provocado por recalque de apoio
provocado por variacao de temperatura
unidade de coeficiente de rigidez global
vetor das deslocabilidades globais
vetor das deslocabilidades locais no sistema de eixos locais (ver
em barra)
vetor das forcas generalizadas locais no sistema de eixos locais
(ver em barra)
vetor dos termos de carga
método dos elementos de contorno
método dos elementos finitos
discretizacdo
elemento finito
malha de elementos finitos
modelo analitico (ver modelo estrutural)
modelo computacional
modelo de barras (ver estrutura reticulada)
modelo de estruturas reticuladas (ver estrutura reticulada)
modelo discreto
comportamento discreto
concepcao
discretizacdo
geragao
solucdo discreta
modelo estrutural
articulacao (ver liberacdao de continuidade e rotula)
articulacao completa
bidimensional
cinematicamente determinado (ver em configuracao deformada)
cinematicamente indeterminado (ver em configuracao deformada)

coeficiente de rigidez a rotacdo de liga&gét;
comportamento analitico R Te
comportamento linear = :
comportamento longitudinal

comportamento nao linear de ordem geométrica
comportamento transversal

comportamento tridimensional

condicdo basica

condicao de compatibilidade

condicdo de equilibrio de porcao isolada
condicdo de equilibrio (estatico)

condicdo de equilibrio imposta por rétula
continuidade interna (de deslocamento ou rotacao)
dominio geométrico
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estaticamente determinado (ver em estrutura estaticamente
determinada)

estaticamente indeterminado (ver em estrutura estaticamente
indeterminada)

geometria indeformada

idealizacao do comportamento de material (ver em material)
idealizacao (matematica) do comportamento

influéncia da rigidez relativa na distribuicao de esforcos internos
instavel

hipostatico

hipdtese de barra inextensivel (ver em barra)

hipétese simplificadora

liberacdo de continuidade

ligacdo articulada (ver rétula)

ligacdo interna
ligacdo rigida
ligacdo semirrigida
modelagem

mola rotacional de ligziga"u‘;

par de momentos aplicados adjacentes a rotula

plano

relacio momento x rotacdo de ligagiiu M
restricdo parcial a continuidade de rotacao

rotula (ver ligacao articulada)

=

s@ ica

solucdo analitica
solucao continua
tendéncia de elementos estruturais rigidos de atrair mais esforco
interno
tendéncia de pontos de inflexao se moverem para locais com
rigidez reduzida
tipo de liberacao de continuidade
tridimensional
unidimensional
modelo geométrico
criacao
modelagem
modelo matematico (ver modelo estrutural)
momento
unidade
movimento de apoio (ver em recalque de apoio - solicitacdo externa)
ndo linearidade geométrica
no
articulado (ver articulacao em modelo estrutural)
rigido
perda de energia na forma de calor
peso proprio (ver em solicitacao externa)
pilar (ver em portico)
ponte ferroviaria
ponte em arco
ponte rodovidria
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