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IV 2118 - METODO DOS ELEMENTOS FINITOS - Luiz F. Marth

Critérios que Governam a Selegdo de Modelos de Elementos Finitos

Na modelagem por elementos finitos existem duas questdes que devem ser abordadas: “Qual o
grau de aproximacao da solugdo encontrada?” e “Como a solugdo aproximada pode ser sistematica-
mente melhorada para chegar a solugdo exata?”.

A primeira pergunta ¢ dificil de ser respondida pois ela pressupoe o conhecimento da solugéo e-
xata. E o que € necessario para se responder a segunda pergunta € uma garantia de que o modelo vai
convergir para a solu¢iio exata a medida que o tamanho dos elementos vao diminuindo e, por conse-
guinte, o nimero de equagdes vai aumentando. Isto é, € preciso determinar que, com o aumento do
nimero de elementos, as fungdes de campo a serem determinadas podem ser aproximadas quio preci-
samente quanto desejado.

Existem basicamente dois grupos de condi¢des que um modelo de elementos finitos deve satis-
fazer para que haja convergéncia do método: condigées de continuidade e de completitude. Ha casos
em que se deseja ter uma aproximagao assintética para a solug@o exata. Portanto, condi¢cdes para a-
proximagao assintotica estao reunidas em um terceiro grupo.

1. Critérios de continuidade (ou compatibilidade)

A formulagao variacional (ou a formulaciio ‘fraca’ - integrada por partes) fornece alguns subsi-
dios para examinar os requenmcntos de continuidade de um modelo de elementos finitos. A forma
geral do principio variacional é:

T, = I A(u) dV + I B(u) dS
\' S

om, =0

Onde o T{p é um funcional (energia potencial total) e A e B sio fungdes de outras fungGes e geralmen-
te envolvem derivadas da funcdo de campo fundamental u. Seja a maior order de derivada em A ou B
igual a m.

Em geral, é requerido que na soma das contribui¢oes de cada elemento para a energia potencial
total ndo haja perdas, isto €,

nelem
= )

e=1

Isto pressupde que

> AedV=ZI A®dV,
€ €

Ve
v

isto €, ndo existe contribui¢des para a energia potencial total vindas de integragio através das interfa-
ces dos elementos.
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Isto impde alguns critérios de admissibilidade para a continuidade de uma representagio de u
por elementos finitos.

Considere o caso em que m= 1, isto é, a derivada de mais alto grau em A (ou B) é 1. Entdo,
para integrar

[ 2w
\

ndo-trivialmente, as derivadas de primeira ordem devem ser ndo nulas dentro do elemento. Além
disso, para integrar nas fronteiras dos elementos, as derivadas contidas em A devem ser integraveis
de forma a obter uma avalia¢do Gnica para a integral.

Neste caso, u deve ser pelo menos de primeira ordem (linear), como mostrado na figura abai-

x0. Se u fosse de ordem menor que primeira, isto €, constante, a primeira derivada (m= 1) ndo seria
integravel através das interfaces entre elementos (funcdo Delta de Dirac).

“)

ol |

ol |

a
S

ol

+00

6
> ¥

Seguindo esta linha de raciocinio, pode-se especificar as condigoes de continuidade:

la. Continuidade interna:
O modelo de elementos finitos u deve ser diferenciavel até a ordem mais alta m que aparece no
funcional variacional (para que haja uma integragdo nio-trivial).

1b. Continuidade entre elementos:
O modelo de elementos finitos u deve ser continuo entre os elementos até uma ordem a menos
que a mais alta ordem mque aparece no funcional variacional, isto é, ele deve ser de continuida-
de Cm-1,
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Ordem da Eq. Mais alta ordem Exemplos Continuidade

ifererencial no funcional (m) entre elementos
2 ' 1 Trelica, Chapa, Temperatura Co
4t 2 Quadro, Placa, Casca C!

Estas s@o condi¢oes de continuidade suficientes para a convergéncia do modelo de elementos fi-
nitos. Na verdade, a satisfacio destas condi¢es de continuidade vao assegurar uma aproximagio as-
sintética da formulagdo variacional. Isto €, satisfazendo estas condigdes, a solugio aproximada do
método dos elementos finitos (assim como do método de Rayleigh-Ritz) fornece sempre um limite su-
perior para a energia potencial total. Além disso, ha uma tendéncia da solu¢io fornecer um limite su-
perior para a rigidez do sistema e um limite inferior para a flexibilidade. Isto porque a solugfio aproxi-
mada da formulacio em deslocamentos corresponde a restrigdes impostas a resposta exata.

Incompatibilidade de deslocamentos entre elementos adjacentes pode causar picos infinitos de
deformacio nas interfaces dos elementos, fato este que € ignorado na formulagiio apresentada porque
a energia total s6 leva em considerag@o a contribuigoes vindas do interior dos elementos. Entretanto,
para haver convergéncia do método no sentido mais geral, a compatibilidade de deslocamento entre e-
lementos s6 precisa ser satisfeita no limite quando estes elementos aproximam um tamanho infinitesi-
mal. Isto é, se a medida que o tamanho dos elementos diminue e, no limite, a compatibilidade entre
elementos € restabelecida, entdo a formulagio ja obtida ainda vai tender a resposta exata. Isto é sem-
pre alcangado se ndo ha contribuigio para a energia potencial total da integracfio através das fronteiras
dos elementos.

Neste contexto, as deformagdes sdo generalizadas, isto €, no caso de continuidade CO a defor-
macao tem a interpretacdo da teoria da elasticidade para meios continuos e no caso de continuidade C!
as deformagoes também incluem curvaturas de barras, placas e chapas.

2. Condicoes de completitude

As aproximagdes discutidas neste contexto sio para uma forma integral (energia potencial total).
Neste caso, € necessario que cada termo dentro da integral seja, no limite, capaz de ser aproximado
tdo perto quanto possivel. Se a maior order de derivada que aparece na integral é igual a m, entdo é
6bvio que a fungao de interpolagio local deve ser pelo menos de grau mpara que, no limite, um valor
constante em um ponto infinitesimal seja obtido. Na verdade, este é o primeiro requerimento de
continuidade (1a) para uma integragdo nio-trivial. Este requisito é também equivalente a uma condi-
¢ao de deformagdes constantes mostrada a seguir.

Completidude também demanda que todos os termos de ordem mais baixa estajam contidos no
polinémio de aproximacio. Isto esta ligado a requisi¢io que movimentos de corpo rigido (sem defor-
magdes) sejam possiveis dentro da formulagdo aproximada do método, como também é mostrado a
seguir.

Estes dois critérios sdo automaticamente satisfeitos se os polindmios usados nas fungdes de a-
proximacao dos elementos forem completosaté o grau m. Portanto, assim sio especificadas as con-
dicoes de completitude:

2a. Modos de corpo rigido: :
As fungBes de aproximagéo para os deslocamentos dentro de um elemento devem ser tais que

nao permitam que ocorra deformagio do elemento quando os deslocamentos nodais estio asso-
ciados a um deslocamento de corpo rigido.

Dito de outra forma, se todos os nés de um elemento forem submetidos aos mesmos valores da
variavel fundamental (deslocamento), entfio os gradientes (derivadas ou deformagdes) da variavel
fundamental devem ser nulas.
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Um deslocamento de corpo rigido € o estado de deformagZo mais elementar que um elemento po-
de sofrer. Basicamente, esta condi¢io impde a existéncia de combinagdes de valores das coorde-
nadas generalizadas que permitam todos os pontos do elemento sofrerem o mesmo deslocamen-
to.

2b. Estados de deformacéo (generalizada) constante:

As fungoes de aproximagio para deslocamentos tém que ter uma forma tal que se os deslocamen-
tos nodais s30 compativeis com um estado de deformacio (generalizada) constante entio este es-
tado de deformacio vai realmente ser obtido pela formulagdo. O modelo de aproximacio em ele-
mentos finitos deve ser capaz de representar valores constantes para as derivadas da variavel fun-
damental até a ordem m.

Esta condi¢do impboe a existéncia de combinagdes de valores das coordenadas generalizadas que
permitam todos os pontos do elemento sofrerem a mesma deformacio. Deve existir uma dessas
combinagoes para cada estado de deformacio generalizada possivel.

2c. Completidude para melhor velocidade de convergéncia:
O modelo de elementos finitos deve ser completo em todos os estados de comportamento de or-

dem menor que a maior ordem representada. A omissio de termos intermediarios vai interferir
na velocidade de convergéncia, diminuindo a vantagem de modelos com polinémio de altos
graus. A velocidade de convergéncia depende do polindmio completo de mais alta ordem dentro
do modelo.

2d. Completidude para isotropia geométrica:
O modelo de elementos finitos deve ser invariante com respeito da orientagio dos elementos den-

tro do espaco (sistema global de coordenadas). Os termos do tridngulo de Pascal do polinémio
de aproximacgdo devem estar balanceados.

Tridngulo de Pascal Grau do po- Numero de -
linémio, p _ termos, n
1 0 (constante) 1
X y 1 (linear) : 3
x2 Xy y2 2  (quadratico) 6
x3 x2y xy2 y3 3  (cibico) 10
x4 x3y x2y?2 xy3 y* 4  (quartico) 15

A necessidade dos dois primeiros requisitos pode ser entendida fisicamente se for imaginado
uma subdivisio do corpo em elementos cada vez mais menores. A medida que estes elementos apro-
ximam um tamanho infinitesimal, os deslocamentos e deformagdes em cada elemento tendem para va-
lores constantes.

Quanto ao terceiro requisito, se a ordem do maior polindmio completo usado na aproximacio
por elementos finitos € p= m, a ordem de convergéncia pode ser obtida ao ser observar quio proxi-
mo este polinémio pode aproximar uma expansdo local em séries de Taylor da fun¢io fundamental u.
A ordem do erro de aproximacdo vai ser O(hP*1), onde h € tamanho do elemento, porque somente
os termos de ordem p podem ser representados corretamente.

A imposi¢ao da condigdo de isotropia geométrica pode ser entendida intuitivamente. O modelo
deve ser independente da orientagéo do sistema de coordenadas local do elemento. A inclusio de
qualquer termo do polindmio de interpolagdo de um lado do eixo de simetria do tridngulo de Pascal
deve vir acompanhada da inclusdo do termo correspondente do outro lado.
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3. Condigoes para aproximacdo assintética

S3o trés as condigGes necessérias para uma convergéncia assintética de um modelo de elemen-
tos finitos. A primeira condigfio corresponde as condigSes de continuidade estabelicidas anteriormen-
te ¢ as outras correspondem as duas primeiras condigbes de completitude:

3a. Os modelos para deslocamentos devem ser continuos dentro dos elementos, e os deslocamentos
devem ser compativeis entre elementos adjacentes. Em outras palavras, a compatibilidade de
deslocamentos deve ser satisfeita em todos os pontos do dominio, exigindo a utilizacdo de ele-
mentos compativeis ou conformes.

3b. Os modelos para deslocamentos devem incluir os deslocamentos de corpo rigido do elemento.

3c. Os modelos para deslocamentos devem incluir todos os estados de deformaggo constante do ele-
mento.

Sempre que as condigdes acima forem satisfeitas a formulagiio do método dos elementos finitos
€ valida. Na verdade, a primeira condi¢io é uma imposi¢do do método de Rayleigh-Ritz que exige
fungBes de aproximagio admissiveis (que satisfagam compatibilidade) para que haja convergéncia (as-
sintética) do método.

Entretanto, existem casos em que, mesmo nao satisfazendo as condi¢es de compatibilidade en-
tre elementos adjacentes, 0 método dos elementos finitos converge para a solucgdo exata. Conforme
dito anteriormente, a convergéncia pode ser alcancada quando ndo ha contribuicdo para a energia po-
tencial total da integragdo através das fronteiras dos elementos. O item 5. que se segue descreve um
teste de convergéncia de modelos de elementos finitos.

Elementos finitos néo-conformes podem fornecer bons resultados. No entando, a desvantagem
principal de elementos ndo compativeis é que ndo se tem mais garantias quanto a uma convergéncia
assintdtica. Isto €, ndo se pode saber a priori que o modelo fornece um limite superior para a rigidez
real do sistema. Por outro lado, formulagdes ndo-conformes sdo em geral menos rigidas que as for-
mulagdes compativeis, podendo um formulacéo ndo-conforme em certos caso convergir mais rapida-
mente que uma conforme.

A figura abaixo considera o erro na avaliagiio da energia de deformagiio total de uma estrutura
em funcdo do mimero de elementos finitos utilizados para representa-la. Considera-se um sistema
onde os deslocamentos prescritos sio nulos e existem forgas prescritas no contorno, de tal forma que
a energia de deformagdo fica subestimada por uma formulago compativel. Pode-se notar que formu-
lagGes incompativeis néo necessariamente aproximam assintoticamente a solugio exata.

A % erro da energia de deformacio total

incompativel
(muito flexivel)

ofsclie - _
n®de
elementos
formulacdo Mmpativel
incompativel compativel (muito rigido)

(mais flexivel)
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4. Selegido do grau do polindmio baseado no nimero de graus de liberdade

Além de satisfazer as condigoes de continuidade e completitude, a consideraciio final na selegio
de polindmios para deslocamentos € que o niimero total de coordenadas generalizadas de um elemento
deve ser igual ou maior que o nimero de graus de liberdade do elementa

O procedimento usual utiliza 0 mesmo mimero de coordenadas generalizadas e graus de liberda-
de. E possivel utilizar coordenadas generalizadas em excesso para melhorar a matriz de rigidez do e-
lemento, isto €, para fazé-lo menos rigido (ou mais flexivel). Estas coordenadas generalizadas a mais
estdo em geral associadas com n6s internos ao elemento e melhoram a aproximagio do equilibrio den-
tro do elemento. Entretando, elas ndo melhoram o equilibrio entre elementos.

Desta forma, nés externos estio associados a graus de liberdade nodais e nés internos estio as-
sociados a graus de liberdade internos. Esta distingio ndo € feita na formulagao individual dos ele-
mentos. Somente no processo de montagem do modelo global que a diferenga torna-se importante.
Por exemplo, logo antes da montagem, os termos de rigidez associados a graus de liberdade internos
podem ser escritos em fungio dos graus de liberdade nodais (externos), usando um processo de con-
densagao estatica.

O mimero minimo de graus de liberdade (ou coordenadas generalizadas) necessario para um da-
do elemento € determinado pelos requisitos de completitude para convergéncia, pelos requisitos de i-
sotropia geométrica e a necessidade de uma representacao adequada dos termos no funcional da ener-
gia potencial total.

Graus de liberdade adicionais, além do minimo, podem ser incluidos adicionando-se nés exter-
nos ou internos, ou especificando-se também como graus de liberdade derivadas de maior ordem dos
deslocamentos para os nés ja contidos na formulagao.

5. Teste de convergéncia de modelos de elementos finitos

O objetivo de um teste de convergéncia para modelos de elementos finitos € demonstrar que to-
dos os termos contidos nas fungdes de aproximacio até a ordem m(onde mé a derivada de mais alto
grau que aparece no funcional) fornecem uma solugio conforme (compativel), pelo menos a medida
que a malha é refinada.

A convergéncia de um modelo de elemento finitos pode, entdo, ser verificada da seguite forma:
(a) Quando um estado de deformagio constante implica automaticamente em continuidade de deslo-
camentos.
(b) Quando os critérios 2a e 2b de completitude sdo satisfeitos, pelo menos no limite quando a malha
¢ refinada infinitamente.

Para testar a convergéncia de um modelo de elementos finitos para qualquer configuracio de
malha € necessario que se imponha, em um arranjo arbitrario de elementos (compativeis ou nfo), des-
locamentos nodais correspondentes a um estado de deformacgio (generalizada) constante. Se isto re-
sulta em equilibrio para todos os nés da malha, sem que se aplique nenhum carregamento externo,
entdo claramente nenhuma energia foi perdida através das interfaces entre elementos, mesmo quando
a compatibilidade ndo € satisfeita ali. Este teste ¢ chamado de “Patch Test’ e fornece uma condigio
suficiente para convergéncia.

Este teste teria que ser satisfeito somente quando o tamanho dos elementos na configuragio ar-
bitrdria se tornassem infinitamente pequenos. Neste caso, o modelo de elementos finitos pode repre-
sentar o comportamento real do material €, no limite quando o tamanho dos elementos tende a zero,
reproduziria exatamente o comportamento real da estrutura. O teste quanto aplicado no limite é cha-
mado de ‘fraco’ (“Weak Patch Test”).

A maioria dos elementos finitos usuais, baseados em polindmios, satisfazem este teste para ma-
Thas com refinamento finito, com excecéo de alguns elementos de placa ou casca que somente satisfa-
zem o teste na sua forma fraca. Por este motivo, o teste tornou-se padrio para elementos de qualquer
tamanho.
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A figura abaixo mostra a interpretacéo fisica do “Patch Test” para um estado de deformagio
constante associado a um campo de deslocamentos lineares na dire¢éo x.
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Este teste pode ser apresentado em trés formas (Zienkiewicz, 89):

Teste A:
Impoe-se deslocamentos consistentes com um estado de deformagio constante para todos os nés da
malha e verifica-se o equilibrio de nés internos, como mostrado abaixo:

Verifica-se [K{D;} = {R;} para o né i

Teste B:
ImpGe-se deslocamentos consistentes com um estado de deformagéo constante para os nés do contor-
no da malha e verifica-se os deslocamentos dos nés internos, como mostrado abaixo:

Verifica-se os deslocamentos {D;} do n6 i

Teste C:

As condigBes de suporte do modelo sio as minimas essenciais para impedir movimentos de corpo
rigido. Impde-se cargas equivalentes nodais que sio consistentes com forgas de superficie que
provocariam um estado de tensdo constante, como mostrado a seguir. Verifica-se se as tensdes calcu-
ladas nos elementos correspondem ao estado de tensdo imposto.
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O teste C é necessario e suficiente para garantir a convergéncia pois testa a aproximagao quando
condi¢des de contorno naturais (forgas de superficie) sdo especificadas e testa a estabilidade numérica
do modelo de elementos finitos. Qualquer singularidade da matriz de rigidez global vai ser observa-
da, visto que as condi¢Oes de contorno sao as minimas essenciais.
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SHAPE FUNCTIONS FOR THE PLANE QUADRATIC ISOPARAMETRIC ELEMENT, WRIT-
TEN IN A FORM THAT PERMITS A VARIABLE NUMBER OF NODES
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