PROCESSO DE CROSS

Dois pontos basicos que fundamentam o método:

a distribuicdo de um momento aplicado em um né de um pértico por parcelas de momentos fletores
equilibrantes nas barras adjacentes (Secdo 2);

a solugdo iterativa do sistema de equagdes de equilibrio do método dos deslocamentos para uma es-
trutura que s6 tem rotagdes como deslocabilidades (Secao 3).

1. Interpretacao fisica do método da distribuicao de momentos
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Figura 1 — Reproducgdo esquematica do experimento para interpretagao fisica do processo de Cross
descrito no livro de White, Gergely e Sexsmith (1976).

Pode-se salientar alguns aspectos importantes desse experimento:

em cada passo do processo iterativo, apenas um no tem a rotacao liberada, enquanto todos os outros
tém as rotacoes fixadas;

quando um né é equilibrado pela liberacdo de sua rotagdo, as barras adjacentes ao né se deformam,
implicando uma redistribuigdo de momentos fletores nas barras e afetando o equilibrio dos nés adja-
centes;

ap6s cada passo, a rotagdo do no liberado é fixada com o valor acumulado dos incrementos de rotagdo
de todos os passos anteriores;

o equilibrio de um né que tem a sua rotacgdo travada sé é atingido artificialmente com a aplicacdo de
um momento externo pela trava;

quando os momentos fletores nas se¢des transversais adjacentes a um né estdo em equilibrio, ndo é
necessario travar o no; nesse caso, a trava liberada nao exerce momento externo algum no né.

Com base no experimento, pode-se adiantar dois pontos-chave do processo de Cross. O primeiro é a distri-
buicao de momentos fletores nas barras adjacentes de um né que tem a sua rotacdo liberada. A préxima se-
¢do faz uma andlise dessa redistribuicdo de momentos fletores. O outro ponto-chave é o préprio processo
iterativo e incremental de determinacao das rotagdes nodais. A Sec¢do 3 analisa a solug¢do incremental do sis-
tema de equagdes de equilibrio de uma viga continua. Ap6s a analise desses dois pontos-chave, o processo
de Cross é formalizado na Segao 4.
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2. Distribuicao de momentos fletores em um né

Para se analisar a distribuicdo do momento Mg por momentos fletores nas barras da estrutura da Figura 2,
emprega-se o método dos deslocamentos. Como as barras sdo inextensiveis, a estrutura s6 tem uma deslo-
cabilidade: a rotagdo do no6 central. O sistema hipergeométrico (SH) e os casos basicos da solucao pelo mé-
todo estao mostrados na Figura 3.
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Figura 2 — Aplicagdo de um momento externo em um né com rotacéo liberada.

Caso (0) - Momento externo Caso (1) - Deslocabilidade D1 isolada no SH
isolado no SH — =

Figura 3 — Casos basicos da solugédo pelo método dos deslocamentos da estrutura da Figura 2.

Na solugdo mostrada na Figura 3, utiliza-se a seguinte notacao:

K; — coeficiente de rigidez a rotacdo da barra i.

Os valores para rigidez a rotacdo de barras com EI constante sdo:

K; =4EI/l; —»barra sem articulagdo;

K; =3EIl/l; - barra com articulagdo na extremidade oposta & extremidade que sofreo giro.

A equacao de equilibrio resultante da solucdo pelo método dos deslocamentos para essa estrutura é:

By +Kyy Dy =0.

Os valores do termo de carga S e do coeficiente de rigidez global Ki; estdao indicados na Figura 3.

A solugao dessa equacao resulta no valor da deslocabilidade rotacdo D1:

_ Mg

XK

A determinacdo dos momentos fletores finais nas barras é feita por superposicao dos efeitos dos casos (0) e
(1): M = Mo + Mi-Ds, sendo que My é nulo. Com base nos valores obtidos anteriormente, tém-se os valores

dos momentos fletores finais mostrados na Figura 4 nas se¢Oes transversais extremas das barras. Esses valo-
res estdo definidos em fungdo do pardmetro 7; de cada barra, sendo:

D,

% — coeficiente de distribuicdo de momento da barra i.

O coeficiente de distribuicdo de momento de uma barra com relagdo a um no é a razdo entre o coeficiente de rigi-
dez a rotagdo da barra e o somatorio dos coeficientes de rigidez a rotagdo de todas as barras que convergem
no no:

?’i=§~ @)
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O somatorio de todos os coeficientes de distribuicdo de momento de todas as barras adjacentes a um n6, com
respeito a esse no, é unitario:

Zilx:l- @)

Figura 4 — Momentos fletores finais nas extremidades das barras da estrutura da Figura 2.

Na Figura 4, observa-se também que a distribui¢do do momento externo aplicado no né acarreta momentos
fletores nas outras extremidades das barras. O valor do momento fletor na outra extremidade é igual & me-
tade do valor na extremidade adjacente ao né equilibrado, para o caso de barra sem articulagdo, ou igual a
zero, para o caso de barra articulada.

Define-se, entdo, o coeficiente de transmissdo de momento da barra i:

t; =1/2 — coeficiente de transmissdo de momento para barra com EI constante e sem articulagao.
t; =0 — coeficiente de transmissdo de momento para barra com extremidade oposta articulada.

Para o caso da barra sem articulacdo, o valor 1/2 corresponde a relacdo entre os coeficientes de rigidez 2EI/]
e 4EI/I devidos a uma rotagdo unitaria imposta.

Conclui-se que o momento externo Mg aplicado no né é distribuido nas barras por momentos fletores nas segoes trans-
versais adjacentes ao nd, chamados de parcelas equilibrantes, que sdo proporcionais aos coeficientes de distribuicio de
momento 1o ne:

M; =Mg 7. 3)

Nas segoes transversais das barras opostas ao nd, aparecem momentos fletores, chamados de parcelas transmitidas, que
sdo iguais ao produto das parcelas equilibrantes pelo coeficiente de transmissio de momento de cada barra.

No caso de barras que tém secdo transversal variavel, os coeficientes de rigidez a rotagdo ndo correspondem
aos valores 4EI/I ou 3EI/l, assim como o coeficiente de transmissdo de momento da barra sem articulagdo
nao é igual a 1/2. Nesse caso, os pardmetros fundamentais para os coeficientes de rigidez a flexdo de uma
barra isolada devem ser utilizados:

K, — coeficiente de rigidez a rotagdo na extremidade inicial da barra;
t 45 — coeficiente de transmissdo de momento da extremidade inicial para a extremidade final;
Ky — coeficiente de rigidez a rotagdo na extremidade final da barra;

tga — coeficiente de transmissdo de momento da extremidade final para a extremidade inicial.

3. Solucao iterativa do sistema de equacoes de equilibrio

Conforme apresentado na Segdo 1, o método da distribuicdo de momentos é um processo iterativo de suces-
sivos passos de travamento de um no e liberagdo de outro né. Esta secdo procura dar uma interpretagdo ma-
tematica para o processo, mostrando que constitui uma solucao iterativa do sistema de equagdes de equili-
brio do método dos deslocamentos. Isso é demonstrado com o auxilio de um exemplo: uma viga continua
com trés vaos, mostrada na Figura 5, e que tem uma inércia a flexdo EI = 2.4x10* kNm?2. O primeiro apoio
simples do 2° género estd sendo interpretado como uma articulacdo na extremidade da barra, sendo que a
rotacdo do né do primeiro apoio nado estd sendo considerada como incégnita (Segdes 4.2 e 4.3). Portanto, a
viga s6 tem duas deslocabilidades, que sdo as rotagdes D1 e D> das segOes transversais dos dois apoios inter-
nos.
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Figura 5 — Viga continua com duas deslocabilidades.

A solucado da viga da Figura 5 pelo método dos deslocamentos resulta no seguinte sistema de equacdes de
equilibrio:

(—64+114)+(3EI /8+4EI /6)-D; +(2EI /6)-D, =0
{(—114+84)+(2EI/6)-D1 +(4EI/6+4EI/6)-D, =0

Substituindo o valor fornecido para EI e passando os termos de carga para o lado direito do sinal de igual,
tem-se:

+25000-D; +8000-D, =50 (4)
+8000- D, +32000- D, = +30 )

A solugdo direta do sistema formado pelas Equagdes 4 e 5 resulta nos seguintes valores para as rotagdes D1 e
Dz:

D, =-2.5000x10>rad ;
D, =+1.5625x10rad .

Uma alternativa para a solugdo do sistema de equagdes de equilibrio acima é uma solucao iterativa do tipo
Gauss-Seidel. Essa solugdo é o segundo ponto-chave para o método de distribuicdo de momentos (o primei-
ro é a distribuicdo de momentos em um né mostrada na Se¢do 2). A solucédo iterativa é iniciada admitindo
um valor nulo para D e encontrando um valor para D; com base na Equagao 4:

+25000-D; +8000-(0)=—50 = D; =—2.0000x10rad.

O segundo passo da solugdo iterativa consiste em utilizar esse valor encontrado para D1 na Equagdo 5 para
determinar um valor para D2:

+8000-(-2.0000x107°)+8000-D, =+30 = D, =+1.4375x10°rad .

No terceiro passo, a Equacao 4 é utilizada novamente com o dltimo valor obtido para D> para determinar um
novo valor para D, resultando em:

+25000- Dy +8000-(+1.4375%10°) = =50 = D; =-2.4600x10’rad.

A Tabela 1 indica os resultados da solugdo iterativa apds quatro ciclos completos de passagem pelo par de
Equagdes 4 e 5. Os valores exatos da solugdo direta também estdo mostrados na tabela. Pode-se verificar
que os valores obtidos pela solugdo iterativa sao bem préximos dos valores exatos. Na verdade, a solucao
exata sempre pode ser atingida, para um determinado grau de precisdo desejado, bastando executar um
numero suficiente de ciclos.

Tabela 1 - Solugdo iterativa das Equagdes 4 e 5.

D [rad] D; [rad]
Valores iniciais - 0
Primeiro ciclo -2.0000x10-3 +1.4375x10-3
Segundo ciclo -2.4600x10-3 +1.5525x10-3
Terceiro ciclo -2.4968x10-3 +1.5617x10-3
Quarto ciclo -2.4997x10-3 +1.5624x10-3
Valores exatos -2.5000x10-3 +1.5625x10-3

O processo de solugdo iterativa do sistema de equagdes de equilibrio mostrado é uma interpretagdo matema-
tica do experimento mostrado na Secao 1. Esse processo serd ilustrado em seguida, com base na Figura 6.

Pode-se imaginar que a situagdo inicial, designada estagio 0, corresponde a uma configuragdo de engasta-
mento dos nés interiores da viga continua da Figura 5, isto é, com rotag¢des fixadas com valores nulos. No
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estdgio 1, ocorre uma liberacdo da rotacdo D, enquanto a rotagdo D> é mantida nula. Esse estdgio corres-
ponde ao resultado do primeiro passo da solugao iterativa, resultando no primeiro valor encontrado para Ds.
No estagio 2, a rotacdo D1 é fixada com o valor obtido no estdgio anterior, e a rotacdo D- é liberada exata-
mente como no segundo passo da solugdo iterativa. O estagio 3 corresponde a um congelamento da rotagao
D> com o valor obtido no estagio anterior e uma liberagdo da rotagdo D1. No estagio 4, a rotagdo D é fixada,
e a rotagdo D> é liberada. Esse processo continua até atingir a convergéncia das rotagcées dos nés, que ocorre
quando os incrementos de rotacao dos nés sdo despreziveis.
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D, =-2.0000x10°rad
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D, =+1.4375x10°rad
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Estagio 3
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Estagio 4

D, =+1.4375x10rad

D, =-2.4600x10°rad

~ -

»

D, =+1.5525x10rad

Figura 6 — Interpretagao fisica da solucéo iterativa do sistema de equagdes de equilibrio da viga da Figura 5 (configuragdes
deformadas com fator de amplificagéo igual a 150).

Deve-se observar que, em cada estagio da solucdo iterativa mostrada na Figura 6, os momentos fletores nas
barras da viga poderiam ser determinados com base nos valores correntes das rotacdes D1 e D,. Isso ocorre
porque uma configuracdo deformada cinematicamente determinada define os esforgos internos e externos
em um modelo estrutural. Dessa forma, pode-se acompanhar a evolucao da distribui¢do dos momentos fle-
tores nas barras e o desequilibrio de momentos fletores nos nés ao longo do processo.

A analogia da solucdo iterativa indicada na Figura 6 com o experimento mostrado na Se¢do 1 é evidente. Em
cada estagio do processo iterativo, apenas um né tem a rotacao liberada. O né liberado gira até atingir um
estado de equilibrio. O incremento de rotagdo esta associado ao valor do desequilibrio de momentos fletores
no né. Com o giro do né, as barras adjacentes se deformam, ocorrendo uma redistribuicio de momentos
fletores nessas barras e afetando o equilibrio do né adjacente. No estdgio seguinte, a rotagdo do no liberado é
fixada com o valor acumulado de rotacdo de todos os estagios anteriores. O equilibrio de momentos fletores
no no fixado é alterado pela liberacdo da rotacao do né adjacente. O né que tem a sua rotagdo fixada artifici-
almente s6 fica equilibrado com a aplicagdo de um momento externo. O processo iterativo continua até que
a estrutura atinja uma situacado de equilibrio global, na qual ndo é necessério aplicar momentos externos nos
nos interiores.

4. Formalizacao do processo de Cross

O método da distribuicdo de momentos pode ser visto como a juncado de duas ideias apresentadas nas Se¢des
2 e 3. A solucdo do método segue a mesma linha do processo iterativo mostrado na segdo anterior. A dife-
renca é que as rotagdes ndo sdo calculadas em cada estagio do processo. Em vez disso, é feito um acompa-
nhamento detalhado da evolucdo dos valores dos momentos fletores nas extremidades de todas as barras.
Os valores dos momentos fletores nas barras sdo determinados em cada estagio com base na distribuigdo de
parcelas equilibrantes, estudada na Secao 2.

Inicialmente, o processo de Cross é mostrado para uma estrutura que tem apenas um né a equilibrar. Em
seguida, na Segdo 4.2, o processo é formalizado com auxilio da viga continua estudada na Secao 3.
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4.1. Processo de Cross para um portico com uma deslocabilidade

O processo de Cross é formulado nesta se¢ao para um poértico que sé tem uma rotacdo nodal livre. O objeti-
vo é mostrar que, utilizando o principio basico de distribuicdo de momento externo aplicado a um né, dado
pela Equacdo 3, pode-se determinar diretamente os valores das parcelas equilibrantes de momentos fletores
nas barras, sem ser necessario calcular a rotagdo do né.

Considere o poértico mostrado na Figura 7, que tem barras inextensiveis e rigidez a flexdo EI constante para
todas as barras. As barras estdao numeradas conforme mostra a figura, sendo que a barra 1 tem uma articula-
¢do na base.

10 kN/m
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Figura 7 — Pértico com uma deslocabilidade interna (Stissekind 1977-3).

Os coeficientes de rigidez a rotagdo das trés barras do exemplo com relagdo ao né central (né que tem a des-
locabilidade interna) sao:

K, =3El/5, K, =4El/4 e K, =4El/6.

Utilizando a Equacdo 1, pode-se determinar os coeficientes de distribui¢do de momento das trés barras no né
central:

S =0.26,7/2=L=0.44e7/3= Ks =0.30.

M=K FK, +K; Ky +K, +K; K, +Ky+K;

A Figura 8 mostra o estagio inicial do processo de Cross para o portico estudado. A figura também indica os
valores dos coeficientes de distribuicdo de momento das trés barras com relacdo ao né central. Nesse esta-
gio, o n6 tem a rotagdo fixada com valor nulo, isto é, 0 né esta completamente engastado. Nessa situagdo, as
barras descarregadas ndao apresentam momentos fletores, e a barra carregada tem momentos fletores de en-
gastamento perfeito. Observa-se que os momentos fletores nas se¢des transversais adjacentes ao né central
nao estao equilibrados.

10 kN/m
LULLLTTLLLTLLLLLL
030 .
Qq? +30.0 7T m e -30.0
0 Xs
0
@ [KNm]
0 0

Figura 8 — Estégio inicial do processo de Cross para o pértico da Figura 7.

No segundo estagio do processo, o n6 central tem a rotagdo liberada (Figura 9). De acordo com o que foi
visto na Sec¢do 2, o momento total desequilibrante no né (com valor de +30.0 kNm) é equilibrado por parce-
las equilibrantes de momentos fletores nas trés barras adjacentes ao né.
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Parcelas Equilibrantes:
t=1/2 —(+30.0)0.26 = -7.8
—(+30.0) 0.44 =-13.2
—(+30.0) 0.30 = -9.0

Figura 9 — Estégio final do processo de Cross para o portico da Figura 7.

As parcelas equilibrantes (indicadas na Figura 9) sdo proporcionais aos valores dos coeficientes de distribui-
¢do de momento e tém sentido contrario ao momento desequilibrante. O sentido contrério é indicado pelo
sinal contrdrio das parcelas equilibrantes em relacdo ao momento desequilibrante, o que é consistente com a
convengdo de sinais adotada no processo de Cross, a mesma do método dos deslocamentos.

Também conforme visto na Secao 2, o equilibrio do né central acarreta um transporte de momentos fletores
para os outros nés das barras. As parcelas transmitidas de momentos fletores sdo determinadas pelos coefi-
cientes de transmissdo de momento (t) indicados na Figura 9.

As parcelas equilibrantes e transmitidas de momentos fletores nas barras, que sdo obtidas no segundo esta-
gio do processo, se acumulam aos momentos fletores do estdgio inicial de engastamento perfeito. Esse act-
mulo é consistente com o actimulo de rotagdes nodais, que é uma caracteristica do processo iterativo mos-
trado na Segdo 3. Os valores finais acumulados de momentos fletores nas extremidades das barras do porti-
co estudado sdo mostrados na Figura 10. O diagrama de momentos fletores, desenhado com ordenadas do
lado da fibra tracionada, também esta indicado na figura.

Figura 10 — Diagrama final de momentos fletores para o pértico da Figura 7.

Pela anélise do poértico desta segdo, observa-se que a aplicagdo do processo de Cross para uma estrutura com
apenas uma deslocabilidade é muito simples. Os momentos fletores nas barras sdo determinados sem que
seja necessdrio calcular rotagdes. Essa simplicidade é mantida para o caso de mais de uma deslocabilidade,
conforme sera visto em seguida.

4.2. Processo de Cross para uma viga com duas deslocabilidades

No exemplo da secdo anterior, apds o estdgio inicial, é necessario apenas um passo para equilibrar o né e
terminar o processo iterativo. Isso ocorre porque s6 existe um né a equilibrar. Quando a estrutura tem mais
de uma deslocabilidade, isto é, quando tem mais de um né a equilibrar, aplica-se a mesma metodologia de
equilibrio nodal baseado nos coeficientes de distribui¢do de momento. Nesse caso, entretanto, as parcelas
transmitidas de momentos fletores no equilibrio de um né acarretam o desequilibrio de nés adjacentes ja
equilibrados.

Portanto, para atingir a convergéncia final do processo, é necessario repetir ciclos de equilibrio nodal até que
as parcelas transmitidas sejam despreziveis. Esse é justamente o processo iterativo que foi mostrado na Se-
¢do 3. A unica diferenca é que, no processo de Cross formalizado nesta segdo, as rotagdes dos nés equilibra-
dos ndo sao calculadas. Em vez disso, os valores dos momentos fletores nas barras sao determinados em
cada estagio.
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Para exemplificar a metodologia de calculo do processo de Cross para estruturas com mais de uma desloca-
bilidade, sera feita a andlise da mesma viga continua estudada na Secdo 3 (Figura 5). A Figura 11 indica to-
dos os estagios dessa solugdo. Apenas os dois nds interiores sdo equilibrados (a primeira barra é considera-
da articulada na extremidade esquerda). Adota-se uma precisdo de 0.1 kNm para momentos fletores, isto &,
uma casa decimal para representar os valores dos momentos fletores.

A B C D
5 Io.3§3éc:e4 — 0.5:)&.50 |—§

Estégio 0 0 —64.0 | +114.0 -114.0 | +84.0 -84.0
Estagio 1 0 —18.0 | =32.0—>-16.0
Estagio 2 0 +11.5€—+23.0 | +23.0 —> +11.5
Estéagio 3 0 —4.1| =74 —>» -3.7
Estagio 4 0 +09 €— +1.9|+1.8 —> +0.9
Estagio 5 0 —-0.3|-06 —> 0.3
Estégio 6 0 0 €— +0.1 402 —> +0.1
Final 0 -86.4 | +86.4 -109.0 | +109.0 -71.5

Figura 11 — Processo de Cross para a viga continua da Figura 5 (momentos em kNm).

Os coeficientes de distribuicdo de momento estdo indicados em cada né na Figura 11. Os célculos desses
coeficientes para o primeiro né sdo:

3EI/8 4E1/6

=— 12 _036e ppo=—"to =0
Y8A = 3E1/8+4E1 /6 V8¢ = 3E1/8+4E1 /6

Para o segundo né, tem-se:

AE1 /6

Yo =Te0 = Y E 64 aEl 6

O processo mostrado na Figura 11 inicia no estagio 0, que corresponde a uma situagdo de engastamento per-
feito. Os valores dos momentos fletores iniciais nas barras sdo determinados com base na Figura 9.27. Ob-
serva-se que existe um desequilibrio no primeiro né de -64.0 + 114.0 = +50.0 kNm. O segundo né tem um
desequilibrio de -114.0 + 84.0 = -30.0 kNm.

No estagio 1, o primeiro né é equilibrado. No caso geral de uma estrutura com varias deslocabilidades, ndo
existe uma ordem preferencial para o equilibrio dos nés: qualquer né desequilibrado pode ser o préximo a
ser equilibrado. Entretanto, o processo converge mais rapidamente se, em cada estdgio, o né que tiver o maior dese-
quilibrio em modulo naquele instante for o no a ser equilibrado (Stissekind 1977-3). O equilibrio do primeiro né
resulta nas seguintes parcelas equilibrantes:

- (+50.0) - 0.36 = ~18.0 KNm;
- (+50.0) - 0.64 = -32.0 KNm.

Conforme mostra a Figura 11, apés o equilibrio do né, as parcelas equilibrantes sdo sublinhadas para indicar
que os momentos fletores acima naquele né estdao em equilibrio (somados resultam em um valor nulo). O
equilibrio desse n6 nado transmite momento fletor para a esquerda, pois a extremidade oposta da barra a es-
querda é articulada. A parcela transmitida para a direita é igual a metade da parcela equilibrante (t =1/2):

-32.0-1/2 = -16.0 KkNm.

Essa parcela transmitida vai se somar ao momento fletor na se¢do transversal a esquerda do segundo né.
Como este ainda ndo foi equilibrado, o seu desequilibrio total é:

-114.0 + 84.0 - 16.0 = -46.0 kKNm.

No estagio 2, o equilibrio do segundo né resulta em parcelas equilibrantes iguais (estas aparecem sublinha-
das na Figura 11):

-(-46.0) - 0.50 = +23.0 kNm.
As parcelas transmitidas nesse equilibrio também sdo iguais:

+23.0-1/2 = +11.5 kNm.
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A parcela transmitida para a direita vai para a secdo transversal do engaste. A tinica consequéncia é que es-
sa parcela se soma ao momento fletor inicial na secdo do engaste (que absorve qualquer valor de momento
fletor). A parcela transmitida para a esquerda, por sua vez, desequilibra o primeiro né ja equilibrado. Nao
ha problema: basta comecar um novo ciclo de equilibrio nodal, iterando até convergir.

O desequilibrio de +11.5 kNm no primeiro né é resolvido no estagio 3. As parcelas equilibrantes sio:

- (+11.5) - 0.36 = -4.1 kKNmy;
- (+11.5) - 0.64 = -7.4 KNm.

Esses valores sdo aproximados de maneira que, utilizando uma casa decimal, resultam em uma soma exata-
mente igual a -11.5 kNm, for¢cando, dessa forma, o equilibrio de momentos fletores conforme a precisao de-
sejada.

Observa-se que um procedimento semelhante é feito no estagio 4, que equilibra a parcela transmitida de -3.7
kNm. Os valores das parcelas equilibrantes de +1.9 kNm e +1.8 kNm foram obtidos de maneira a somar exa-
tamente +3.7 kNm, mesmo que, em principio, eles devessem ser iguais (os dois coeficientes de distribuigao
de momento no né sao iguais a 0.50). Com esse procedimento, os momentos fletores finais do processo satis-
fazem o equilibrio com o ntimero de casas decimais especificado para a precisédo.

No estagio 4, as parcelas transmitidas para a esquerda e para a direita sdo iguais (+0.9 kNm). Como se esta
utilizando apenas uma casa decimal para representar os valores de momentos, o arredondamento da metade
de +1.9 kNm poderia ser para cima ou para baixo. Optou-se por arredondar para baixo porque isso faz o processo
iterativo convergir mais rapidamente. Observe que as diferencas de valores sdo muito pequenas (da ordem da
precisdo especificada).

No dltimo estagio, o estdgio 6, ocorre 0 mesmo que no estigio 4: as parcelas equilibrantes de +0.1 kNm e
+0.2 kNm ndo sdo iguais, mas equilibram o momento desequilibrante de -0.3 kNm com uma casa decimal.
Nesse estagio, a parcela transmitida para a esquerda (metade de +0.1 kNm) foi arredondada para um valor
nulo a fim de que o primeiro né permaneca em equilibrio e o processo termine.

Deve-se observar que as parcelas transmitidas sempre decrescem em moédulo, o que garante a convergéncia
do processo iterativo. Isso se deve a dois motivos: primeiro, as parcelas equilibrantes decrescem em médulo
em relacdo ao momento desequilibrante em cada né, pois os coeficientes de distribuicdo de momento sdo no
maximo iguais a uma unidade (em geral, menores que uma unidade); e, segundo, porque os coeficientes de
transmissdo de momento também sdo menores que uma unidade.

Os valores dos momentos fletores finais nas extremidades de todas as barras, mostrados no final da tabela da
Figura 11, sdo determinados com base no acimulo (soma com sinal) dos momentos fletores de todos os esta-
gios do processo. A Figura 12 mostra o diagrama de momentos fletores na viga continua, desenhado do lado

da fibra tracionada.
109.0
@ [kNm] 884 _.pooetRmee 715
© e AR

Figura 12 — Diagrama de momentos fletores da viga continua da Figura 5.

5. Aplicacao do processo de Cross a quadros planos

A metodologia do processo de Cross apresentada na secao anterior pode ser aplicada diretamente para por-
ticos planos indeslocédveis (sem translagdes nodais). Isso é exemplificado nesta se¢do com a solucao do qua-
dro plano mostrado na Figura 13. O objetivo dessa solugdo é obter o diagrama de momentos fletores do
quadro pelo processo de Cross utilizando uma precisao de 1 KNm, isto é, sem nenhuma casa decimal. Todas
as barras do pértico sdao inextensiveis e tém a mesma inércia a flexdo EI para todas as se¢des transversais.
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Figura 13 — Exemplo de pértico plano para solugdo pelo processo de Cross.

O pértico da Figura 13 s6 tem deslocabilidades internas (rotagdes nodais). As deslocabilidades do né E ndo
sdo consideradas, pois o0 n6 corresponde a uma extremidade livre de balanco. A rotagdo do né F ndo esta
sendo considerada como deslocabilidade, pois a barra superior da direita é interpretada com uma articula-
¢do no no6 F (Secdes 4.2 e 4.3). Dessa forma, o quadro tem quatro deslocabilidades internas, que sdo as rota-
¢oes dosnds A, B, Ce D.

A solucdo iterativa do processo de Cross do quadro da Figura 13 esta mostrada na Figura 14, que indica os
coeficientes de distribuicdo de momento de cada barra para cada né a ser equilibrado. No né A, somente as
barras AB e AC sdo consideradas para a determinacao dos coeficientes, pois a barra AE é um balango (sem
rigidez a rotacdo em relagdo ao né A). Os célculos dos coeficientes para esse no6 sao:

4AF1/10 1 AFI/5 2

S anaari e R e YACT o e e A
4EI/10+4EI/5 3 4EI/10+4EI/5 3

VaB

Para o n6 B, os cédlculos dos coeficientes sdo:

- 4ET/10 027, e = 3EI/10 020 o
4EI1/10+3EI/10+4EI/5 4E1/10+3EI/10+4EI/5
- 4EI/5 053
4E1/10+3EI/10+4EI/5
No n6 C, tem-se:
4EI /5 4EI /10
Yca =Y = / =040 e yp= / =0.20.
4El/5+4EI/10+4EI/5 4EI/5+4EI/10+4EI/5
Finalmente, os coeficientes de distribuicdo de momento para o né D sao:
4FI1/5 2 4F1/10 1
YDB= T e ST e o s
AFI/10+4EI/5 3 AFI/10+4EI/5 3
30kN/m 135 KNm
)tz
3m = > /| i
I —= Q1/3 555 —5H0-27 _ 0.20H——ro 7
35 L9 —24 ——— 49 0 =36
a5 -39 47— 3 g 2l 455 =3
Rl 22— 4 =] 1336
1 l = 0 =, + l +22 ,
5 =78 |S 207 B Q| =t
72% , V7 02l TEN —47 T a
_ 2 [ 167 167 +44 T e
93 78 +28 €————— 56 3 |J -2
87 39 — > -19 42
75 l l +1 1 <0— 122 107
-39 — 1
+1 +168 06— _=
38 -107

Figura 14 — Processo de Cross para o quadro plano da Figura 13 (momentos em kNm).
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O processo de Cross mostrado na Figura 14 é iniciado com o calculo dos momentos de engastamento perfei-
to das barras carregadas. Observa-se que os momentos fletores iniciais da barra CD sado arredondados para a
precisdo desejada. O momento de engastamento no né A da barra EA é calculado conforme indica o detalhe
no canto superior esquerdo da Figura 14 (calculo isostatico de reacdes de engastamento de uma barra em
balanco com uma carga uniformemente distribuida). O momento fletor dessa barra em A é negativo, pois
atua na extremidade da barra no sentido horario.

Em cada passo do processo, procura-se equilibrar o né que tem o maior momento desequilibrante em médu-
lo. No estagio inicial, os nés C e D tém o valor maximo em moédulo de momento desequilibrante e se optou
por equilibrar o né6 D (momento desequilibrante igual a -167 kNm) no primeiro passo. Considerando os coe-
ficientes de distribuicdo de momento nesse né, tem-se como parcelas equilibrantes +111 kNm, na barra DB, e
+56 kNm, na barra DC. As parcelas transmitidas sdo +55 kNm (arredondada para baixo), para o né B, e +28
kNm, para o n6 C. No passo seguinte, o né C é o que tem o maior momento desequilibrante em médulo
(+167 + 28 = +195 kNm). O equilibrio desse né acarreta a transmissdo de momentos para os nés A e D (este
passa a ficar desequilibrado novamente). O préximo né a ser equilibrado é o n6 B, em seguida o n6 A, e as-
sim sucessivamente até que os momentos transmitidos sejam menores do que 1 kNm (a precisao desejada).

A Figura 14 mostra os momentos fletores finais nas extremidades de todas as barras. Os valores finais sdo
calculados superpondo os valores dos momentos de todos os estagios do processo. O diagrama de momen-
tos fletores finais desse exemplo é indicado na Figura 15.

72 25 375

168
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75
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Figura 15 — Diagrama de momentos fletores do quadro plano da Figura 13.

6. Aplicacao do processo de Cross a quadros com apoio elastico rotacional

Esta secao descreve, através de um exemplo, os procedimentos necessédrios para considerar apoios elasticos
em uma andlise de um pértico plano pelo processo de Cross.

Um apoio elastico rotacional entra na distribui¢do de parcelas equilibrantes de momentos quando um né é
equilibrado em um estagio do processo. O coeficiente de distribuicdo de momento do apoio elastico, que
define a sua parcela equilibrante, é calculado com base no seu coeficiente de rigidez rotacional. Isso é expli-
cado para o portico mostrado na Figura 16, que tem dois apoios eldsticos rotacionais.

2 10 KN/m
S TTITTTTTTITTLITITIIT
E A EI = 24000 kNm? ,Q,F
10 KN/m

LWL

B EI=24000kNm? €K%0 000 knmyrad

10000 kNm?

El=

le=5m —=f<-5m —

15

8000 kNm/rad
<3m=] 12m |

Figura 16 — Exemplo de pértico plano com apoios elasticos rotacionais.
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A Figura 16 indica os valores dos pardmetros de rigidez a flexdo EI das barras do pdrtico e os valores dos
coeficientes de rigidez rotacional dos dois apoios eldsticos. Observe que as barras horizontais sao mais rigi-
das do que as verticais.

Nesse exemplo, os nés estdo identificados por letras. Os nds equilibrados no processo de Cross sao os inter-
nos, A e B, e os dos apoios elésticos, C e D. A determinacgdo dos coeficientes de distribuicdo de momentos
desses nos ¢é indicada a seguir. Esse calculo considera, para cada né, o coeficiente de rigidez a rotagdo de
uma barra (4EI/I ou 3EI/l, sendo | o comprimento da barra) e o coeficiente de rigidez rotacional (12000
kNm/rad ou 8000 kN/rad) de um apoio elastico.

Os coeficientes de distribuicio de momentos do né A séao:

B 4.10000/5 4
Y4B = 110000/5+3-24000/12 7
3.24000/12 3

VAF

T 4.10000/5+3-24000/12 7
Para o nd B, tem-se 0s seguintes coeficientes de distribuicdo de momentos:

4-10000/5 1
YBA=7BD = =5
4-10000/5+4-24000/12+4-10000/5 3

~ 4.24000/12 1
4-10000/5+4-24000/12+4-10000/5 3

VBC

Abaixo estdo os coeficientes de distribuicdo de momentos do né C:

 4.24000/12
YoB = 4 54000,/ 12+12000

Xy

12000
Yc-mola = =06.
4.24000/12+12000

Finalmente, os coeficientes de distribuicdo de momentos do né D sao:
4-10000/5
YpB = =
4-10000/ 5+8000

A 8000 ~
D-molt ™ 4.10000/5+8000

~

A solucdo do processo de Cross para o pdrtico com apoios eldsticos segue o procedimento-padrao descrito
nas segdes anteriores. Essa solucdo é mostrada na Figura 17, e a Figura 18 ilustra o diagrama de momentos
fletores resultante.
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Figura 17 — Processo de Cross para o quadro plano da Figura 16 (momentos em kNm).
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Figura 18 — Diagrama de momentos fletores do quadro plano da Figura 16.



