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18 - METOD LEMENTOS FINIT

MODELOS DE ELEMENTOS FINITOS
PARA ANALISE ESTRUTURAL

Marcelo Gattass e Luiz F. Martha

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é bastante difundido na pratica de engenharia para
analisar diversos tipos de problemas. Ele permite, por exemplo, o estudo dos deslocamentos e
tensdes em pecas mecanicas, barragens, minas e estruturas das mais diversas formas, tais como:
torres, edificios e coberturas. Tal método é também utilizado para determinar percolagio,
adensamento, pressio neutra, fluxo de calor, e muitas outras analises utilizadas em engenharia.
Todas as analises mencionadas tém em comum o fato que elas se baseiam na solugdo de um problema
onde sio estabelecidas equagdes diferenciais parciais relacionando variaveis de campo fundamentais
dentro de um determinado dominio, tendo que satisfazer condigoes de restrigoes para as variaveis
fundamentais e suas derivadas na fronteira do dominio.

O MEF pode ser interpretado como uma generalizagao dos procedimentos adotados em uma
analise estrutural convencional de sistemas reticulados. De fato, a formula¢ido matricial pelo Método
dos Deslocamentos de estruturas aporticadas € o proprio MEF na sua formulag@o em deslocamentos.
A diferenca basica entre a analise de quadros e o MEF esta no préprio modelo estrutural. Em ambos
os casos 0 modelo estrutural é formado pela montagem de componentes ou elementos estruturais
individuais. No primeiro caso, os elementos aparecem quase que naturalmente a partir da propria
concepcao da estrutura (Fig. 1.0-a). No segundo, a estrutura é modelada (idealizada) por um mimero
finito de elementos (regides) para representar um meio continuo, exemplificado pela se¢ao transversal
de uma barragem de gravidade mostrada na Fig. 1.0-b.

(e} w)

Fig. 1.0 - Idealiza¢des de estruturas por elementos finitos [CLOU6S], mostrando
(a) elementos unidimensionais e (b) elementos bidimensionais.

1.1. CONSIDERAGOES SOBRE A GEOMETRIA DO MODELO

Tanto na analise estrutural de sistemas reticulados como na de meios continuos, o objetivo é
obter a solucgdo para distribuigGes de tensoes e deformagoes e o campo de deslocamentos em todo o
dominio (em todos os pontos) da estrutura. Os problemas analisados podem variar desde treligas e
quadros planos, distribui¢des de tensdo em meios bidimensionais (chapas), sélidos com simetria
axial, placas (lajes), quadros espaciais, cascas, até solidos tridimensionais. No entanto, estes tipos
dg analises se diferem quanto & natureza da geometria do modelo estrutural (modelo matematico)
adotado.

Os dominios dos modelos matematicos adotados sdo definidos a partir da forma geométrica
dos objetos e de hipoteses basicas sob o problema. A forma geométrica dos objetos é um dado do




problema ¢ esta segio procura discutir algumas destas hipSteses bisicas que
modificam o domfnio do MEF.

Em andlises de tensdes de objetos do tipo mostrado na Fig. 1.1, por exemplo,
o domfnio €¢ bem préximo da forma real do objeto. Para estes problemas a definigao
do domfnio das equagbes praticamente s¢ confunde com a modelagem geométrica do

sélido.

Prétese mecdanica
para substituir uma
cabeg¢a de fémur.

Fig. 1.1 - Domfnio da equagio diferencial ¢ forma do objeto

Existem problemas, entretanto, em o domifnio das equagdes diferenciais que
modelam o comportamento de objetos tridimensionais € plano. Esta simplificagao
ocorre quando, por exemplo, a geometria do objeto pode ser descrita através do
arrasto (sweeping) de uma sego transversal constante € a componente do campo que
se pretende determinar possa Ser suposto nio variar na dire¢do do arrasto. A
Fig. 1.2 mostra exemplos onde a geometria do objeto € descrita por um arrasto a0
longo de um segmento de reta e de um circulo. '
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Fig. 1.2 - Modelos planos de objetos tridimensionais



As simpliﬁcm%bcs dos domfnio nem sempre seguem hipéteses tho 6bvias quanto
as mostradas na Fig. 1.2. A anflise estrutural, por exemplo, s¢ bascia em trés
simplificagbes de geometria presentes nos modelos de barras, placas ¢ cascas.

Barras sfio objetos caracterizados por uma seglio transversal de dimensdes
pequenas quando comparadas com o seu comprimento. A anélise de tensdes em barras
fletidas se baseia na hipbtese de que segdes transversais permanecem planas ¢
ortogonais a curva definida pelo seu eixo. Esta hipStese foi primeiramente

posta pelo matemético holéndes, Jacob Bemoulli (1645-1705), com um erro
tlustrado na Fig. 1.3 (a segdo € suposta girar em tomo do base e¢ ndo do
centréide da segdo).

Modelo de Bernoulli para uma viga em balango.

AN

Fig. 1.3 - Hip6tese de Bernoulli para barras fletidas

A hipStese correta (que pode ser comprovada experimentalmente), foi
formulada pelo professor de engenharia francé€s, M. Navier (1785-1836). Esta
hip6tese define o campo de deslocamentos de uma barra fletida da forma ilustrada
na Fig. 1.4.

Segdo frarsvena pemanece plona e gro com 0 cuvo do ebdo.

Fig. 1.4 - Deslocamentos de uma barra fletida



Com & hip6tese de Bernoulli-Navier o campo de deslocamentos (u,v,w) de todos
os pontos de uma barra fica definido pelo deslocamento da curva do centr6ide das
secdes. Com isto a equagho diferencial que descreve o comportamento deste campo
deixa de ser parcial e torna-se ordindria. A descricio dos delocamentos de uma
curva cubica a partir da extremidade e¢ a continuidade do campo de deslocamentos
entre elementos (curvas) requerem, entretanto, & utilizagio  de rotagdes como
medidas de deslocamentos. Na mecénica de pequenos deslocamentos estas rotagdes
sdo aproximadas por derivadas de deslocamentos ¢ tratadas como vetores
(comutativas). Toda estas simplificagbes permitem que estruturas da complexidade
das ilustradas na Fig. 1.5 sejam comriqueiramente analisadas nos projetos de

engenharia.

Fig. 1.5 - Exemplos de projetos baseados em modelos de barras

Uma outra simplificagio de geometria importante € a que ocorre no estudo de
placas e cascas. Placas e cascas sdo objetos com uma dimensio bem menor que as
outras duas, como ilustra a Fig. 1.6.

A exemplo do que ocorre com os deslocamentos das barras que sio descritos a
partir da curva do centr6ide, os deslocamentos das placas ¢ cascas sdo descritos
a partir dos deslocamentos de sua superficic média. O alemfio G. Kirchhoff foi
quem primeiro estabeleceu, em 1850, a hipStese de que a normal da superficie
média permanece reta ¢ perpendicular & superficic apés o deslocamento da placa,
conforme ilustra a Fig.1.7. A equagdo parcial de placas e cascas € fungiio das
duas varidveis que descrevem a superficic média e sua discretizagdo requer o uso
de rotagbes para reprensentar o campo de deslocamentos. As simplificagdes de
geometria propostas nos modelos de placas e cascas permitem a andlise de
deslocamentos ¢ tensbes em pisos ¢ em juntas tubulares de plataformas mar{timas.
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Fig. 1.6 - Geometria de placas e cascas
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Fig. 1.7 - Hip6tese de Kirchhoff para placas

Outros modelos de elementos finitos também  apresentam  dominios
interessantes. Sdo os casos, por exemplo, dos problemas com dominios: infinitos,
com juntas (interfaces), com fronteira livre ou frara. A Fig. 1.8 ilustra um
modelo de escavagio com domfnio infinito. A fronteira externa do modelo ¢
arbitrada em pontos onde o campo de deslocamentos podem ser supostos conhecidos.
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Fig 1.8 - Domfnio infinito com fronteira arbitrada

Modelos com juntas procuram representar O comportamento mecdnico das
interfaces entre materiais presentes no modelo. Cada material é modelado por uma
equagdo diferencial diferente e 2 interface € atribufdo um comportamento que
relaciona as grandezas de ambos os dominios. A Fig. 1.9 ilusta um problema de

escavagdo com uma junta horizontal no meio do tinel.

Elementos
de Junta

.

Fig. 1.9 - Modelo de escavagio de ninel profundo com junta




Modelos com domfnios com fronteira livre ¢ modelos da mechnica da fratura,
possuem @ particularidede de redefinir o domfnio da andlisc a medida que a
andlise prognde. A Fig. 1.10 mostra a evolugio do domfnio em uma anélise de

mecfnica da fratura.
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Fig. 1.10 - Dominios na anélise de fratura [WAWRS7]

1.2. DISCRETIZACAO DO DOMINIO

De uma maneira geral pode-se dizer que a idéia central do método dos
clementos finitos € subdividir os domfnio da equagdo que descreve o fendmeno
fisico em pequenas regides (elementos) onde o comportamento do campo possa ser
aproximado por um polindmio de grau baixo. Este polindmio € escrito em fungio de
valores do campo nos vértices (n6s) destes elementos ¢ estes valores (incOgnitas
do problema discreto) sio determinados através da minimizagdo de um funcional as-
sociado dequagio dikkrencial. A Fig. 1.11 ilustra alguns tipos de elementos
comumente encontrados na engenharia.
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Fig. 1.11 - Elementos finitos




Ao longo das @ltimas trés décadas, pesquisadores t8m desenvolvido elementos
- finitos que produzem boas aproximacbes para as equagbes diferenciais encontradas
nas simulagbes de engenharia. Atualmente, na anflise estrutural, por exemplo,
pode-se dizer que esta investigagio jd estd conclufda para os problemas lineares.
A pesquisa para desenvolver elementos ¢ formulagbes mechnicas que reproduzam o
comportamento nio linear de material ¢ geometria, entretanto, continua.

As condigdes de convergéncia ¢ & acuricia das solugbes do método dos
clementos finitos dependem n@o s6 da formulagiio dos elementos, mas também da
malha gerada para analisar um determinado problema. Isto €, n#o basta se utilizar
um programa bem desenvolvido com bons algoritmos numéricos ¢ baseado em
excelentes elementos. E preciso que a discretizagfio feita para o domfnio do
problema em questdio também seja adequada.

Programas de elementos finitos trabalham com a malha fornecida pelo usudrio
¢ ndo com o dominio das equagdes ou geometria dos objetos. A tarefa de subdividir
o dominio em elementos, quase sempre nio € nem mesmo verificada pelo programa.
Esta responsabilidade recai toda sobre o usudrio. Mais ainda, as condigdes de
convergéncia de cada elemento finito raramente sdo especificadas pelo programa.
Cabe ao wusudrio ter conhecimentos sobre os elementos fornecidos ¢ suas

formulagGes.

Explicitar as condigbes que garantam a convergéncia e acuricia de todas as
solugbes do método dos elementos finitos, estd além do estado atal do
conhecimento na 4rea. Apesar disto, algumas consideragbes gerais podem ser
enunciadas. Como o estudo de técnicas para geragdio da malhas é um dos objetivos
deste texto, estas consideragbes sdo, na realidade, o objetivo central desta

segao.

Existem basicamente dois tipos de condigbes: umas relativas & geometria dos
elementos ¢ outras relativas ao arranjo entre diversos elementos. Os elementos
finitos sdo objetos de geometria quase sempre convexa ¢ suas formulagdes tendem a
privilegiar as formas mais regulares. Ou seja, elementos finitos triangulares sdo
em geral melhores quanto mais se aproximam do tridngulo equildtero. Quadrados sdo
usualmente melhores que retingulos e estes melhores que paralelogramos, ¢ assim
por diante. A exigéncia de convexidade sdo oriundas da necessidade de inversio do
Jacobiano da fungdo que mapeia um dominio elementar do tipo [-1,1}x[-1,1] no
dominio do elemento, conforme ilustra a Fig. 1.12(a). Na realidade, esta
exigéncia de inversibilidade do Jacobiano € uma condigio mais restritiva que a
convexidade, mas existem casos em que o Jacobiano € inversivel ¢ o domfnio do
elemento nio convexo. A Fig. 1.12(b) ilustra este caso.

Quanto ‘as relagdes entre elementos, pode-se dizer em geral, que dois
elementos € € s6 podem se interceptar em uma face, uma aresta ou um vértice

(n6), ou seja:
(¢
né (vértice)
€M% =1 lado (aresta) (11)
face
\
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(@ elemento Inecr () elemento quadritico

Fig. 1.12 - Regras para unicidade dos mapeamentos [ZIEN89]

A Fig. 1.13 mostra malhas que atendem a esta condigdo. Intersegbes que resultem
em trechos de uma face ou aresta, como ilustra & Fig. 1.13 devem ser evitadas.

Arranjo errado Arranjo certo

Fig. 1.13 - Condigdo bdsica para arranjos de elementos em malhas

Uma outra forma de enunciar esta propriedade seria a dizer que dois
elementos de uma determinda dimensdo s6 podem se interceptar em uma entidade de
dimensio inferior. Quando o elemento for de dimensbes diferentes (um cubo ¢ um
quadrado) a dimensio da intersegio pode ser igual ao elemento de dimensdo
inferior.

As condigdes sobre a intersegio de clementos de uma malha véo, entretanto,

mais longe. No MEF a avaliagio da integral sobre o domifnio, £, € feita pela soma
das integrais sob os dominios internos de cada elemento, L2, sem consideragdes de

suas fronteiras, ou seja:
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Por isto € preciso garantir que & integral nas fronteiras dos elementos €
nula. Esta condigfio impbde duas outras. A primeira é de que as fronteiras comuns a
dois elementos devem se infinitesimais no espago do domfnio £2. A segunda € de que
os valores do campo inc6gnita ¢ de suas derivadas que aparecem na integral devem
ter valores limitados na fronteira. Se, por exemplo, & derivada de ordem méxima
que aparece na integral apresentar um comportamento do tipo Delta de Dirac na
fronteira, sua integral poderia ter valor finito violando a equagdo (1.2). Esta
condigio pode ser traduzida em termos de exigéncia de continuidade do campo
nestas interfaces.

A ordem de continuidade na interface € fungdo da ordem de derivada do campo
que aparece na integral. Se a integral contém derivadas de ordem m, as fungdes
precisam ser contfnuas até a derivada m-1 para que a derivada m seja limitada.
Assim, por exemplo, elementos tipp placa com derivadas de segunda ordem nos seus
funcionais requerem continuidade C' para garantir convergéncia.

Uma maneira comumente utilizada para garantir continuidade ao longo de
interfaces de dois elementos consiste em garantir que nela o campo incégnita seja
fungiio apenas dos valores dos nés comuns aos dois elementos. Isto implica que,
por exemplo, o campo incéginta no lado dos elementos finitos tridngulares
mostrados na Fig. 1.14, seja fungdo apenas dos valores vV, €V, Caso o campo no

lado 23 fosse fungdo dos valores v, o ouv, nada poderia garantir a continuidade

deste campo uma vez que estes valores s3o independentes e podem variar
livremente. Por isto, em formulagbes que ndo utilizam rotagdes a variagdio do
campo inc6gnita nos lados de clementos triangulares de trés nés € linear. Para se
obter uma variagio parab6lica utiliza-se elementos tridngulares com seis nés, um
no meio de cada lado.

Mudang¢a deste valor
n&o pode afetar a
distribuic@o na aresta

oposfo\v: }‘v:;ﬁ‘

V2

Fig. 1.14 - Dependéncia do campo incégnita nas interfaces
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Algumas vezes analistas de elementos finitos utilizam malhas com
inconsisténcias dos tipo de um elemento quadrilétero de oito nés colocado ao lado
de outro de quatro, criando um lado comum com campo descontinuo como ilustra a
Fig. 1.15. Neste caso espera-sc que o programa de anflise possa ftratar estas
inconsisténcias através de técnicas do tipo dos multiplicadores de Lagrange que
procuram minimizar o erro cometido. Estas solugdes sdo, entretanto, pouco
clegantes ¢ devem ser evitadas.

R
arga cQ
]

p —

Variagdo linea

Fig. 1.15 - Incompatibilidades no campo de deslocamentos

1.3. O PROCESSO DE GERACAO DE MALHAS

Quando, na década de 60, o método dos elementos finitos foi introduzido nos
processos de projeto de engenharia, coube ao engenheiro analista a tarefa de
descrever a malha diretamente para os programas entio disponiveis. De uma maneira
geral esta descricio € feita em quatro etapas. Na primeira etapa o analista
fornece as coordenadas dos nés que sio geralmente identificados pela ordem com
que sdo fornecidos.

Na segunda etapa o analista fornece tabelas de material e outros atributos
da malha. Na terceira etapa ele fornece um descrigdo dos elementos através de sua
incidéncia nodal (conectividade) e dos indices de material e outros atributos
especificos do tipo de elemento. No ultimo passo s3o fornecidas as excitagbes do
modelo (cargas). Estas excitaghes sdo geralmente atribuidas diretartmente a nés ou
clementos. A geometria do domifnio neste processo ndo € expecificada diretamente ¢
fica implicita na unido dos elementos fornecidos.

Toda esta informagBio era passada para os programas de andlise através de

arquivos texto. Um dos (gﬁmciros sistemas de uso geral que surgiu na engenharia,
o ICES (Integrated Civil Enginering System), foi desenvolvido no MIT
(Massachusets Institute of Technology) com preocupagdes de tornar estas etapas
menos sujeitas &8 erros. A Fig. 1.16 moswa um trecho do arquivo texto que
gcscrég a estrutura também mostrada na figura para um sub-sistema do ICES, o
TRUDL.
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Fig. 1.16 - Estrutura e arquivo de dados para o ICES/STRUDL

A descrigio do modelo para o sistema ICES/STRUDL, ilustrada nesta figura, € feita
através de uma liguagem orientada pelo usudrio. Este processo, apesar de ser
obsoleto atualmente, era bastante adequado para a baixa interatividade dos
computadores da época.

A preocupagdo com o desenvolvimento de novos elementos ¢ de técnicas
nimericas mais eficientes dominou a década subsegiiente. A  descrigio de um
problema para os sistemas que surgiram neste periodo passaram a utilizar arquivos
numéricos formatados onde o significado de cada nimero era fungdo da ordem de sua
linha no arquivo ¢ de sua posigdo na linha. A Fig. 1.18 mostra trechos de um
arquivo que descreve a estrutura da Fig. 1.17 para o programa SAP V (Structural
Analysis Program). Este programa, que teve sua origem em Berkeley em 1965, teve
seu fonte distribuido pelo mundo e influenciou de modo marcante o desenvolvimento
do Método dos Elementos Finitos.

10 20 30 40 50 60
1234567890123 45678901234567890123456789012345678901234567890123456

TORRE ESPACIAL
4 | 1 0 0 O 0
1 0 0 0 1 1 1 0. 8. 0.
2 1 1 1 1 1 1 0. 0. 0.
3 1 1 1 1 1 1 8. 0. 6.
4 1 1 1 1 1 1 8. 0. -3.
1 3 1
1210000000.
1 2 1 1
2 3 1 1
3 4 1 1
1 1 0. -10. 5.

Fig. 1.17 - Entrada de dados do programa SAP
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Erros nesta descrigiio detalhada eram comuns até que, no final da década de
70, a Computagho Gréifica passou a ser utilizada neste processo. Através dela, o
usuério pode ver uma imagem da malha que sintetiza niio s6 a geometria do domfnio,
mas também o arranjo dos elementos.

Técnicas da computagiio gréfica interativa foram usadas na década de 80 para
promover um ambiente onde a criagio da malha fosse feito dentro de um processo de
didlogo orientado por computador. Estes programas que criavam dados para a
andlise, passaram a se¢ chamar pré-processadores.

Os primeiros pré-processadores que surgiram procuravam reproduzir 0 processo
de criagio do arquivo de texto. Eles basicamente permitiam que a cada comando do
usudrio, feito ainda no modo semelhante aos do ICES/STRUDL, o usudrio pudesse
visualizar a malha gerada. As primeiras versdes do programa ANSYS e do MTABS
exemplificam este enfoque. A &nfase nestes programas estava na geragido automética
de nb6s ¢ elementos a partir de comandos do tipo "repita um dado elemento n vezes
em incrementos de tanto" ou “interpole n nés entre o né tal ¢ o né tal". Uma
forma priméria destes comandos jé4 exitia nos arquivos texto € eram causas
freqiientes de erros. O feedback visual possibilitado pelo uso da Computagdo
Gréifica minimizou estes erros.

Uma nova geragio de pré-processadores surgiu com a utilizagio de técnicas de
geragio automética de malhas a partir da fronteira de seu dominio. A Fig. 1.18
exemplifica esta idéia.

Uma evolugio natural desta idéia vem ocorrendo com a introdugdo de
ferramentas de Modelagem Geométrica para ndo s6 criar a geometria inicial do
objeto como também para auxiliar no processo de geragio automitica da malha.

: —
0 \ \
LN NN\
. : LV N N\
Contorno Regldes Malha

Fig. 1.18 - Geragio de malha a partir da fronteira do domfnio
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1.4. CONVERGENCIA E ERRO DE DISCRETIZACAO

Na modelagem por elementos finitos existem duas questSes que devem ser abordadas: “Qual o
grau de aproximacéo da solugao encontrada?” e “Como a solugiio aproximada pode ser sistematica-
mente melhorada para chegar a solugéo exata?”.

A primeira pergunta € dificil de ser respondida pois ela pressupde o conhecimento da solugio
exata. E o que € necessario para se responder a segunda pergunta é uma garantia de que o modelo vai
convergir para a solugio exata a medida que o tamanho hdos elementos vao diminuindo. Para tanto,

argumenta-se [ZIEN89] que, se a aproximacio para o campo incognita for capaz de, no limite,

reproduzir exatamente qualquer distribuicio de deslocamentos dentro do meio continuo e se a solucdo
de cada aproximacéo for unica, entdo o modelo vai convergir para a solucio exata e tinica no limite

h — 0. Estes fatos sio observados em modelos do MEF. Em alguns casos, a solugio exata é
encontrada mesmo com uma discretizagio finita (ou mesmo com um dnico elemento) se esta solugio
for formada pelas mesmas fungdes que sio usadas na aproximagio dentro de cada elemento. Assim,
por exemplo, se a solugio exata for da forma de um polindémio quadratico e a aproximacéo utilizada
incluir todos os polinémios desta ordem, a aproximagao resultara na solucdo correta.

A argumentag@o acima auxilia na determinagdo da ordem de convergéncia de um modelo de
elementos finitos [ZIEN89]. Considere que a solugiio exata u pode ser expandida em uma série de
Taylor na vizinhanga de qualquer ponto (ou né) i como um polinémio

ol + (53]
= .+ |2 -X:) + |— -y ¥+ ...
u =+ o) (x- x) 3y (y-x) (1.3)

Para isso nao pode haver singularidade do campo na regidio da expansio. Se dentro de um elemento
de tamanho caracteristico s uma aproximagdo polinomial de grau p for empregada, entio a solugio
aproximada ajusta localmente a expansio em Taylor da solugéo exata até este grau. Como xe ysio
da ordem de magnitude A, o erro em u vai ser da ordem O(h P*!) porque somente os termos de ordem
ppodem ser representados corretamente. Uma ordem de erro O(h™!) corresponde a um grau de

precisdo n. O grau de precisdo se refere ao grau do polinémio completo de mais alta ordem que pode
ser representado exatamente.

Assim, por exemplo, se o polinémio utilizado na formulagdo do modelo de elementos finitos
for linear (p= 1), a (velocidade de) convergénciaesperada € O(h2), isto é, o erro em deslocamentos é
reduzido para 1/4 se o tamanho caracteristico dos elementos da malha for reduzido pela metade.
Analogamente, as deformagdes (ou tensdes), que sio obtidas por derivadas de grau mdo campo de
deslocamentos, devem convergir com um erro de ordem O(hP*!-m), Para o caso de elasticidade
plana (m= 1), no exemplo com aproximagio linear a convergéncia para tensées é O(h ). :

Tipos de refinamento de malha

Existem duas maneiras classicas de reduzir o erro de aproximacio de um modelo de elementos
finitos. Estes procedimentos (Fig. 1.19), denominados de refinamento do tipo “h”e refinamento do
4 .

tipo “p”, sdo duas formas de aumentar o nimero de graus de liberdade de um modelo, de forma a
reduzir o erro de discretizagio em uma andlise subseqiiente.

Original mesh h refinement p refinement

Fig. 1.19 - Refinamentos do tipo “A” ¢ “p” [COOK89].

14



O refinamento do tipo “h”, Fig. 1.19-a, se refere a uma diminuicfio do tamanho caracteristico
(1) dos elementos, dividindo-se cada elemento em dois ou mais elementos, mas sem alterar o tipo de
elemento usado. O refinamento do tipo “p” Fig. 1.19-b, se refere a um aumento do grau ( p) do
polinémio completo de mais alto grau na formulagdo dos elementos, acrescentando-se nés aos
elementos ou graus de liberdade (por ex., rotagdes) aos nés, ou ambos, mas sem alterar o nimero de
elementos usados.

Uma terceira alternativa para refinar uma malha consiste na modificacdo da posiciio dos nds,
movendo-os na direcdo das regides onde haja gradientes acentuados na solugfio, mantendo-se o
mesmo numero de graus de liberdade do modelo e a ordem dos polindmios nos elementos. Este € o
chamado refinamento do tipo “r”[CASA88, CYRI89]. Este procedimento aumenta a densidade da
malha nas regi6es mais criticas e torna o modelo menos refinado em outras areas.

Uma seqiiéncia sucessiva de refinamentos da malha produz uma convergéncia para o resultado
correto. Este processo € conhecido como convergéncia-h, convergéncia-p ou convergéncia-r, depen-
dendo do procedimento de refinamento adotado. O programa de analise por elementos finitos é
chamado de ‘adaptativo’ se a adi¢do de graus de liberdade, ou modificacio da posicio dos nds, € re-
andlise sdo executados com um minimo de intervensio do analista. O programa é chamado de ‘auto-
adaptativo’ se ele pode decidir automaticamente onde dentro da malha graus de liberdade adicionais
sdo necessarios, modificar esta malha, refazer a andlise e continuar a executar este procedimento até
que um critério de convergéncia pré-estipulado seja alcancado [COOKS89].

As areas de estivativa de erros de discretizagiio e andlise auto-adaptativa sio relativamente
recentes na pesquisa sobre 0o MEF. Uma introdugio a este assunto pode ser obtida no capitulo 14 da
referéncia [ZIEN89]. A referéncia [SZAB91] aborda o assunto em maior profundidade.
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Coordenadas aenernlitadas

Umea ver "cjzovxhecidq_: as amFL.‘évdcs a; ©
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-5 12EA (-2

11EA
Vm = cl (*L ~ & x)
17 A
/V\:3 _—> M(p):alh‘f‘ aq, k -f-a;k-s
1 c
&WF—O =2 K= el ;. &g =0 j Rz=—
1EA CAE
e M(K): c (3!._"’k —?‘3> SOWCFS lxa,‘[‘d-: sotr<lar
(o) =
CEA EA&A__\. =0 e wle)=o
dx VI—,‘(L\:.'E&‘U =(C
A =t
M:Lla ’,51 -

.‘!oo :$ a—Z:D\(_‘-.:QS: - - = O

36
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exato (3 éarw..a.c)

e 2 termos cltermos oot (3 teermos)
/ [ \/ itermo
/

S——a_ 4 termo

Cowmentarios

. — . - A\ .
As 'pumcoe.( de roximacas temm gue Ser admisslveis
(satisfarer condigoes e couborhs esfencials e cpwquua'u'mde}

(4 -@q,c,zc'.s ‘:La vsar <FOUh3hm‘os e Sewvos ¢ cossevtos),

AS Se ul‘m'(“&.s Ferjuw&zs ‘ﬁém @ue Ser res?owéu_‘ala,::

Quou'.% o3 russ ¢ %UQV\I{'b,S ternos Comx(‘derqr?
RQual o frou Ae opfrom'ma.cra:o a,dcc}ua.do’.)

Coundigdn de Counveralucia:
A lbase das fomgses de Q_F(Oxi\mo\(,o}a tem ﬁ,ue ger C-Ob\ﬂ.ﬁ o,
UW\‘R bate ~€fco (eta wc‘o:
— Os deseome s ¢ svos Serivadas 7,(;« Qreclun, 2m
—ITF odew ger roximadoes @uo\\,\do U So Rldente ndlmeros
de 'fecwmos ¢ Uhlirads .
Ex. ’Potcwo‘m(os tom todos os ferwmos i sévie de Fouvier
L Elementss da base de or_dem maus baixa, e que S
aAw\(‘_ssg,’vefS Seven esbor contidos. -
Zx.: @mvcrﬁémcia hgs seriae alcaucada no exemplo
ou/\‘('@n‘or Se o {:efmo Oy ® hWas €ivesse Sido Considerados.
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* A sologa® aproximada pelo metodo de ﬁ’o.j(ecjh-f?zéa
ou ¢ exafo. euw ¢ mais ro.’i)cda_ do %ue a exgbka. Os
de.:(ocwmgvlfos o ge,ra(. . S vmenores. A .So(ucfo':o
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. (\)ualado —(:or(t,g_; Jom re;c,m‘{o.sj A gnergia. e deforma-
gos cuternm. U e whestimada, ]oelo heto do de Roﬁ(etsh—
Rk . Tebo For e (U= WJ Cewdo W o tralsalhs dac
ﬁorqm& externas
So> waenoves,
Kuando deslocamevitbs sos Fresc_refos} O & :\)Fere..gﬁ‘w\ado
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@ua.\ado os dols 543 jO\reson‘bos/ v 1>er ger Sub sw Sopev —
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66\«&9:9, ]oor-exew\loéo) (:é‘w I 3vau wagviov a‘e frecc.faf:-
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03 fav\‘to:.

Se a bage de fougses de aproximagdd contin a solvedd

axato. oo problema | entas o JSolugdd exata € encontrada.
Neste caso, © eo_ruz‘((brco verdadeiro do. estrutora fol en cov\‘trad.o}
¢ o Valev Ae -ﬁf Cowesraude a0 wminimo absolute, Uma soluceo
&fmximw do wetodo de Qmj(¢:3k-Rx‘£l fornece Se\mfrc O
volov para. T\f que 2 woler do fue 0 valor covreto. Detto

forma Vw valee de ‘WF encoutrads ¢ fempre um Limite Surll’éof
fqra o. verdodeira eV\ev’ﬂfQ, [poteb\cio.,l. total .
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D ma forwa geral, |

melevm

M= % T = «{f:{o\}f [K1:{a}, -M:Zl:“{d?f {rf, - {o}'{7}

_ ,
_E importante obrservar gue ©  Sowmatsrio ha ext:veud.B 2cima

______er_,s,g,qi:g‘é;hc::f,,u_e,_was foncoes de forma. vtilitadas so> fous T —

 _forcamm_uonaa CQ,M(PQ..&L‘,‘?Q(:Q?{?-AC,,;,éeﬁ_ deslotamente entre os divevios
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8T e = Dklipi={r}

N MC‘Z“\\ 4

Oude , Ekj = z C’ijc'

<=\

v melew

c=d
\\MC'CM /]
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¢=!

para o tamanhs dos entidades da esfrotura 3Loi>a1..
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et Cbmewfafm'os Geva (s o

A votee de rgscdc% 4o elements Fiuih Foder\‘o\ fer o obtida
cousiderands-te o ;__e%u,é (brio  do elemento csolodanente. O

ri“f\dff? dos  deslocsumentas _virtuas A,,joaa_(e__,_,,;te—r V Q-{D(('QQ-QLD pera
] chovp‘{(_a.l' 2y “Rér(,a.: 7,\/5 aF.c_{(ech\ nas Coordenadas enevalira -
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L ‘Droce_-is‘mc\f\fb de _ m e fods S ,(t‘f)t‘de, v direfa..

A (déia de somac contribuecses de glements discretos acbitralios

pDaro @ CQY\(eSFO\AA@V\tC.S f@rc,a.x nwodals globads ( wictods Aa. rc\:scdc%,

e dhiveta) tem i ap ele _dntuifive wuito ,ﬁr_anés—_, _especialmente para
e\/\jev\kec\rax ,g_gtrub)ra,(.r'. Ecta o elre. e &Vt‘hrf:)reﬁ:f o wne?odo o

e dor elementor Finctor. ned € ue. &hf’?—nibf__figo_mgq., 42 p outo de
_visto. wnodematico, B outvas ,Fa(&was , € ?Drcc(&: Gt as e rpredsols

e o . _muelem e e . nelewm o FE
S ‘lTr :z{ Mo, e {( )o\\/ = 2‘ ( )A\/au.‘ _ )
Sejaw\ vollidas . E JILuauoLo £ Fure ‘;5{0_‘( valids 7 No exebv»f(o

uv\iA«:w\:_an\vv@(/ o funcional 7779 envolve  devivada o Frn'w\e(r\x ola_
fongdo de de.rLaazvuw"bx,q;ue S5 deformaoes ., Tebo Zoer Aiter que,
amboca. as deformagses FOSSM ser desconfinuas de om elewmevto gava

sutre 4 putearal das deformagss (ao me) devtis de cada elewmerid

2 wa frowteiva, dos elementos deve recw o ewn oma volor Finifo |

J

- Dits de ovtra. wiameira.,  para Gre Se possa 5arawtfr a Oov\\'er\sé:‘\%
dea &_a(ucro;b y £ necesisirio o © foncional ’TTF wes bephal

, cgvxﬁribujc{o'c& W@\o\ ‘_chfeara_crq_”é atraves das -\cww‘('@c'fo.! dos elemeuntbs.
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AfMdOL no talo atnidiwmensiowel com eferfo m‘.‘a,(/ a rox(ma @
da. 'RJV\«:,Q'D dc Ae:(OQaMcM‘{br wo euww‘{'m de dove e(emgv\{\og ("F)Mqoé.(

Ae ‘G:rw\q Ct‘b\eo.re-‘) Fode Sexr w\o.(‘fra,,\o, abo.ixa.

b
dup | -
dax
A'l J\ :
o |
A 0
T
V —eo

V{- te For’to.w(‘o) Gt O M‘h%m,[ do foucional com L‘V\‘fe.t)ra.ud»

evwolve fe\fvvxa.r S’owxemée £fvn 2L e de
\eu(cto'g_(

Se

ndo recebe Coutvr'—
N —_— - »®

oe Lwharo.c,o,a atvaves deg froufeiras dot 2lewmentss .
0 ~£UWwa contivesie termos e o'

=, & predes
Melgwn e

“t’= & T\FC o Seriel Va((«'ob.) ,Fo(.x a (vl'(ej\ra,( ctrovés da frowteica,
dos elementos Eomben. ovitribuiria para ofoncional T(":. Nestke Cato,

hafo Sovnszc a a]ov’:?x(‘wta.qd.-o ]PQVQ oL Olel(oc.a.w\eh'{‘e( devev\q

ey C—on'fthtu\’J) wmas fambein o a_rrox(‘mc,& para tva
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_V,__,,_,‘_,vEsfe,,,&' d'urf*o.v\g\cw‘fc o caso de ,V,‘"@M,, tom _caraod. traniverdaic, e
O ‘lpumu‘owa,( dec eb\erSLQ ]oa‘tev\c—ia-(. ﬁofa_(, Covrtewn ‘éermo,t A ::(Lﬁ\_

Poréamfb, NS r‘ofnqo'd ten -T,u—e ser Comr.a,(fvo‘s ot encoutios af" ,
. dos _elementos, De,{fa ,{\OFMM,@x(ﬁe _ «f.ehau. vma. AScontinvidade

ne ,Qf(OKIWQqQB de_dln | mar ndo oxitle vna prea” it . R
i :

] _E’_ioor sso éraz L um _modelo  de vida Com carge trawgversal

€m}£‘6"{\ _deok  aravse Ae (tberdade fyar hwe': © ie:/oc,aw\cufb
o francersad e o vobagaS.

__Sevapre g os condigods de com abibibdade de desocamentosr

for  saficfeta ma froutera dos  elementos a Brmo lagio do
viébde dot clemmentor Fraitbor e vdlida., Nea verdade ecta o

- Uhaa __Cm{.ao&{‘qa? ,_,do_,,,m;"tO,d«o de R“’j le‘sk - Rite % AxiQe

o Hungdic de sporoamagde admisaveu st f, oue soticlarern a5
towndicoes  d c,ow\,fai'a'b(‘(.{do.p(e om todar o5 pounitvs do donnliub.
o A,Agl:'(”_l!,_u%@ov\.dﬁgq; _far,,a.,,, A ;auye.tsénan o metede.

o Babrebointo; axistom casesemque, mecimo b saticfarends ot condids
| »,,4¢,wwd~'b<"«‘ia¢‘e. nas Fronfeiros dor elementus, os ttegras
_do fouciowal adraves destas froubrivas @m nade coutriboem,
Neste Caso, A Q,Fr\omwa.qa} do vmetodo dos elementor fluitos o
€ vdllida pocs vas el Fevdo\ de euergR guamde e caleulon

G .él/t&Y3L'Q Fokcha'o.l total atraves da. sonma olas emevamu
Vindas Jde cade clement chdividvalimente.
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Efer?oLaqa‘é ho Me'bodo dos & lemenbtas Frutos

Inﬁre,.dje"d'cx necelealrot pava Uhnaa R’Jr mu(o.ga_"; eral
_ fe_(o ,‘V\-\e(‘l“od;o :AOS d@w\e*'\fb.: ‘Pl‘v\i{’bs de owm Pené‘wxewo Pl,:fI'Co:
— Foucrounal 2 AefCreve o Frol:lew\a AN T
— Madny oo Fongses de forma (V] G

L Oesreve o M{’err olacss dentro de coda elements,
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L('he,o\r/ 97«40.0({‘0:‘(':6.9{ o ¢ibicor
. ..-S‘l"'hfLe-f —_— Comlob'cadm

Dzve—:z viar Vofrio.r -c/ew,evrfo: :L‘w\f(.e.: O ‘Douw.t c,o\m?h'cn.ako:?
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e Grau de coutinuidade

o _CW —> dCﬁmdm.dDGQMfo ote” o \jraw_w_

X3

LB contoas
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,,,,,!,WFWI cots de Forma. pava continmdade C° L
i

C® — coutinuidade o oawfa da varidvel fordamental
_(decbecarments N ided @Ck\zflc).,emtre os _Aiversog dc,“a‘,,hfb-rf_..m___

) o  Imas Svar derivadas hab gad Continvar ewtre or glevmentosr.
_ o - L : .M - R S
_ = [N1i4.} “ Pz 2 MNede
. P
vodeores nededls
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- ()V"\Qg G(\W\eu\(—ag i L o o
_ (- D - ) — -
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B L m Nz (xl - 1;2)(1'3 - 12) I —
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b, 4
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- x,;=0 x=L I I, X3 s o B
) 1 2 1 2 3
~ e L— l——»l‘
—
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- L L (2 = x))lxs = x1) () — x)(xs = x2) (= x3)(xz — x3)
_Oﬁéerva.co'if
A. Toc\o,,g os 'Fum:,p?.f de \‘\orm N[) £l o rroFr.q -pa\ac,uu C‘b(“—) Joo
- e fo[t‘/\,o“\-uos do el ovrauw . . e

2. ’P&\’Q_ %a,ls)uer fongos de ‘(\ovmq Nb Ni=4 ?uq\ﬂdo w=x;
""emN(’ O ?UOJAAO = ."-A owde ﬂ + ¢,

3 N:i N‘ =0 ( ur' |
Z‘\ L= . 2 ,,_».F.,a_r,q w ﬁ--t B I . - R
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Geveralizocod @ formula de wtev?oko«.c,ofo de Lagranae
: Acang

L?‘-‘-\ZPOO) —> f?a(fu,é"mdo e Drm Mm-1 =

(PCW-) 'PlOR Acpcv\(dp For ~ velores C‘>[ nas
&lb Sl Ssag ng , rc.rveo‘(fvamente .

L )= Ned = N 4w+ Ny
(::(
oude | ,
N, = X2 = 00 = ) = x) - - (K — X)
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IV 2118 - METODO DOS ELEMENTOS FINITOS - Luiz F. Marth

Critérios que Governam a Selegdo de Modelos de Elementos Finitos

Na modelagem por elementos finitos existem duas questdes que devem ser abordadas: “Qual o
grau de aproximacao da solugdo encontrada?” e “Como a solugdo aproximada pode ser sistematica-
mente melhorada para chegar a solugdo exata?”.

A primeira pergunta ¢ dificil de ser respondida pois ela pressupoe o conhecimento da solugéo e-
xata. E o que € necessario para se responder a segunda pergunta € uma garantia de que o modelo vai
convergir para a solu¢iio exata a medida que o tamanho dos elementos vao diminuindo e, por conse-
guinte, o nimero de equagdes vai aumentando. Isto é, € preciso determinar que, com o aumento do
nimero de elementos, as fungdes de campo a serem determinadas podem ser aproximadas quio preci-
samente quanto desejado.

Existem basicamente dois grupos de condi¢des que um modelo de elementos finitos deve satis-
fazer para que haja convergéncia do método: condigées de continuidade e de completitude. Ha casos
em que se deseja ter uma aproximagao assintética para a solug@o exata. Portanto, condi¢cdes para a-
proximagao assintotica estao reunidas em um terceiro grupo.

1. Critérios de continuidade (ou compatibilidade)

A formulagao variacional (ou a formulaciio ‘fraca’ - integrada por partes) fornece alguns subsi-
dios para examinar os requenmcntos de continuidade de um modelo de elementos finitos. A forma
geral do principio variacional é:

T, = I A(u) dV + I B(u) dS
\' S

om, =0

Onde o T{p é um funcional (energia potencial total) e A e B sio fungdes de outras fungGes e geralmen-
te envolvem derivadas da funcdo de campo fundamental u. Seja a maior order de derivada em A ou B
igual a m.

Em geral, é requerido que na soma das contribui¢oes de cada elemento para a energia potencial
total ndo haja perdas, isto €,

nelem
= )

e=1

Isto pressupde que

> AedV=ZI A®dV,
€ €

Ve
v

isto €, ndo existe contribui¢des para a energia potencial total vindas de integragio através das interfa-
ces dos elementos.
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Isto impde alguns critérios de admissibilidade para a continuidade de uma representagio de u
por elementos finitos.

Considere o caso em que m= 1, isto é, a derivada de mais alto grau em A (ou B) é 1. Entdo,
para integrar

[ 2w
\

ndo-trivialmente, as derivadas de primeira ordem devem ser ndo nulas dentro do elemento. Além
disso, para integrar nas fronteiras dos elementos, as derivadas contidas em A devem ser integraveis
de forma a obter uma avalia¢do Gnica para a integral.

Neste caso, u deve ser pelo menos de primeira ordem (linear), como mostrado na figura abai-

x0. Se u fosse de ordem menor que primeira, isto €, constante, a primeira derivada (m= 1) ndo seria
integravel através das interfaces entre elementos (funcdo Delta de Dirac).

“)

ol |

ol |

a
S

ol

+00

6
> ¥

Seguindo esta linha de raciocinio, pode-se especificar as condigoes de continuidade:

la. Continuidade interna:
O modelo de elementos finitos u deve ser diferenciavel até a ordem mais alta m que aparece no
funcional variacional (para que haja uma integragdo nio-trivial).

1b. Continuidade entre elementos:
O modelo de elementos finitos u deve ser continuo entre os elementos até uma ordem a menos
que a mais alta ordem mque aparece no funcional variacional, isto é, ele deve ser de continuida-
de Cm-1,
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Ordem da Eq. Mais alta ordem Exemplos Continuidade

ifererencial no funcional (m) entre elementos
2 ' 1 Trelica, Chapa, Temperatura Co
4t 2 Quadro, Placa, Casca C!

Estas s@o condi¢oes de continuidade suficientes para a convergéncia do modelo de elementos fi-
nitos. Na verdade, a satisfacio destas condi¢es de continuidade vao assegurar uma aproximagio as-
sintética da formulagdo variacional. Isto €, satisfazendo estas condigdes, a solugio aproximada do
método dos elementos finitos (assim como do método de Rayleigh-Ritz) fornece sempre um limite su-
perior para a energia potencial total. Além disso, ha uma tendéncia da solu¢io fornecer um limite su-
perior para a rigidez do sistema e um limite inferior para a flexibilidade. Isto porque a solugfio aproxi-
mada da formulacio em deslocamentos corresponde a restrigdes impostas a resposta exata.

Incompatibilidade de deslocamentos entre elementos adjacentes pode causar picos infinitos de
deformacio nas interfaces dos elementos, fato este que € ignorado na formulagiio apresentada porque
a energia total s6 leva em considerag@o a contribuigoes vindas do interior dos elementos. Entretanto,
para haver convergéncia do método no sentido mais geral, a compatibilidade de deslocamento entre e-
lementos s6 precisa ser satisfeita no limite quando estes elementos aproximam um tamanho infinitesi-
mal. Isto é, se a medida que o tamanho dos elementos diminue e, no limite, a compatibilidade entre
elementos € restabelecida, entdo a formulagio ja obtida ainda vai tender a resposta exata. Isto é sem-
pre alcangado se ndo ha contribuigio para a energia potencial total da integracfio através das fronteiras
dos elementos.

Neste contexto, as deformagdes sdo generalizadas, isto €, no caso de continuidade CO a defor-
macao tem a interpretacdo da teoria da elasticidade para meios continuos e no caso de continuidade C!
as deformagoes também incluem curvaturas de barras, placas e chapas.

2. Condicoes de completitude

As aproximagdes discutidas neste contexto sio para uma forma integral (energia potencial total).
Neste caso, € necessario que cada termo dentro da integral seja, no limite, capaz de ser aproximado
tdo perto quanto possivel. Se a maior order de derivada que aparece na integral é igual a m, entdo é
6bvio que a fungao de interpolagio local deve ser pelo menos de grau mpara que, no limite, um valor
constante em um ponto infinitesimal seja obtido. Na verdade, este é o primeiro requerimento de
continuidade (1a) para uma integragdo nio-trivial. Este requisito é também equivalente a uma condi-
¢ao de deformagdes constantes mostrada a seguir.

Completidude também demanda que todos os termos de ordem mais baixa estajam contidos no
polinémio de aproximacio. Isto esta ligado a requisi¢io que movimentos de corpo rigido (sem defor-
magdes) sejam possiveis dentro da formulagdo aproximada do método, como também é mostrado a
seguir.

Estes dois critérios sdo automaticamente satisfeitos se os polindmios usados nas fungdes de a-
proximacao dos elementos forem completosaté o grau m. Portanto, assim sio especificadas as con-
dicoes de completitude:

2a. Modos de corpo rigido: :
As fungBes de aproximagéo para os deslocamentos dentro de um elemento devem ser tais que

nao permitam que ocorra deformagio do elemento quando os deslocamentos nodais estio asso-
ciados a um deslocamento de corpo rigido.

Dito de outra forma, se todos os nés de um elemento forem submetidos aos mesmos valores da
variavel fundamental (deslocamento), entfio os gradientes (derivadas ou deformagdes) da variavel
fundamental devem ser nulas.
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Um deslocamento de corpo rigido € o estado de deformagZo mais elementar que um elemento po-
de sofrer. Basicamente, esta condi¢io impde a existéncia de combinagdes de valores das coorde-
nadas generalizadas que permitam todos os pontos do elemento sofrerem o mesmo deslocamen-
to.

2b. Estados de deformacéo (generalizada) constante:

As fungoes de aproximagio para deslocamentos tém que ter uma forma tal que se os deslocamen-
tos nodais s30 compativeis com um estado de deformacio (generalizada) constante entio este es-
tado de deformacio vai realmente ser obtido pela formulagdo. O modelo de aproximacio em ele-
mentos finitos deve ser capaz de representar valores constantes para as derivadas da variavel fun-
damental até a ordem m.

Esta condi¢do impboe a existéncia de combinagdes de valores das coordenadas generalizadas que
permitam todos os pontos do elemento sofrerem a mesma deformacio. Deve existir uma dessas
combinagoes para cada estado de deformacio generalizada possivel.

2c. Completidude para melhor velocidade de convergéncia:
O modelo de elementos finitos deve ser completo em todos os estados de comportamento de or-

dem menor que a maior ordem representada. A omissio de termos intermediarios vai interferir
na velocidade de convergéncia, diminuindo a vantagem de modelos com polinémio de altos
graus. A velocidade de convergéncia depende do polindmio completo de mais alta ordem dentro
do modelo.

2d. Completidude para isotropia geométrica:
O modelo de elementos finitos deve ser invariante com respeito da orientagio dos elementos den-

tro do espaco (sistema global de coordenadas). Os termos do tridngulo de Pascal do polinémio
de aproximacgdo devem estar balanceados.

Tridngulo de Pascal Grau do po- Numero de -
linémio, p _ termos, n
1 0 (constante) 1
X y 1 (linear) : 3
x2 Xy y2 2  (quadratico) 6
x3 x2y xy2 y3 3  (cibico) 10
x4 x3y x2y?2 xy3 y* 4  (quartico) 15

A necessidade dos dois primeiros requisitos pode ser entendida fisicamente se for imaginado
uma subdivisio do corpo em elementos cada vez mais menores. A medida que estes elementos apro-
ximam um tamanho infinitesimal, os deslocamentos e deformagdes em cada elemento tendem para va-
lores constantes.

Quanto ao terceiro requisito, se a ordem do maior polindmio completo usado na aproximacio
por elementos finitos € p= m, a ordem de convergéncia pode ser obtida ao ser observar quio proxi-
mo este polinémio pode aproximar uma expansdo local em séries de Taylor da fun¢io fundamental u.
A ordem do erro de aproximacdo vai ser O(hP*1), onde h € tamanho do elemento, porque somente
os termos de ordem p podem ser representados corretamente.

A imposi¢ao da condigdo de isotropia geométrica pode ser entendida intuitivamente. O modelo
deve ser independente da orientagéo do sistema de coordenadas local do elemento. A inclusio de
qualquer termo do polindmio de interpolagdo de um lado do eixo de simetria do tridngulo de Pascal
deve vir acompanhada da inclusdo do termo correspondente do outro lado.
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3. Condigoes para aproximacdo assintética

S3o trés as condigGes necessérias para uma convergéncia assintética de um modelo de elemen-
tos finitos. A primeira condigfio corresponde as condigSes de continuidade estabelicidas anteriormen-
te ¢ as outras correspondem as duas primeiras condigbes de completitude:

3a. Os modelos para deslocamentos devem ser continuos dentro dos elementos, e os deslocamentos
devem ser compativeis entre elementos adjacentes. Em outras palavras, a compatibilidade de
deslocamentos deve ser satisfeita em todos os pontos do dominio, exigindo a utilizacdo de ele-
mentos compativeis ou conformes.

3b. Os modelos para deslocamentos devem incluir os deslocamentos de corpo rigido do elemento.

3c. Os modelos para deslocamentos devem incluir todos os estados de deformaggo constante do ele-
mento.

Sempre que as condigdes acima forem satisfeitas a formulagiio do método dos elementos finitos
€ valida. Na verdade, a primeira condi¢io é uma imposi¢do do método de Rayleigh-Ritz que exige
fungBes de aproximagio admissiveis (que satisfagam compatibilidade) para que haja convergéncia (as-
sintética) do método.

Entretanto, existem casos em que, mesmo nao satisfazendo as condi¢es de compatibilidade en-
tre elementos adjacentes, 0 método dos elementos finitos converge para a solucgdo exata. Conforme
dito anteriormente, a convergéncia pode ser alcancada quando ndo ha contribuicdo para a energia po-
tencial total da integragdo através das fronteiras dos elementos. O item 5. que se segue descreve um
teste de convergéncia de modelos de elementos finitos.

Elementos finitos néo-conformes podem fornecer bons resultados. No entando, a desvantagem
principal de elementos ndo compativeis é que ndo se tem mais garantias quanto a uma convergéncia
assintdtica. Isto €, ndo se pode saber a priori que o modelo fornece um limite superior para a rigidez
real do sistema. Por outro lado, formulagdes ndo-conformes sdo em geral menos rigidas que as for-
mulagdes compativeis, podendo um formulacéo ndo-conforme em certos caso convergir mais rapida-
mente que uma conforme.

A figura abaixo considera o erro na avaliagiio da energia de deformagiio total de uma estrutura
em funcdo do mimero de elementos finitos utilizados para representa-la. Considera-se um sistema
onde os deslocamentos prescritos sio nulos e existem forgas prescritas no contorno, de tal forma que
a energia de deformagdo fica subestimada por uma formulago compativel. Pode-se notar que formu-
lagGes incompativeis néo necessariamente aproximam assintoticamente a solugio exata.

A % erro da energia de deformacio total

incompativel
(muito flexivel)

ofsclie - _
n®de
elementos
formulacdo Mmpativel
incompativel compativel (muito rigido)

(mais flexivel)
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4. Selegido do grau do polindmio baseado no nimero de graus de liberdade

Além de satisfazer as condigoes de continuidade e completitude, a consideraciio final na selegio
de polindmios para deslocamentos € que o niimero total de coordenadas generalizadas de um elemento
deve ser igual ou maior que o nimero de graus de liberdade do elementa

O procedimento usual utiliza 0 mesmo mimero de coordenadas generalizadas e graus de liberda-
de. E possivel utilizar coordenadas generalizadas em excesso para melhorar a matriz de rigidez do e-
lemento, isto €, para fazé-lo menos rigido (ou mais flexivel). Estas coordenadas generalizadas a mais
estdo em geral associadas com n6s internos ao elemento e melhoram a aproximagio do equilibrio den-
tro do elemento. Entretando, elas ndo melhoram o equilibrio entre elementos.

Desta forma, nés externos estio associados a graus de liberdade nodais e nés internos estio as-
sociados a graus de liberdade internos. Esta distingio ndo € feita na formulagao individual dos ele-
mentos. Somente no processo de montagem do modelo global que a diferenga torna-se importante.
Por exemplo, logo antes da montagem, os termos de rigidez associados a graus de liberdade internos
podem ser escritos em fungio dos graus de liberdade nodais (externos), usando um processo de con-
densagao estatica.

O mimero minimo de graus de liberdade (ou coordenadas generalizadas) necessario para um da-
do elemento € determinado pelos requisitos de completitude para convergéncia, pelos requisitos de i-
sotropia geométrica e a necessidade de uma representacao adequada dos termos no funcional da ener-
gia potencial total.

Graus de liberdade adicionais, além do minimo, podem ser incluidos adicionando-se nés exter-
nos ou internos, ou especificando-se também como graus de liberdade derivadas de maior ordem dos
deslocamentos para os nés ja contidos na formulagao.

5. Teste de convergéncia de modelos de elementos finitos

O objetivo de um teste de convergéncia para modelos de elementos finitos € demonstrar que to-
dos os termos contidos nas fungdes de aproximacio até a ordem m(onde mé a derivada de mais alto
grau que aparece no funcional) fornecem uma solugio conforme (compativel), pelo menos a medida
que a malha é refinada.

A convergéncia de um modelo de elemento finitos pode, entdo, ser verificada da seguite forma:
(a) Quando um estado de deformagio constante implica automaticamente em continuidade de deslo-
camentos.
(b) Quando os critérios 2a e 2b de completitude sdo satisfeitos, pelo menos no limite quando a malha
¢ refinada infinitamente.

Para testar a convergéncia de um modelo de elementos finitos para qualquer configuracio de
malha € necessario que se imponha, em um arranjo arbitrario de elementos (compativeis ou nfo), des-
locamentos nodais correspondentes a um estado de deformacgio (generalizada) constante. Se isto re-
sulta em equilibrio para todos os nés da malha, sem que se aplique nenhum carregamento externo,
entdo claramente nenhuma energia foi perdida através das interfaces entre elementos, mesmo quando
a compatibilidade ndo € satisfeita ali. Este teste ¢ chamado de “Patch Test’ e fornece uma condigio
suficiente para convergéncia.

Este teste teria que ser satisfeito somente quando o tamanho dos elementos na configuragio ar-
bitrdria se tornassem infinitamente pequenos. Neste caso, o modelo de elementos finitos pode repre-
sentar o comportamento real do material €, no limite quando o tamanho dos elementos tende a zero,
reproduziria exatamente o comportamento real da estrutura. O teste quanto aplicado no limite é cha-
mado de ‘fraco’ (“Weak Patch Test”).

A maioria dos elementos finitos usuais, baseados em polindmios, satisfazem este teste para ma-
Thas com refinamento finito, com excecéo de alguns elementos de placa ou casca que somente satisfa-
zem o teste na sua forma fraca. Por este motivo, o teste tornou-se padrio para elementos de qualquer
tamanho.
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A figura abaixo mostra a interpretacéo fisica do “Patch Test” para um estado de deformagio
constante associado a um campo de deslocamentos lineares na dire¢éo x.

g constant
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f |
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Este teste pode ser apresentado em trés formas (Zienkiewicz, 89):

Teste A:
Impoe-se deslocamentos consistentes com um estado de deformagio constante para todos os nés da
malha e verifica-se o equilibrio de nés internos, como mostrado abaixo:

Verifica-se [K{D;} = {R;} para o né i

Teste B:
ImpGe-se deslocamentos consistentes com um estado de deformagéo constante para os nés do contor-
no da malha e verifica-se os deslocamentos dos nés internos, como mostrado abaixo:

Verifica-se os deslocamentos {D;} do n6 i

Teste C:

As condigBes de suporte do modelo sio as minimas essenciais para impedir movimentos de corpo
rigido. Impde-se cargas equivalentes nodais que sio consistentes com forgas de superficie que
provocariam um estado de tensdo constante, como mostrado a seguir. Verifica-se se as tensdes calcu-
ladas nos elementos correspondem ao estado de tensdo imposto.
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O teste C é necessario e suficiente para garantir a convergéncia pois testa a aproximagao quando
condi¢des de contorno naturais (forgas de superficie) sdo especificadas e testa a estabilidade numérica
do modelo de elementos finitos. Qualquer singularidade da matriz de rigidez global vai ser observa-
da, visto que as condi¢Oes de contorno sao as minimas essenciais.
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SHAPE FUNCTIONS FOR THE PLANE QUADRATIC ISOPARAMETRIC ELEMENT, WRIT-
TEN IN A FORM THAT PERMITS A VARIABLE NUMBER OF NODES
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Integragdo Numérica Reduzida Adequada

Introducgao

Uma integracido numérica de ordem menor do que a necessaria para integrar exatamente a matriz
de rigidez de um elemento é denominada de “integragdo reduzida” e pode ser desejavel por dois moti-
VOs:

«  Um menor nimero pontos de Gauss acarreta em uma economia computacional.
+  Integragio reduzida tende a tomar o elemento mais flexivel, portanto (espera-se) compensando o
comportamento rigido associado a uma configuragdo de deslocamentos pré-estabelecida.

O elemento tora-se mais flexivel com integracdo reduzida quando alguns termos de ordem
mais alta que de outra forma iriam contribuir para a energia de deformagado ndo o fazem porque suas
contribui¢oes se anulam nos pontos de Gauss da integragao reduzida. Em outras palavras, com um
menor nimero de pontos de amostragem, alguns dos modos de deformagéo mais complicados ofere-
cem menos resisténcia do que o fariam com uma integragao completa.

Espera-se com a integracio reduzida que modos de deformagio indesejados sejam ‘filtrados’ e
retirados da formulac¢iio. Desta forma um elemento mais flexivel e mais eficiente pode ser obtido. E,
portanto, necessario determinar:

(a) aminima ordem de quadratura necessaria para permitir a convergéncia de um modelo;

(b) aordem de quadratura necessaria para manter a velocidade de convergéncia que seria obtida por
uma integraciao completa; e

(c) as condiges para que o erro na integragdo numérica compense apropriadamente a super-estima-
¢do da rigidez de uma estrutura modelada por elementos finitos em deslocamentos.

O comportamento de um elemento com integragdo numérica reduzida nio pode afetar as condi-
¢oes de convergéncias. Portanto, a resposta de um elemento, mesmo com integracdo reduzida, tem
que sempre representar todos os termos de deformacio constante.

Deve ser observado, também, que uma integracao reduzida é, em esséncia, sempre utilizada im-
plicitamente quando a distor¢do de um elemento finito € tal que a ordem da quadratura escolhida ndo
vai integrar exatamente a matriz de rigidez. :

Minima ordem de quadratura para convergéncia

A regra de quadratura utilizada pelo modelo de elementos finitos deve ser no minimo suficiente
para integrar o volume do elemento exatamente. Isto vem do fato que com o refinamento da matha o
tamanho dos elementos diminue e o comportamento dos elementos se aproxima cada vez mais de um
estado de deformag@o constante.

f I%;{e)][E](e}tIJIdEdn=const.f jtl]ldﬁdﬂ

O integrando da parte esquerda da equagéo acima tende a uma constante a medida que o tamanho do
elemento diminue e a integral da direira corresponde ao volume do elemento.

Portanto, para um elemento de geometria arbitréria, a integragdo minima requerida € uma qua-
dratura que integra exatamente t |J| no caso plano. Para um elemento bi-linear com espessura constan-
te, t }J] é linear em cada diregdo paramétrica, entdo somente um ponto de Gauss € necessario. Para um
elemento quadratico no caso mais geral, t |J] contem poténcias cibicas das coordenadas paramétricas,
entao uma integracao de Gauss 2x2 € necessaria.
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Entretanto, a condigio de convergéncia € requerida somente no limite a medida que a malha é
refinada. Neste caso, a subdivisdo indefinida acarreta em elementos de lados retos e paralelos (deter-
minante do Jacobiano constante). Portanto, no limite, um dnico ponto de Gauss seria necessario.

Deve-se observar que, como sera visto mais adiante, a utilizacdo de uma integraggo tio reduzida
como a minima para convergéncia pode provocar o aparecimento de modos espurios de deformagao,
¢ a ordem de quadratura recomendada sera maior do que a minima.

Ordem de integragao para nio afetar a velocidade de convergéncia

A regra de integragdo minima € geralmente inaceitavel por dois motivos. Em primeiro porque
ela pode provocar instabilidade do modelo (modos espiirios de deformagéo). Em segundo, mesmo
que esta integracao preserve a convergéncia, ela vai resultar em uma perda na velocidade de conver-
géncia

No outro extremo de precisao pode-se requerer uma regra de quadratura que integre examente a
matriz de rigidez do elemento. Isto s6 € possivel quando o integrando é um polinémio, o que signi-
fica que o Jacobiano deve ser constante, isto €, um elemento ndo distorcido. Isto vai exigir uma or-
dem de quadratura muito alta, muitas vezes desnecessaria pois a integragio exata resulta em uma
aproximagao para o campo de deslocamentos que € muito rigida.

A partir destas consideragoes deseja-se uma quadratura que se situe entre estes dois extremos.
Por exemplo, pode-se requerer que o erro provocado pela ordem de quadratura seja comparavel ao
erro de discretizagdo. Esta € a logica por tras do seguinte argumento: a ordem de quadratura deve ter

precisio suficiente para preservar a velocidade de convergéncia devida ao erro de discretizacao.

A quantidade mais natural para se medir a velocidade de convergéncia € o erro na avalia¢io da
energia potencial total. Termos de deformagao na expressdo da energia potencial total sio considera-
dos completos até o grau (p—m)(paraum elemento nio distorcido pois a convergéncia é considerada
no limite quando o tamanho do elemento tende a zero), onde

p= grau do polinémio completo de mais alto grau presente nas fungdes de interpolacéo do elemento;

m= ordem de diferenciagdo presente na expressio da energia potencial total. r% a ordem de diferen-
ciacdo que aparece na matrix [B] que obtem deformagdes em um ponto no elemento em fungio
de deslocamentos nodais.

Conclui-se que para nio reduzir a velocidade de convergéncia é necessario integrar exatamente
um polinémio de grau 2(p-m), que € o grau do polinémio completo contido em [B]T[E][B]. Neste
caso, a ordem do erro de aproximacéo vai ser O(h 2(P-m*1) onde h é um tamanho caracteristico do
elemento, porque somente os termos de grau 2(p—m)podem ser representados corretamente.

Considerando-se uma quadratura com npontos de amostra e sabendo-se que estes n pontos
integram exatamente um polinémio de grau 2n-1, tem-se:

2n-1=2(p-m) = n=(p-m)+12

ou,
n=(p-m)+1

Exemplos:

elementos lineares (p=1) = n=1ponto de Gauss em cada dire¢io

elementos quadraticos (p=2) = n= 2 pontos de Gauss em cada diregdo

elementos ciibicos (p=3) = n= 3 pontos de Gauss em cada direco
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Analise de autovalor de um elemento
A anilise de autovalor € utilizada para testar a qualidade de elementos, incluindo detecgiio de
movimentos associados a uma energia de deformagao nula, invaridncia quanto a orientago, etc. Um

problema de autovalor deve ser resolvido para fazer este teste. Para um elemento finito genérico, o
problema de autovalor € expresso por

[K{d)=Md) ou (K]-A)(d)=0 (1)
onde [k] é a matriz de rigidez do elemento e {d} € o vetor de deslocamentos nodais do elemento.

Para um autovalor especifico A; e o seu autovetor associado {d;}, a energia de deformacio é

Ui= 172 {d;)Tk] {d;} ou 2U;= {d;)Tk] {ds) )
Pode-se escrever a equaciio (1) como

(1] - A1) (i} = 0 3)
A equagio acima pode ser pré-multiplicada por {d;}T e entdo expandida como

{di)Tk] {dy) = A {d;)TT] {d;) @)

na qual, a partir da equagiio (2), o expressdo do lado esquerdo é igual a 2U; Se o autovetor {d;} for
normalizado de forma que

{d;)T{di) =1 (%)
a equagdo (4) resulta em
A= {di)Tk]{d;) = 2 (6)

Portanto cada autovalor da matriz de rigidez € igual ao dobro da energia de deformagdo induzida por
um conjunto de deslocamentos nodais normalizados.

Desta forma, os autovalores da matriz de rigidez de um elemento e os seus autovetores asso-
ciados podem representar o comportamento de um elemento. Com isso, a qualidade de um elemento
pode ser também aferida com base em uma analise de autovalor.

Os autovetores que correspondem a autovalores nulos representam movimentos de corpo rigido
ou modos de deformagdo com energia nula. No caso dos modos de corpo rigido, os deslocamentos
estao associados a forgas nodais nulas. Existem trés modos de corpo rigido linearmente independen-
tes para um elemento de estado plano. A matriz de rigidez de um elemento deve ter o nimero apro-
priado de autovalores nulos de forma que o elemento possa representar todos os possiveis movimen-
tos de corpo rigido. Também existem modos de energia nula associados a uma integragdo numérica
reduzida (vide segdo a seguir). Estes sio chamados de modos de deformagio “espiirios”.

A figura a seguir mostra os oito modos de deformagdo de um elemento plano bi-linear. O trés

primeiros podem ser identificados como modos de corpo rigido. Os modos 4, 5 e 6 sdo modos de
deformacio constantes. E os modos 7 e 8 estdo associados a uma ‘flexdo’ do elemento.
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Ordem de integragdo para evitar singularidade na matrix de rigidez global e modos
de deformagao espurios

Com a utilizacdo de integracdo numérica para a obtencao da matriz de rigidez de uma elemento,
a integracdo analitica € substituida por uma soma ponderada de rela¢oes independentes entre os para-
metros nodais. Estas relagoes fornecem o uinico tipo de informagao que € utilizada para a constru¢io
da matriz de rigidez do elemento.

A selegdo da ordem de integragao afeta os resultados de uma anélise de autovalor de um ele-
mento porque um modo de energia nula aparece quando um conjunto de deslocamentos nodais
produz um campo de deformacgoes que € nulo em todos os pontos de Gauss. Nestes modos de ener-
gia nula estdo incluidos os movimentos de corpo rigido que obviamente produzem deformagées nulas
em qualquer ponto do elemento, em particular nos pontos de Gauss.. Se um elemento com movimen-
tos de corpo rigido impedidos apresenta um ou mais modos de energia nula, entdo sua matriz de rigi-
dez € singular.

Modos espurios de energia nula aparecem quando alguns termos de ordem mais alta que de
outra forma iriam contribuir para a energia de deformagao nao o fazem porque suas contribuigdes se
anulam nos pontos de Gauss da integragio reduzida. O nimero de modos espirios de energia nula Z
para um elemento pode ser previsto pela seguinte formula:

<0 = estavel
Z=C-E (7
>0 = modos de deformacgao espiirios

onde C é o nimero de condigbes independentes necessarias para um elemento estaticamente
determinado nao ser singular:

C =(n? de graus de liberdade) - (n? de modos de corpo rigido)
e E¢ o nimero de equagdes independentes usadas para construir [k] via integracio numérica:
E =(n® de pontos de Gauss) x (n® de componentes de deformacio)

Para elasticidade bidimensional, cada ponto de Gauss introduz trés relages de deformagio indepen-
dentes (trés componentes de deformacfo).

A partir da expressdo (7) pode-se selecionar uma ordem de quadratura que resulte em um
elemento estavel, isto €, sem modos espirios. Entretanto, ndo é somente o nimero de pontos de
Gauss que € importante. O teste mais seguro € uma analise de autovalor do elemento para se co-
nhecer todos os possiveis modos de energia nula.
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A figura a seguir mostra exemplos de alguns modos espirios. A coluna da esquerda da figura
mostra modos de energia nula para um elemento quadratico (Q8 ou Q9) com uma regra de quadratura
2x2, e a coluna da direita mostra um conjuto de quatro elementos bi-lineares (Q4) com integragiio de
um ponto de Gauss cada um. Observe que os quadrados infinitesimais situados nos pontos de Gauss
permanecem indeformados para todos os modos espuirios mostrados.

Gauss integration
points

Nine-noded
elements only

| &
Eight and nine nodes Q+ - — -+——
o O

(@) (b)

(@) Zero energy (singular) modes for eight- and nine-noded quadratic
elements and (b) for a patch of bilinear elements with single integration points

Observe também que os modos espurios sdo apresentados em cada linha da figura de forma
semelhante para os elementos quadratico e linear. Na primeira coluna da figura, a segunda e a terceira
linha mostram modos de energia nula para o elemento com 9 nés somente (estes modos nio se
apresentam para o elemento com 8 nds), e a quarta linha mostra um modo espiirio que aparece tanto
no elemento com 9 quanto no elemento com 8 nés.

Os modos espurios podem ser divididos em dois grupos:
(@) Modos compartilhados por elementos adjacentes. Exemplos sio os modos da segunda e terceira
linha da figura.
(b) Modos ndo compartilhados por elementos adjacentes. Exemplos sdo os modos da quarta linha
da figura.

A figura a seguir mostra um exemplo de como uma integragdo reduzida pode excitar um modo
espurio compartilhado por varios elementos. A figura mostra um pilar modelado por elementos qua-
drilateros Lagrangeanos com 9 nés submetido a uma carga pontual. Dois tipos de integragdo numéri-
ca sdo utilizados: integragdo completa 3x3 (figura do meio) e integracio reduzida 2x2 (figura da direi-
ta). Observe que, como os deslocamentos sdo restringidos na base, o efeito do modo espirio vai de-
caindo do topo para a base do pilar. No entanto, € evidente que a resposta da estrutura € bastante in-
fluenciada pela presenca do modo espirio compartilhado.
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O efeito de um modo espuirio nao compartilhado pode ser ilustrado a partir da figura a seguir.
Neste exemplo a ‘estrutura’ € modelada por um dnico elemento quadratico de 8 nés, bem mais rigido
do que a ‘fundagao’ sobre a qual esta centrada. ‘O uso de uma integracio reduzida 2x2 leva a uma
resposta que claramente € afetada pelo modo espirio nao compartilhado deste elemento, enquanto que
o resultado com uma integracao completa 3x3 nio apresenta esta influéncia.

Structure
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N
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Zero
displacement

Foundation

i

A
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4
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(b) 2 x 2 integration

MR

{c) 3 x 3 integration
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Deve ser observado que o modelo global ndo apresenta nenhum modo de energia nula pois mais
de um elemento foi utilizado e existem condi¢es de suporte suficientes no modelo. No entanto, a
grande diferenca entre a rigidez da estrutura e da fundagio provocou o aumento da influéncia do mo-
do espiirio quando se utilizou a integracao 2x2.

O exemplo anterior sugere que modos de energia nula de um elemento isolado, compartilhados
ou ndo, podem ser eliminados quando o elemento € agrupado com outros elementos em uma malha e
se um suficiente nimero de condigdes de suporte é considerado no modelo global. Neste caso, a
expressao (7) anterior também pode ser utilizada para fornecer um indicativo sobre a estabilidade do
modelo global. A unica diferenca estaria em interpretar Ccomo:

C =(n? de graus de liberdade total) - (n°® de graus de liberdade restringidos)
A condicdo de estabilidade fica estabelecida da seguinte forma:
“Se o numero total de incognitas Cexcede o nimero total de relagGes independentes E introduzidas
por todos os pontos de Gauss do modelo, entdo a matriz de rigidez global do modelo € singular”.

Isto € ilustrado na figura abaixo para modelos com elementos lineares e quadraticos.

X Integrating point (3 independent relations)

o Nodal point with 2 degrees of freedom-

Both d.o.f.
..o, Bothd.of
X (a) 2 suppressed
%7 One d.o.f.
suppressed
X X (b)
=z
8 o
X X X X
% —
X X X X
/, (¢
7 X X X X
2
X X 3 X
Y L
O
LINEAR QUADRATIC
Degrees of Independent | Degrees of Independent
Freedom Relation Freedom Relation

(a)

4x2-3=5 > 1%x3=3
singular

2x8-3=13>4x%x3=12
singular

(b)

6x2-3=9 >2x3=6
singular

13x2-3=23<8x3=24

(¢)

25%x2~18=32<16%x3=48

48 x2=96 < 64 x3 =192
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Ordem de integragido para aproximagio 6tima de tensdes ¢ deformacoes

Dois fatos devem ser considerados a fim de se poder achar uma ordem de quadratura 6tima para

representagdo de tensées (ou deformagdes):

€Y

(b)

A formulacio em deslocamentos do método dos elementos finitos pode ser interpretada como um
procedimento para determinar uma solugao aproximada pelo método dos erros minimos quadrati-
cos onde a medida de erro € uma fungio ponderada dos erros em tensdo (ou deformagdo). Em
outras palavras, a minimizagio da energia potencial total € equivalente a determinar uma aproxi-
magio minima quadratica para as deformagGes exatas.

Pode-se demostrar o seguinte teorema (veja Zienkiewicz ou Hinton e Campbell): a minimizaciio
do funcional da energia pontencial total definido como

T, = f LieJE] () av + ] () av
A4

A

que fornece, com a discretizacdo por elementos finitos, uma solugio aproximada {u} para a so-
lugdo exata {U'} é equivalente a minimizagio de um outro funcional definido como

T = f L (o) (&TE) ) - ) v
\"

=

onde ({€} e @) sdo as solugdes para deformagdes aproximadas e exatas respectivamente.
Observa-se que a minimizagéo do ultimo funcional tem um cariter de aproximacio minima
quadratica.

Se um polindmio de n-ésimo grau f(¢) (onde -1 = £ < 1) é amostrado em npontos de uma qua-
dratura de Gauss de n-ésima ordem, entdo os nvalores de f(¢) avaliados nestes pontos definem
univocamente (interpolam) um novo polinémio () de grau n-1 que é uma aproximagfio minima
quadratica para f().

Dito de outra forma, quando um polindémio de grau n-1 € usado para aproximar no sentido de
erros minimos quadraticos um polinémio de grau n, € evidente que em alguns pontos a solugio
aproximada (n-1) deve ser igual a solugio exata (n). Pode-se mostrar (veja Hinton e Campbell)
que estes pontos correspondem aos pontos da quadratura de Gauss de n-ésima ordem (que
integram exatamente um polinémio de grau 2n-J).

Isto € mostrado na figura abaixo para uma fungdo quadratica. Esta proposicdo é exata para
integracio de Gauss em uma dimensdo e aproximadamente satisfeita para integragio em duas e
trés dimensdes de elementos de forma distorcida.

Quadratic function

£(£)
) Leost squores :

|
: lineor fit

| _~ Gouss points \J
{i:-‘l 7:-Vv3 ﬁ: i/vg ﬁ:i

Aliado ao primeiro fato, deve-se considerar que dentro da formulacio em deslocamentos do

método dos elementos finitos 0 campo de deformagdes exatas pode ser no methor caso aproximado
por polindmios locais {€} = [B]{u} de grau completo (p-m), onde pé o grau das funcdes de forma
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do elemento e mé a ordem de diferenciagdo em [B]. Portanto, a melhor aproximagao disponivel vai
ser uma aproxima¢ao minima quadratica por polinémios locais de grau (p—m).

Considerando também o segundo fato, para se poder extrair o maximo da melhor aproximagéo
disponivel f = [B}{u} com grau (n-1) = (p-m), deve-se utilizar uma quadratura com

n=(p-m)+1

pontos de Gauss em cada direcdo. Neste caso, como uma quadratura de Gauss com (p-m) + I
pontos integram exatamente um polindmio de grau 2(p-m) + 1, a ordem do erro de aproximacao vai
ser O(h 2(-m)*2), onde hé o tamanho do elemento.

Estas consideragoes foram feitas para elementos sem distor¢oes de forma. No entanto, o
carater de aproximacao no sentido de erros minimos quadraticos sempre esta presente na formulagio
em deslocamentos do método dos elementos finitos. Isto justifica a utilizagao da mesma ordem de
quadratura para amostragem 6tima de tensGes para elementos sem e com distorgoes de forma.

Esta regra de quadratura tem se mostrado a mais apropriada (fornecendo resultados bastante
precisos) para elementos sem grandes distor¢des. Burnett sugere que para elementos com ‘considera-
veis’ distor¢des, a precisdo pode ser melhorada se uma quadratura com erro da ordem O(h 2(P-m)+3)
for utilizada, isto é, com n = (p-m) + 3/2, ou seja, n = (p-m) + 2 pontos de Gauss.

Resumo das quadraturas reduzidas apropriadas

Em seguida estido resumidas as regras para integragio reduzida na computacio da matriz de rigi-
dez de um elemento.

Regral
A regra de integracao deve ser no minimo suficiente para integrar o volume do elemento exata-
mente.

Regrall
Para preservar a velocidade de convergéncia da energia potencial total devido ao erro de discreti-
zacio, deve-se usar uma regra de integragdo com uma precisdo de O(h2(-m+1) o que resulta
em n = (p-m) + 1/2 ou seja, n = (p-m) + I pontos de Gauss em cada dire¢do (integracio nio-
triangular).

Regra ITT
A regra de integragio deve ser escolhida de forma que o mimero total de incégnitas ndo exceda o
nimero total de relaces independentes introduzidas por todos os pontos de Gauss do modelo
(no caso de elasticidade plana, 3 relagdes por cada ponto de Gauss), o que resultaria em uma
matriz de rigidez global singular.

RegralV
Para uma amostragem étima de deformagdes (e tensdes), deve-se usar uma regra de integragiio
com uma precisdo de O(h 2(-m*2), o que resulta em n = (p-m) + I pontos de Gauss em cada
direcdo (integragio nio-triangular).

RegraV
Para elementos com ‘consideraveis’ distor¢Ges, a precisao pode ser melhorada se uma quadratura
com erro da ordem O(h 2(°-m)*3) for utilizada, isto €, com n = (p-m) + 3/2, resultando em n =
(p—m) + 2 pontos de Gauss em cada diregio (integraciio nio-triangular).

A figura a seguir mostra as quadraturas de Gauss para alguns elementos planos de continuidade
CO%segundo as regras I'Ve II.
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p Res\'am o) (h2(p- m)+ 2) Resrano (h2(p- m)+ 1)
1 0(hd) > o
A 0 (K A 0 (n?)
2 0 (h%
.u. O (h4) .m. 0 (h‘)

A figura a seguir (veja Bathe) resume resultados de analise de convergéncia e estabilidade para
alguns elementos quadrilateros planos. A quadratura ‘confidvel’ (“reliable”) corresponde & avaliagio
exata da matriz de rigidez do elemento retangular (ndo distorcido). No caso de elementos distorcidos
a ordem de integragao mostrada deve ser suficiente. '

Reduced integration used

T o i ik st
4-node 2X2 —
4-node distorted 2X2 —
8-node [ : [ 3X3 2X2
8-node distorted 3X%X3 2X2
9-node E 3X3 2X2
8-node distorted 3 X3 2x2
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Quadraturas de Gauss para Elementos C° Bidimensionais
(O nimero de pontos de Gauss para cada quadratura é indicado)

Blemento [ Modelo | Modclo | Regra'| Regra | Regra’) Regra | Regra’
A Linear |Triangular| 1 1 1 1 1
D Linear |Retangularl 1x1 | Ix1 | 22 | 1x1 | 1xi
Q Linear | Linear | 1x1 | ixt | 222 | m1 | 2x2
A Quadrifico| Triangutar | 1 3 3 4 4
D Quadritico|Retangular] 1x1 | 2x2 | 33 | 22 | 22
Q Quadriico| Linear | 1x1 | 2x2 | 3x3 | 2x2 | 3x3
&‘ Quadratico| Quadratico 4 3 3 4 4o0u’
Q Quadritico|Quadritico] 2x2 | 2x2 | 33 | 22 | 33

Modos espiirios de deformagfo associados a uma energia de deformacéo nula podem aparecer.
Baseado na analise de um tnico elemento isolado com condigGes de suporte minimas essenciais para impedir
movimentos de corpo rigido.

Os nimeros de pontos de Gauss indicados correspondem a quadraturas normalmente utilizadas para elementos

distorcidos ou néo.
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 Existewn exemplos cldisicos onde o obtewgds de componentes

de Eewnson (em astec:x‘od; tewsdes de cisalhaments) 2w poutos
. de Gauss de vma guadratora. de o tg\_g_ma__ig —w)'+4 ..,199&2. e

. forwecer _recultodos substomaolmente  wnellhores do Fue em.

___outros f owlos,

-‘564'% .o,r;,,,ﬁ,xewr»@o o omdlise de Lol vica_ ewa balowmes

Viawdo ﬁ/.«,airo elew evtos u&ere»(dfr({«] ! ﬁ,wa,ctmﬁ{coos Com octo
_ hes mostrades na figural @ &ezucr,, Euvguavte os resv (tados
para. deslocamentes ¢ teusdn axal 0 excdewfes/ o tenies
de cisalhawiento vegemba, uvaa alc:(’?cbux‘cra'b qu\bo’(xca\
ewn cada elements e ¢ vma O proximag e muito
ol paco, o5 tenectis core tas. En(tre.tomho/ os valores .
7x2 (m-= P=m #4) "5 LUma exceleute refrckmta;oz da. teu-
&5 de Gx‘:&(kqmemtb wae'a (e covreta .

\2o

O os {:\'.'_Q,,AO_SV v | awjto,-s,,de. Gaouss. AQ LOvna Q\,O\,COCE\NQ;___,W_M.,_.., S
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\
1
\
i
]
30H
i
|
i
1
]
1

!
20 ! ! ;
E’;laa average | \| Nodal values extrapolated
e |‘S ear slres's ’l i from Gauss po;’ms
10 \ !_, f ; 1§‘ 7 ] v . .
v/ ) 1
\ N /
o OW' X A s
\ | g N = T
‘\ II \\ ,l ./ Gauss point
-10 4 F N/ values
1 ~/
\\ /
' \ ./

+— 2 % 2 Gauss points

A cantilever beam with four quadratic (Q8) elements. Stress sam-
pling at cubic order (2 x 2) Gauss points with extrapolation to nodes

o _Ex'(:fo_?o\qc':ab e Svovitoces de tensie

UVV\Q vet obtidos os resultados de tensces 2w ponto: de
Gauss de uma guadratura. de ordewa D h(pmixe ©° que
Ar®. © case  Uwnidiwewsiousld corres ocude o M=(F-"rnj)+ij
CAGS&L\)Q_-&L_ obter VWL v ve&cw‘k&q,as loba( dws tewsdes y
Ae freFeVZv\c\'a ne. forma. de valore: medios nodais.

FO\’ﬁQV\'b’)) os valores de tenstes obtidos wos Fov\bs de Gowss
deven ser axtrapolades ’Pod'q oS Wes e Suoswviiedes,

|

AZA



_Este procedimento pode cer feito de Unma Torma, global ow
loeall. Na Svaviiaces alobal de tewsser , os valoves nedads

Ae tewssis s obtidos e forwa a MmMiuimitay © ewos ﬁlo-
I bo&(,,,(;ée‘ tode U wodels) na  avaliagds das tens®Es nos pon—
. tos e Gawuss (vejo. Hinton e Coumpboell Mool and Global

Svookhing of Diseontinuecs Fiunile Element Fouctious Usimg o,

 Least Sqoares MeU«od") Tut. I Num.Meth, ’iv\jh?) Vol§, pp. Yet-

Yo 1934),

_0 Y?(:,cdim,@t\bo wsval / nhe ew,{:awtb) Ve umeg Suowitrac oo (oca,(_ o
de tewssess . Neste coso oo valores das tewnsses wos rov\,tos de
Gauss 363 extrapolador para. 0§ wds dewlro de cada
elevento, AT’O/’S lzﬁg qus:l/ 0s volovres de tewnsoes quq Una
feveutes em cada owi dos elementos
o Bue coutdn estens. O passe Sequinke , poctamto, ¢ a
Suavirogos Dos valores wodais , © e wormalmwente ¢ feto

 dekermiwado WS sab Al

. okcaves de uvwma. wmedia. des valoves vindos de cada
elenents ﬁo\&smechf_ ow W3,

LYAA



A extracolacds dos valeres wor ‘:owﬁos de Gauss para. os

nos pode fer fellh de doos formmas: Ou os valoves sa%
dw{‘erra(o.&os ou  foz-se o ajuste no Sevitide dos erros wal-
Nimos W\’Q:{‘(co.s. (E.r‘l‘es ‘oroccdx'w\enﬁos nortmalmente

Se COV\‘(:UV\ACM rqrq 0o Casgo UV'n'd\'\MeM-fCo\aq_,O.

___.,‘QUQ.\(%UCY ﬂ).ae_ Je.&m ) Emc.e.diw\e,v\bo/, 8. _Cur VoL (Du ,;ufar,—w
TR(CCC) gom zxtr,o.folq dos. fom{'b's de Gauss para of 7ok £
chawada de corva (o Su?crﬂk’a‘65 de Svalvrrao® g4

A escolha. entre tlwferro\aqofé dos velorer de fensds tos pon-
Tos de Gowss ¢ ajos*:e de ercos minimos @o.dmfﬁ'cos e’laor mera,
Convenéncio. d'a_' que nes exide evidencia wowmerico. mostrau-
do & SUFCVCO('\'C{O.AZ de o gu de outro Frocedé\mentb.

De %a(:%uex ‘ﬁ:rw\o\) o objeﬂvo & obter u\mo; motir de
ranebormacss

ve relaciove. as fewsoes nos pontos de
Gauss Stimos fa.r'o\, amoskro,je,w\ com as tensses wodals -

I S AL L 7

No caso de elementos lineaves ( -.—.:L)/ © hlmere &¢ pontos

de avnostragem Skima. €7 mz(E-w)+4 =1, Neste caxo

& Superficie de Ssoviiacdd € um F(Qho Foxo,\e\o oo
\7\@/\0 do ¢elements: !
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,,,,,,,__,?a@\,w os_elementos Lineares , as tensces nodais extrocpolodas
o 0 mesmo valor de. fenss ho fov\bo de Cose. ' Assim

Ky vy A pAwy ) )
2 { ,},°"’°
Y, 14
Yy Vodes - | 4]
13 A { '{tizof’c .
T Jnodes 1

!\‘0 taso Ae“e(ewewﬁps 17%5“(&:&'@5 a rgq?.eﬁfc_(c{e, Adc :u&v\‘QQqﬁ

._,v,ﬁ,,ﬂ,_fad,c Ser descrita. e foncod de coordevadas cartesiamnas ow

o\xo\w\e,'ﬁn‘c.o\s do elew\embo, fxt'&{’e oW, vahquew\ CoOnA ufo:

. ciowal em Se definr o Superfiue de soomitacdd o espace

fa_ro\w\e"ﬁﬁ‘co ?0(5 existe vma Onica. mater [TR] aelicoivel

o ,rarcx todos 05 elementos de ovmi mesmo ,ﬂ\oo) distoredes
o Nae.

Cormo tommbenm wad existe evidéuneio. nowe'rico. de
que owm wctode ¢ welhor do outre, wormalimente o
:\»Ferﬁ’occ ¢’ descrto, ew coordenadag t?@rame'{:n'oas. ?or{oydb/

EV\EOSD) ara. Je o&ate( A matni ée 2x‘€.ro\ra(o\cra§ [T@—X/ Aeve-se
Chiciolwente obtec Ts.

Nai-se 2xewmplificor ?rx‘w\c(ro o thr%ﬁotaqd nodal baseodlo,
Ve nterpolaca® de valorer was ponbos de Gouse

?Q(K e
¢lemento Wm{&\‘w cow orfe nok (Qg)
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Cowo a amo:ﬁro_jem otima, de tenicts paro. este clewments
¢ de Ix7l ponts~oe Gawss, pode-se vsar as foncoes de
Cvd’e.r?o{o‘qo?z .bn‘(\‘v\eavcs: -

Ni = J{_.\(«—r)(A—s) | Ng = %(w)u-g)

| ,.,Nﬂ‘ :J__(&-,‘") ("*5), R
q

4 i‘; ; |i_n=1
T e
| |
! I
i I
8~ ——— -1
1 5' t

USQ.\)\o\o estos Fu v\qo"es de l)er(fo\q,q,oB os Valores wodaus ?oéew\
Ser calevlados como \Mo:(’xa_do elooixe. Yor exew\fla no \DDMJC\: i/
o r=d= ~L/Pl Assien - o

TL-.A_L\L& ob b ab] it

onde )

Q:i+d§l L=4-13 .

! )

No Fov\‘to 5 r=0 .¢ =~ 4-/? ’PO({D\\A{'D)

/
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[ ¢, —Oj’ ab P N I e
g eb ot ab bl Cr
N . /83 , ,bz Qb Qz, clb Ym’
ﬁltt/-\ ;% .&-E ,bz ab 41 tIZ aft
s & o b b
1l b =3 =Y b
g~ L b a a
R U N R S Y

A CV\(',E( o(&q,dﬁ ,b{({heqr ‘E’)C 'FeftQ orsiue -exfséehq exq,fD\Mewtg Vo

Evo rov\fos de Gauss pore. o Qimestragem dtima de tewsce do

_elemeunts drotico com oo st  Neste coso o nimero de coe-
__ Feeutes %ua define o .A&)Fev'ﬂra‘e de svavirqeds € ,S?u,a:(:ro:

S -Zs (ﬁ ,473 =+ Czﬁ + 63/.7 +.&y 5'1

_,,____-_,__NQM‘,CQ\.SQ Ae OWo. 3 oflee .O\e\':\'wd\ovfot _Qm,_a?mx(mq\q,ﬁﬁw,,_ L

wlnimo Arafﬁ'c-q_/ o Mdmere d€ coeficientes o fo(:‘ho"w‘o ,
R .,ﬁ,ue defive Q.,Su]oerﬁ’cce & wenor do Qrue- o nbwmevro de,,Fov\tos .
2t Gaiuss, ) '

PO:Ae -ge ju,gtiﬁc,ar o Leeolha. dad zxfrafglaqas ?or afrox;'wqcrcfs

m(v\(m?\_ draki ol -For Ecés _mo-b‘vo.;: o R

(0\9 E rrocedx‘mev‘to wmous geral que o meérfa(aqa’é/ c‘hde/:eh-
dendo do nihmero de Fouéo.s de Gauwss,

(19) F concisteute com o inter retoces da forwulazad gm dec-

Locowmentos do metode dos elemenbos filufos come v Pro-

. _tedimeub oude a solugdn € obtida vial vma z.fro,xt'wq,qa'b,,

Mminima Wraﬁ&“c& ]oour»a as 'éeu.co’é.r.
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(c) Elementos de ordewn mous albo, provavelmente comporbom-te

YV\L“’\OV‘ Covm. Uma, éx‘éYq,roLQ_ch'b For QJN"K M(V\\'Mo dra:ét"
co pois eles €eni L jrqmde nimere de valores olmos pava

tevséis e, veste tass, R s erfcie de svavizacdd € mmenss

osclabdna  de ﬁ,uu o. obtida ror CMfcffoquﬁ.

. EV\’\ .Yaov\.‘d-og ) O\eSC\’CV-C’S-C O géeﬂlﬂqa?: do‘ Mgfn‘?c A.& axfqugLQ-

J
fa® vie, QAproximagde minima guadvatica. para, os elevmentss suua -
A referdn cla_ €

é\rofjfioos Covn el e olbo wos,
Bormwett, D. S.} ‘Finike Element Analyzis - From COHc_gf't: to
A?f(‘ica;(:\bv\s l)’ Addisoun — WesLeJ ) 190,

No case de clewentos defh‘c.o.s oL .surerF(a'e de svavigacas ¢
aefluide. como v plawe ,(fotcnamo btd\'meuxx‘ouaL.comf(.&fb do

1

r\'\‘w\eiro 3(@} o esrq§o fqrame'tr\'w do <elemento:
Yﬂ(%/”?): e, + qel + c3rvz

ﬂ/JL Eem trés coeficientes A Seremn detervmimados Fe(o ff‘oceolz'mghbc

de erox\‘maq.a:a hmima, Wrcﬁén'm.

Pacon o elementy oom sels v\ofS) As Coesrdenadas parametricos e
os fowto.s de amazfrajem Stima de tensoes estds modtrodos obaixo:

{7}nodes = [TR] {7}opl

7y
72 7
=473 = 4
{7} nodes 74 { 7} opt m
7s v
T,

AR



A 2opaaq8>  de 7«’;(4-“«1\ define Um plano que nds pode em jera.( coln-
cidic com osx valores de tensed uos tro )Dowéb-f de Gouss,
‘SQ}L C(CL.Cz, ci) © erro Valniwe ?)Q,dra:h‘co \

J
e(c1,62,63) = Z [7:(&m) — 1)

i=1

w
Z [ey+eafi+eam— 1)

i=1
onde cado. tervno estdl lustrade na F.'jura, abaixo:

Ts (EJ’I)

91+ Qe )

d5 M) =t

de v
3 = 0: Z latatitem-1] =0
€ i=1

de v

_a?; =0 : E [(‘]+C2£,'+c377i_7i]gi =0
de v

a_Cg, =0: Z [e)+eéi+em—7]n, = 0

i=]

Ae®



E:fos Ye‘qqoa escribas ewn Unia 'FOY‘\MQ matricial 'F('CQM:

- , i N i L R
w w w ( (
D35 BEDIF T o 1 1 1 1 7
i=1 i=1 i=1
w w w J Tu
Z ¢ Z &t Z &m J (%} r = 1& & &y & e
_ i=1 i=1 i=]
m
e w w w -
Z L} Z Em Z 77 €. oMy Mmoo g
i=1 i=1 imi
L _J - L _] . J
t 1
[P] _ [Q]
ow, |17 =10
Ente® ' {c} = [SH{7}op
owde [s1 = P'1Q]

] ,AS _toordeuwadas ,,Vfafqme/éricas chos Fowﬁor de Gouse sds;

1 1 3 1
& =.‘3' &n =§ fm'—'g flv=§
1 1 1 _ 3
771=§ 7711=§ ﬂlll='5‘ ﬂn/-g
_ (3 1 1]
E\/\ﬁaﬂ/
' [p]-ﬁ 3122
3 75 75
;203
i 75 75
(1 1 1 1]
1131 323 -7 7
@1=13 5 5 5 512 1o
= — -30 30 0
1 1 1 3 e 1=1
_5 5 5 §_J 0 -30 0 30
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_A watriz ES] define oc COerc.'_e‘sf%,S,,Ol%u&z[ber,ﬂ'ae de sva-
Vigo & clh ¢z G +Cz% + 6547 divebamente a queir dos valores
de teucas wos ronfo: de Gouuss.

,,'Pa«a se ,a\va(x'ax os valores dc, ,{:&Moﬁa nes ot Adeve-te sobstitoir
ha éGPwQ,c;aTo de T as coordenadac farqmc'éﬁ'c\k de coda WS

)
Lo

f

%1 - ﬁt =4 | By =0 Gy=in % =i/z
S /'71 = ”{z ’73 ”lq' o ’75 14 ’76

) COM Ls{’p oo\e -te wu\trour v w\a_tn:} de, &VQ.L\&LC{0.0 [E] ‘('Clo.c(chst.h—
_ do oL \/aiore.s hodals de %eura_o cowa 03 C-OC‘plc_aeMveCf o(e 2‘;,;,

) - 7

Ty 1 0 C)
72 i 1 (5] - ~ o N
73 1 0 1 C3
1
— _ P, 74 \ = 1 '2_ 0 _

1 1
s '3 3
T 1 0 1
CY L 2]

— 1
[E]

{7}nodcs = [E]{C}

E*(ma.(_mzwte/ tem-te o loavt\‘té\e {C}zf‘g]{z}ﬂ’t)

{T}node [E][S]{ }Opl '

|

RGY
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A‘v;/;cd'x{t oL &xfr&.?o (aq.aﬁ

Goz de valores wos fow‘(‘b.r ole Gawse ¢

obtent oc¢ valoyeg nodais eh fun-

[7R] = [E][S]

[TR] =

(3 23 -7 7]
3 -7 23 -7
3 -7 -7 23
1
12
3 8 8§ -7
3 -7 8 8
3 8 -7 8]
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A Obﬁelﬂ,qafo da. watar de zxtra\FO\f—anTo VIR’ aproximaca Mt
W&(rﬂ:l‘m fou'q o elenments cf,u,a,dro,’écco. conn Ot nos e c;vnfe(rq—
waeute awof(osa_ ao que foc feito poeL o elewmento com seis no's,

As coordeunadas parametricas dog Fow‘oo: de a\moxﬁmoem Stima
de teusder estas weo sfrados oboixo :

{T}nodes = [m]{T}opl

E=+ 5
t=-.L 7 Vs g
Va \
S 4 et - N
Vi 7y
= X 72
8 =7
-
Yy 2 . 13 rTl . P
1 5
J T4 J Ty
! _ {7}nodes = ; {7}op1 = f _
d 75 m
76 J,;J
- 73 e
\7s_J

para o elerenty Wo(n&;w £ vinm F(auo
o\ro:t‘(oo Fqﬂaf

o A Suferﬂ'ae de Soqviraged
/,-Z,s'-—-c.t* CZE("‘C-:V!’{, E o
O a.\:(bximcro"_b dos valores nor f)owbo: d€ Gauss vresulta ew :

. . .
/ OILQQS dé (o nmiithivne

YT

A2

- 1 T
4 0 O a 1 1 1 1 7
4 S L . )
0 3 0| < p 7 7 3 7 ) ™ r i 1 1
4 1 1 1 T N _
-O 0 3‘_ \C3J -_ _\_/§ _:; __3 “\/"‘5— T [S] = [P} [Q] = 2 \/3 V3 V3 NK)
-3 /3
t T t L) V3 V3 \V3
[P] i [0] 1 , _ -
en [c}=TUsN2l,,



A Far{:\r Aas Coordevasas ,ooquw\e'ﬁr(cq.s do u\o’s) c,o\r\s‘troe-sc S
m2trit 4o owvaliac ds Le) ope relociono. Valowes wodais cow oS
wewf(‘o,‘-evde: de ?S (% l/\,?) :

(71N —] -1 ‘]— Cy
Kp] 1 1 -1 (&)

73 1 1 1 C3

) _ 1 -1 1 ' [,t}h“m _ EE]{C?S '

75 1 0 -1
76 1 1 0
77 1 0 1
%) 1 -1 0
1 1
{7} nodes [E]

E‘MQ(Mewfz/
{Thoaer = CeILSTLT,, -
¢
[1+2V3 1 1 1-2v3]
1 1-2v3 1+42v3 1
1-2v3 1 ] 1+2V3

1 1+2V3  1-2V3 1
1+V3  1-V3 143 1-43
1-v3  1-V3  1+V3 1443
1-V3  14V3  1-V3 143
1+V3  14V3  1-V3  1-V3 |

[TR] = [ENIS) =
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° .Sua.vf%ar;az qbbqt por wmedio. de valores noaaLis
(W] 1

A Svavitacos local Se ftewsses ¢ fetol wa boute e cada_eglewmen-
, to _ew S‘efok\co.olo., Tt vesolto. ew velores V\@Ao.(‘s q,ue wed x5
Ouleos, ov seja, vau haver ow valor todal pare. cada_ elewments

) y,
que contenr vm, detervmiviade WS

U procedimenty vsval ¢ éirqr Ima. medio, dos valoves de f{;la-fofa

Ae coda no vindos e cada clevmento que © contem. No euéo.w‘\‘b) .
hel cxtos 2w e deve axistir uma,,a\muw{;mcda.;kg_\Aaﬁeusﬁj
Cowo por 2><¢\~\§>lo oo (uterfoce entre dots wmmateriars disbimtos.

Neste zoso deve exisfiv vm valor medio de tensas ew vvn e de ,
tmterface parol toda, jNFO de  elementos qye 2 do mesinos -~

waakeriol .
Ewn Seju(ol& ¢’ decernbo v OJ.S)D\'C'LMO Far& ob{:e,v\g,afz de valorce
g dios nodeuis wo page de um Snico waafeyial

. e ¢ (tniciodeas. vetor de fewssgs vedaus)
teca, me , ) <C\4\'C£0~(i'i;:>, velor de m? de elem. &Lo\\\'o\ceu‘fes Qos v\o’s)
do -[ , ('Fowpa para cada eenmente do w\odcla)

oo ‘( (‘FOJ,A f&(& zodo. /ho do clemewtb)
(= CCeM-Hoa\c(é) (feauc 0 he do e(zmem{'b) S
?,’; =+ ’2;5 (some a tensds deste par elements-ws)
B Mos = Mg, + 4 ((meremmente o n® de eieme_‘/\'(bs a,diacem'fu\
dod
1od
7:;, = ZL/MZ,; : <ti\'€ a media de cade valor v\vo.,L)
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:Deqemerac;d’o de Elementos Quadriloteros para. Tviamavloves
~7 =2

Refexbuncias

[IROM"?"—\'] IYOV\S/B.M.)“A Tedan(gue for ’Dese\'\e(&t(ha BriCK-Ty e
1SoFavqmetvLc Elevments vsing Hierarchicol Hio\s(o{;

L Nodes') Tut, I Nom. Meth Bngag Vol. 3, . T03-20%, (934

 DewTs] Newtow R, "Desencration of ’B‘;‘c:kﬁ:‘gf e Tsoparamebic
Etevnevrtsuj Tt. 7. NUW\.MétL\.EV‘TA?.) Vol .3, P 539-5&1,1933.

Lokl Cook R, Comcepts and. Applications of Fiuite Element
, Av\o\tj.:cs/ Secunda, Edicd, gf,w we'LeJX S'ov\s/’m %’\)
Segoo 14T, P 206-20M.

[BATug] Bo\‘tlz\e) k.-I) Finite Tlewment Roc‘eo\wc&”dh Evaiveeri g
A\/\&\Ljs{s) Prcw(:?c.e— Ho\\.k)4‘(8'&) S“cqo':; 5.3.2/ rr,?ZO-ZZ?-

« Tntcogucas

Tyons [IRoL\?“ﬂ ¢ Cook ECOOKZ'(] *pormu(_aw\o voblema. gdo-
tondo pare. os Graws de liberdade de meie e (La mas os deslo-
Comentos totais vhaos “desvios” dos declocamentss obtidos pov

cwkcrro(qqa; Linear dos wet dos cavtos, conforme mostrads dbaixs:

be K 3 ,
1 r\&‘ —_ ?.a(.,e. " desvio da_ Liv:earl'c(o;a‘e" ﬁa(.?-'e-'

. 3¢ g #C ’\):,D.:l\r“‘— s S Ug‘
B N e o
A —=
| , | _ I
x 4 5

z
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_ Deforma diferente, Newton [NewTI2] yso o fumcdes de forma .
Cownvencioc wals (fam((fq\\Sere_v\AC?cEJ") ha, Sve, '(\ormu(qw:s/ ma< os
Te&»(‘tq&os Sao Comx(.c)(cv\fcs Cow 03 do_ ewpo?,ue. cumterior.

e Coso bidimewsional

Basicamente, @ deaeneragoe de elementds icoparometricos
. rildteros para Eridnavlos cowsiste o wopeamento de
v espoce. Gmadrado. de Gordenadas noturaus paca vm espace
ceal '(:\'{av\j viar, No_ ‘FiSUka o\.baiXOJ, o lado ‘4,24 & COLQ.Y&');&D
plra Ou verbice, Obvigwmeunte /_,@_,,aie{’e.rm.'uo\n{*q > Jocobians
o destn tvqm&%vwaggb e moulo para 7 =i} mas, om _ﬁéwf'eﬁmgo:o
L Nuwaénital S Muveea JSe ,CO\,(_CuLQ\, o (uvevia, do Jozobiaue M,,e.t‘(’e ,Foubo,. o

Powca_ele mmtbs,h‘h_zoxc;,,fa\rm se ovter @ fomcoes de forwma do
Llevente Eriavauvlar & partic dox "Fuuc,o'é_s de forimg de elementbo
o.a\ro_\aju(o.\r) o Vhice. wedificagas ol ser feitel € Somar
Qs Avous 'lcu\/\q.ofé_ﬁ Se forvma, c\o.s_ nos Colarsqdo.( T
*

4 3 3 » |
/‘—\ / )

Nt (g,7) = Na(G )+ Nulg,n)
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?oda—&e woskrow ?,ue e t\—\‘éiv\:)ulo Coto,F:o.Ao mostrade abaixo

L1= (1- gg (’1-—/7) y

Los (124) (1-m)

o ol ey
Noto-se aque : Ny= O-6)1-) _ |,
7 4
N, - (1+3)(4-32) < L,
4

N;; M3+NL§= M?_: L3
2

?ormwfo/ Wwo tage linear as fowmgoer de (ovwo.fdo elevmente gua-
ar'latere (Q‘-\) decewera.do 2w LM trfaujufo Cor\’e.:fov.clawl exala -
meuke ao elemente CRT (T3),

T_\A'Feti’i—memte) este wa®s € taso pre or elevmentiss ?ua.dra'(:ica:.
Leto &" wrottrode tovmo e Sejue ,
G <

y ﬁ_; .é//—\’/

A
ot
— 12 | 5 ! <\

A

n7=-i

N\g*: Ns(ﬁ,’l?) + N?(é,")) + NL\ (51"7)

Pode ser woctrado ve, fem nenhome. modificaca?, algumas fou-
Cots de -\(\orms\ do elewents deoeverado nas corre:fouolcm &g

J

{3%



__foneors de Porma do elemments LeT (Té); -

| N = (2Le-4ls = N, 4o LST
o Ne= bl = N¢ do LST
Ng= HuLls - Ng do LST

Ny 2 @U-1)Ly = HNi do LET

Ny 2 (2Ll = No do LT

Ng # 4L, = Ns do LST

___As mo dificecdes {D\’.ofosﬁ;xs per Newbow [NEwr?s] saz .
N:‘ ':' N.{. +‘.,,A'\)

ﬁNzxk: M2 + LN
CNg' = Np -~ 286

- o";{;i;"w~Ar§'—_(i—e{13(1;¥»3‘3 _ 2Ll L -
N i
. de Bl fbrw\a\,v?ue./ S N4 7 e

Nf = (7L1—L)L1
N = (20,-1)L,
N = Ul

Exevcwo:  Cougderaundo que Ly =(L-8)1-4) /4
Lr= (Leg) (4-m) /4
Ls = (1+m)/2
ven‘ﬁ‘q(uc se o Fongett de forma do elenents auadrlatere coumn
, oc(:cv\.o’s_deﬁememda_(/\lf-.l\lmzm) Ny = Mot AN, NE = Na+Ny+N3
N;—J\\s-ZAM/ Ng:Ne} Nf:@&)
forma do elemento LT,

. Cowe:Yo\«cleM\as fongoes de
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A V\ZCZSSt'O{QO\E. dQ: modip\'cac;o'éx dqs ‘Fumg,c?ér de ‘ForW\q_ do
adeilolters adrdtico dejeneraéo ros‘e o benn ser vista.
& partyr de uwm ewﬁo?vc ‘F(JLCO De S.cordo cowm Trous EIROM?‘-D
& funcas de Forwma do o de mejo de lado oposte ao (ado
Co(oT;sa_Ao & simgular no verbice coL,q)s:a,Ao. Teto Iood-e. Scr

vists' na -Fs'jura abalxo Farq Ng v

A soperfizie € retal oo longo de Lnhas vadiays e¢mamande do ne” 3}
o) j,ue Acarreta g Umx _SL'hju(ar\'dee haq,uela fsosdqo.‘o’, Tambem
ode ser visto o parkic de. Forma. das .s.,;rerﬁ”cxe.s N e /\)3‘ qrug Ny
b Covresporde oo elewento LST (Tg), A soperfitic correta. da

‘Fuv\qa:b de forma de um Mg de canmte do LST € uwe, orcon de Uwm
cilmdre ro\ro,bo’(ffco Com jera:tn'%es aralelas ao lado do th‘é‘,uju(o
Oro.s(:o ao ho’/ tal como a sur:e e de NI A Correcas em N5 eli-
Minom @ stmgularidade ne o3, As correcdes em N, Ny (€ N2) tormam
as foncses coudistentes com o elemento LT, Tsto ¢ mostrads abaixo:

NS= (@Le-1)Ls
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o .Inte:q]raga“ﬁ homcrica.

A C\)\‘tearq_gaz homerica. de elementos ?«uqdm'lo.’fero: degeverades €
A,.,,,,,,,_F_Coacs.ro.alg, Como . para qualquer elements guo.drf‘Ca.’écrc. _Os valores
Ol toordemadas poremetricas variam tambenm eutre -1 e 4, Como
once. Zxitte um powte de Gowss Sobre © we cola sado, oude a
matra de Jacobianwe ¢ .sihju(ar ( Sleterminante nulo)) & iute raced
nomcrica. pode cer felta, viorumalmente. Cook [Cookgt] Juaere
o Gue. ergrmam,c_e. do elemento decal perfo ,‘do,__taq’,y,,c_pLaf;g.dq,__.

_mas e gerol wae ,,Se,p(o.cefva,,,mzkl[f!ukn___’P,V'?b lema _com estes elemen-
tos o\ejev,\e,ro.dos, _

2 C'(l'éﬁrﬁs_sm'\te observar @ue a.s fosi,goi; aos I:owtos de Gauszs uwe
espago real cortesiano dependem da numeraged da tncidéncia. do .
elemmento , tal come mostrode abaixo: . ...

_ Dots tipos de incidénua ;.

SN
p

Al

Sob este aspecto © elemento 'CLW'QV\ju(Qr vesu (tante ]oerde,q, twvariane'a,

@amto o, -ort‘ev\(:aqa?o 3eome'6n’q ?UQV\AO Cownporade tom o formu-
Caqa&S lbasecada. em coordenadas natureds tvc'qmﬁuta.res.
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 Elementos Finitos Svb-parametricos e Iwwmpqt(uc(s (covtinuidade C")

° Mo&ivag&i’o; Por o_),u-n o ¢lewnento Q‘-{ e’ r-\s(do Se vl <
vo ww\?or'bo\w\ewbo de $lexos

CcV\S{o\em O comror‘ﬁo.mgv‘to “a Llexex \Durq:

P ) | - i e .

R J}& )l )

Ml Ml M2 MZ
1 2
—> L—ﬂ &—»l — —3 ‘-— i i —4 a
- @ L S ()
ZiLeW\enfo —D-C'FOfMQC;G’b d@ De#ormqw
Bilinear &4 &4 por flevas cocceta por Flexon

\

C.gw\forbo,w\ewto corvreto de 'p(-exo:'or:

. L ve(i-&az ) Iea
e 73E « Colez
7:21«_ ,
/7::— _—? Q)L-:/Yl% e:]:_v/qi an=0
b

Covw?ov'ho.memto do elemewte G4 .
4 4
M-;S,MCM; J:ENQ’U‘;
= iz
e NG - N &+ Nyl = Ngix = 7/141

144



= gn, =’7£ ‘/ - -
| =N
e o x

a:

Xx,&,.-_%é_ = A . o citalhanientd ecpJrio
‘ _ b o b charmado de upoxo.n‘éo.”
!

_?Ode-:e m ozﬁrw_zrue.“___,_. L L

VA { ' _\_L(&Y} M- 9y
™M, A4y LA4-9 \b _ My = correts

. Paxa_ o Q\/b arandes M1>> M. e o 2lewrents

\ ibﬁo_?_z, ws." devde oo ,43 ramae cila lhanewto e ’D‘f arece,

N o L\ R /A2 My
J

I3

Za -

O _elemento &9 tra.bo,(hqmdo,f@,,,,iééx@___;chzx orwarens. ener-

. glo. e de.%rvwo\crdb caviadse. pov. .Ae@ovmo.qo:o wocwmal puve.
e por deformazod por Sictorcon (cialhaments) exf&e'r\fa. .

o« LAda do elemento (Ucompativel .

[} - {
Adicionar modos mais albos de debovmacod sem
cAiconar Wis wo £lemend’

No cass do elemments bilinear a. cde@ sera. adicionar modos

de deforvnocan que ex andam o© e po de deslocaim entos
¢ v dos termos (4- 71) e (- "71 L
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0\3 coeficientes Ay, a1, By f Ay Seo chamadoes de aravs.de-(i-

: 3
berdade s wo , ov nob asfociados & W (Mnodeless doof).

O tlewmento assim obtide ¢ chavade de Ré por ter seis uds,
Sendo _uo\_{:ro hos ex‘&cvnos e dois nos Cw'{‘ev‘uos a,:.:oc"a.o(o& ‘as

\Q/V\_qozi Aa ‘ﬂp(w\q ({-ﬁl) e 0—411)} resfec{'x‘vqw\e\,\{e.

D elemento Q6 € tncompotivel ou Was - couforme orque , pov
oK vn Eb ha, \C;SurQ aboixg o modo =(4-~)‘) a; pode ser ativads
2 v elements e wads ativads ew v tlemento a.aqucewfe.

o Eleneutos findos .Su»{:-(PQr‘QMe'én'cos

Ds elemeutos com gravs-de- Gberdade sem wé, como o elenmen -
Co tcompoativel @6/ Ferﬁav\cem 2 eloste dos elementos sob-
foQme'Erfws fof:.- os qrows- de-libevdade adiconals sds osados
Sowmeute para Cw%exfolqw oz deslotamentos ¢ e o viados pare
0 Mafemzmto da jeow\eﬁrca_ Ao e\emewto.
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_Uwm _outes  ex ew\f

0 & o celements QS solo Wd LW‘\'&(V\O ad
oual estel adido

wads "o -Fuv\cra.o Ae '(brmq

22 e(&mev\{b re:u(fom'hz Ve

(\/\Q 'pof\mo\ de i 8 boUr\o\) ez

nola oo Covxjo do coutorue do
elevnento.

, 0 w\areamawﬁo &o\_ eoMeév\a. ,a,o eCew\emfo 2 -fe."fo

da. mesma. mameira gue o.el,e\'v\ev\fo QL\ (<to 4) as 'rdlngoe-f,

Oo\«w!oo;bve(, os  esta -Fuvlcra.o de 1"E>Vw\q

ﬂde\mo,feo\w\ev\ to dos elementos @5 e 6 powa &\jeow\eén‘q X

I _,,,,,,,MA = (\)A, o o
o M,

My« Ng

CMy=Ny o

,,,.])e,fo_r_mo\_:emc“ﬂqwfc} o celements

"I’Ode ter ool ‘{\va\u\q?d’o Sub-parame€rico. se for contdecade
oL ?wktr do elemento com oibo wot Q8 adiciouads de v grou-

Ae (.\bfrdg-&é Lmt’&f\«o( o\_r& UV\‘(ZV‘?°L&V Ae-fbc,a.\'vxew'{b: &‘o\rv\e,\nfC)
RN foncees de forma € a -Fuvxqa.s_m, bollha”:
Ne = (4- %1) (4 ’_"]1)

A C\»\tcrtDO(«xqo:s de deslocamentos do elemento resu(forte &

¢ _
3
AA = Z‘HL'M\: -+ ’\)ﬁ as v = ENM&' + Mqa.—,_

=l
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Fi:\‘c,o,mew(c} ©, e &, reprecenbom o8 towmpoueutes de des-
loeamments  ewn =M = O relativas ‘as cowpounentes de decloco-
Wecunbo ZMtu.c e 2 NLUl ew ='») =0 \Dvove\«{cv\fe; dos 5ro.u:,
Ae Liberdade dos otto wds do contorue,

,,,,,,Ocomo\ew:ago:o Celivninacas dogs araus de Uberdade (ufernos
J

Coudensagas ¢ o procesto de reducdo do Wiwmero de grows
de liberdade por .S“uf

?u\qqcﬁﬁ de coe.-pfc,\‘ew'(’cs e \ad tutroduz mehhumq Qrmx£qua§,

d\'tw‘c’cib. Condengocas € uwmo mera waomi-

A 'ﬁbfmu(qqa}’ do0 waates Ae_\—iitdet de o, tlewments sub-
Fwame'{'vcw cowm 3wwm-dc- Libcrdade (uternos Tewm wo £
feita, com auxilio de cOwo(en:a,cra.Z Cowo Wottrade o
Seju\‘r) exemf:(efx'%do Fe(a elemente HEC.

4
AL = E M(.Mi -+ Msa\l + Nst
t=\

S S e
N = 2?\3(1;“:-\- I\)s A7 + N Oy

v
[

Oonde N, (N Mg e Ny Cob as fongses de rma Ao elemen-
€o bilinear Q4 e Ng= U-g) o Nes= (\-471).

)
Yode-ce es Lrevey

RGN
N

fungoel de fongoRs e
forma des g.dh. forma des g-d.L.
reods {d} conden sados {a}
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A w\o&n\ e r(%(Ae% o e(e\memtb contiderawnde 'éoc\ox o8 5.:&17.}
cou.éavua/.los O V\db/ P(ca Po«ﬂc{omadq Cowao Mo:{ro,dq

@bbﬂ.tlxo,‘

‘D?'M:(]a‘x) D{M]

(3x4)

L [Rc nlﬂxa) [ Rctil

(bl

Ay

ov\a\c)

(Rl = [ (AT CE1TR4Y
[y, = [ [sTTE1 Dol av

LRex)

(Ux?) =

EW f [ Tel (8] av
v
Jendo )

Nin{. 0 !! Mz,n. o ;Ns,n. © M'-h"- ©
[Bﬂ:l: 0 Ns,y% o Mz"gi o M"‘a o N“l‘é

Mg K| By Ve Mg | Moy N

NS,X} O ; Mé,n, O
Egc‘l = O MS'? f O - M(nl‘a
Ms,?r Ns,x | ﬂe,% Mo |,

Considere que 0 sistema. de equagées [K]ﬁﬁ}:{r} represevite
O eo]wt'(/}pn‘o do elemento LSO(,QOIOJ ondle ir}e o velor de doreas

nodous que ec}ui(«‘braw o elemento.
hy¢,



] chue ‘se c\e:&dc\ ¢ obter 0M§ okt [E']@XO ) tal e,
il {4} =17}

, c‘,uf, | g oge(o\s\ o Fa.re\'v- do. COV\AQV\-YQ.QQZ de ER]QZ,‘Q):

| Tead [wed] S fc{}}={ {g% B

O e ke (Al Ui |

Para. satuforer o eﬁ,w'h’bm'o do elevments (,‘So(.a.;do/ o
Vetor a(e_,ﬁ\orq.su ceve ,-cowufohdér ol 'For9as WCVQ(&M{‘?_S,
hedaus ‘pro\/ev\(ew(‘e-f do c—ar\"aﬁo\mewfo cbvauds no nternse
0\9 eler\QV\;\b 2 wo feu cowvtoevo,

Se as 'RJV\c,o&r e ‘PDYVha\ dos grows de (Wberdade cuteruos
forem congideradas para © edllewle das forcas < qivalentes
V\odo..is) ewtas {Q}' ]oode Sevr &&Ferem(fe de zero, . Tsbo :o’loo-
&8¢ ocower ce oL -&v;._.g.:, de volume forema was wulas

Pode-s¢ tRinbeim wo mmrdﬁx;@% dars forqas eguivalentes no-
. /

olo;\:) wElitar somente ag ‘wac,a’c.c de formo. dos nos de Col -

Eorvo.  Neste coso tempre S tecal {V.} = {0},

Do Sejo\,\o\o jruro de (,l‘V\L\O\.( do :(;fema de 2‘7,.,&499&.[
Ocima.  tewm-Te -

[Red {d} + [k ]{al= {x}
>  {a) =-Tred “TReJfdl + (ke et

14%



Su\osét'ﬁyﬁhg\o_k\o__rzr\fw\e(ro_\o)rufo,p\e Unlhat do cisfevma, .
7 [_H.)u\] {0\} + [k’»)\c] (Q} = {\(}L} ,

/“ e e

\[Du,g oo 100 [ d[ 1d) = lo}- Do dleed™ed
| el I
R (IR) moundensada) ({1} condentads)

A wates [R) ¢ a gque ¢ oblrodo. pare. woutor o moder
ot riﬁ;é&} ﬁtobai.. As foreoc eﬂuivucv\_tex nodaus .{?f( 10> Jonmaon-
das oo vetor dag forcas exfernas _,,atoba-«‘.c.,

e et ceiolvda o i de aqpass giobal bemot qur
A3} ¢ covhecido.  Poae-se obter [a} IS

 lab = -[ReT  [rofdl + (ke el

As deformmacses de um_Pow{’vaauer no uterior do ele-
ments s obtidax por:

Py [BAY e (B},
HE 'Fi‘lﬂa»(hﬂew{e ckeﬁa—se \a::_ €eu g oes

Iv)= [e1le}.
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. Ivnfkementaga’,é da. couwdensoacco

O ‘So(uqccn de vwa sistewmo. de eq,uaqu: ror eLL‘M(’qua.B de

Gouss e um procesto de  reducds por sobsbibuiges como €

A Condensacad. fe o Ff‘oceﬁo de -e((hm‘v\qg,ofp de G‘ng %r

a/\(févow\r(c\o,. antes da reducas wmr(,eéo\ da. wmatrr do siste-
,,,_,,,,Y?\Q.,,_o\e.,eﬁ,quééi) o, watny resulfalnte @ o0 wadri covden-
__Sada. da_ .Vv\o:‘:v(iorﬁca(‘ma()_ahéf als ,(;VLC.DBV\\'f'O\f e(lvainadas

Se» o8 Chc.a'awifas conden sades.

Tsto ¢ zxemr(.cﬁtw.do lgo,rq o. estrutura a,bou\‘xo) oudc e dedja
elivacnan o chc_o’av\i{'Q D3, condengaudo-a  ew relage®d o Dy

e Dz.
D D2 D,
=2 > —
2 — % — EA .4
4 %:q ﬂz:q P\1=Ll L
| L | |
L oLt

[K:\ b}:[g} . W 1» i -4 - o D, 4
() |-4 Z L[ [T )4
) o -4 2 | (D 4

A e,lfml‘ch?:; or Cavss da (hedanitba D, ¢ feita, vredurinds-se
oo terceira. columa. da. \priw\ewo. (ivha. ate” awntes de. dcoﬁouq(:

(2) —= (z)*%@) —_
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O sistewmal de eﬁ,uo.cro'éx mostrado en Fow&dl«cxdo nwad envolve

oL (nedgnita Dg) ceto L’J Dy Foi eliminado. A mafrz recul-
tante ¢ oL wmakriz de rcc?)co\ex do sicterma, abaixs

Do

;: ¢ $— , K.,z BA [ I Y
7 R,=6 R, =4 arT T TS
2L 1 L il

de  da forca origumal Rz= H (Ry se Aivide _C%uatmemfc, ewtre
o _em3o.x{’.c e & forgaem 23.

A forgal R,=C resolte ,.da_A('.'or,qm.,ﬁo,ri%ib%L _de Y wmais oL wmeta-

Ibo €, & eliminagan de Gouss hada mais ¢ do gue o redo-

Goo ,,‘(Ou eoud e,h,:qqab>__‘.da,,,, cslema oo, W SL\_{ft.Cf.k"\a&,. Cona Va .
Womers mghor de orawt de C(-bera\ac\e) wlocawds ar L‘v\co’3m‘-
s elvminadas ewa fones dac wmouwtidas,

A ,_Farki\r,,,dg _,.ﬂ—,!(@,‘?f\f(o acc‘w\a,,,Fodevmmfor\rw_w v a(ﬁorc{ma o

3ev\c’r(w Fara o cov»alemsmqa“o de uwma wakrey E(MKM)

cowe.cfauéev\{e,: \/.e(:or 7‘:("”"4)} e(.wmmu&,o ,Osm,_c_ u(:hw.a_; 3\»-0,\)5
0(6 Libevégéz, ?qu Q. @xfre:@ﬁev\e'n'(_o\) considevre .erue a3
colomas de (m+d) ate m L focam  eliminadas acima da dia-

Sov\a,(_) Sendo A= gm-c)-»i\ Ceay

X4 A
| : O ? dy r|° £ 4
. a !
¢ — e T il L] %
i ! R i ! ! )L
N ) | C !
N Co =
A U It ST T N -7 mlo_y
\,\ ; 1‘ . ‘a‘-.L ’ 4
A’V\ h}h" . k O [l .
—| ] L__'_m\,o . .

'R;,.,.‘ o(; Vi,
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Ao eragqan pare. eliminacdd da m-efimo eolona. dcima da
d\‘a_soua,l. se 4ol como se sesve :

4.) Re_docrab' do tecwmo 3e\f\z'v(to /2,_4 Aol mmatrt

hi&:"hﬁd" ki /Zmzj J c=d, o met

é:’l)-u)fw\

R

Obzserve que tsbo resulbaem R =0 (9"-%)/ ou sed'q,/ Rim < eliminads.

Z) Redugafo do termmo Se.he'r't'c_o %) do vetor Y
= g = Riwm €

R

O alooribmo pode ser Eradvrids foclmente posa. cmstrugots em
F&eudo- ca'd(jo como € mostrado obaixe

Aem=-¢
do (For m=z=m to oz A+ A a\eaeaxiu? w ) {
S0 (\COV t=1 to t'.-:mn-i) {
do (for 4= to ﬂ;;”") {
hd' = RL:‘ - Remm k.m,,
N q o 1
lod |
Y¢e = ¥ = i‘m“ Y,

{od.
Yod
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- Este coat'g o ouwnado £ cueficiente pe (S ned cousidersy o Sejuf‘r_'_fc o

i> A simeteia da maatria R
. ~~ -~ f \V I,
) ,A__,_,ol\v(.&a.o,,,ﬂ;m/mmw -p ode ser feita fora do do (nferne e
ourvoaeds. em Vo, variavel lowal de forwa & redoar to-
dor as coluwacs 4‘,: 4,...;n 2 o terwo rp @m ]prec(;;o.r efe-
tvar g dAivisan  diverias vetres.

_Cookt ( Coolt R.D. et.all ¢, Concepte and Applicativus of Fin fe Blemenf
o Analya !, Johu Loite g, 3% edicad) ha_ teca® .2 mostra o 2(gerdme
_cowm €S écu Mod(ﬁ'ca,c,o?..( Zm C«'ujquew., %K‘TKAU,

 Restar o determinacos do. 3rws de (iberdade condensados {OJK, uwma.
ver vesolvido o sistemea  de equag o'E:WﬁLob_ ol e _determivades oc
9m.u: de Cbevdade reaus (47,
Acto & cmrl.e.w\ew(:o_da ‘peta eto.[:a, de retro- subsEifuica®d do pro-
_cesso de_eliminacas de Gauss.  Aboixe et wostrado & vatriz
de vigider do elements exatawmeute come fica. apot @ cou-
dewsocas do ¢ Jlimos grous de (iberdode: S

. N | Q O O a Y, T
. l 1 1
S |
- ' '
;l s ] dj L
_ . [ | .
i l ci - m
! [ -
U S S i © iy KN
1‘ ; 0 2y 4
¢ — [kiy [ i } c
k‘M o‘c r'\'\ J 4
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Considerando ci),«.a OS. gms de Uberdade coundenstados {a}'
oaofa.w\ o Fo.n'qo?..r Se {\._ﬂad:c’ ~m de vetor é e cr)c oS
osigets de¢ 4 ok Azm-c do vetor g i a3 conhecdos,

A expre 883 :cg.e.he'n'c.a. fﬁfa. o retro- rubsttuices e”

| (-4
d; = _A (;H—chédg) } L=atd, .. m
kee & |

_—LSCO Fode Ser tradowdo ewa Cb\.:‘(‘\ruc,o'é_r [4%% fseuc\o- codigo !

A=zm=-c
do (for ctznl to ,('.=M‘){
Suwm = O,

co (for 421 to %:C-i) {
Ivwn =+ = \2..;3 di
}ed
di = (e, - suw)/ Ric
} od
A Farb‘r do coukew wmento de todor or Grawt de (lberdade , ned-
condenlados € cowndeuradss, determmiha-fe debormocser ¢ ten-

P
Soel towe fo! wottrads awteriormente.

0 Frocuso de obtenged dos grows de Ciberdade waostrade acima
fve&fuw? que = wnokrit R e o vebor r de Lm elements finite
55 conhecidos ha fore de retro- substifuicas. Cowme esta foure

¢ distinta da fue de oblengad da vxtnr R condensada pe-
Yoo sev wohwbada na matvir de n‘%('cle% (oba,L} tew-se douox
OFc,o'e&: ML ¢ armaitwa R e 1 e face de Condentaged, Ou
X rcoow\ru{o_ na fose de retro-sobstitoleed,
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e MOA(C\'OQQQE do ¢levmento (;b\cowﬂ‘:q,-(:(ve(‘ Q6

O elemento LQG(ob(:{o\o a oacticr do glevmento @Y com a. tutrodu- ,
Gz 9\2300&!0 Qgraat Se Liberdade gewa naf), asso. he feste de
Paktch! somedte e cle & um ,ret&ﬂjub,,m i ,fqro.(c(ogmmo“_,,

- To\j(or e Wiltom (To, lov et. o.((i, " A Now-Coulorming Element for
Stress Analuele 3 Tnt.T. Nom. Meth. Bugng. Vol 40, pp. 12441249, 1A%)
. propuseram. Uma. mod Pleagos Lo elgments &€, criamneo o
__tlemento RME i:e. i comn fue ele. pacte o tesfe mermo

fé\rq tmalhas de formas C\rvgjuto.re:.

Pora 0 clements cassar uo teste de “"Patcl” ¢ regoerdo gue
0 orows de liberdade sem nd {Q} Se avnvlem para cowdigobr
de Ackormaced coustonte ou wovimentos de corpo raide, Nestas

Condigots foo\c-:c ¢screver as relagses de e.aluu‘(n'bm'o do elewen-
to come:

o [xesd o LR (5 } :
_ - ,D?..C.n.] [k.cc] '{O} |

= [k_CJJ{J}= {0}’ , oude [d} & om modo de debrma-.

> coustante.

USa_udo [RC_,\_] :[[Ec]T[Ej [B;\]a\/) ,tew\-xe :

-4
f/f[ec]wwlaﬁawo

-1:1

—-—

{v} ""—"3’ tehio'é_\‘ ‘co;r;.x(:a\;\{csr devf&o o {J}
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A Fenjuwéq, CPJZ se far e Em%e C,ohc‘t'c,ozi

/1/4[85]* [Tldedm =0 7

-4-1

| Obsecva -te gue ¢ [Tz conet. (elements rehhju(av ou paralelo-

ravnq,) ewtd (Bl & Gnear emn

_do £ vmeael Tpuv\,c,a:b Cw\-ro«, o*;,‘w(“e_grq,( se amvla.
Counsideramdo 9gue Mg = ('1%"‘) e Ne _:.(d -4{‘) tern-se -

4 ° ~U My
MS‘“? N5, Mél‘j MG/K- zcl‘u? -z%'ﬁ”" —7-4‘)"”,\3 ‘21’]"‘7/’0

-

o _ o Nse 0 Ne, 0 | Cg4n O M O
[—Bc_] = O N.E? ' o) VNG = O —Zﬁ%y

Sobe-ce tambeim Q%ue { 4%»} =[’:yj“{¢»e,}=LPm '*fﬁw"ﬁ} )

d’,g ém\ II' ",X"'\ )";ER 47)*]
entos %ﬁm}:i_{“&m% e __{"l, }:L 3“&&,}, ) o
%Iﬂ Rl =X ‘ Ny 7] X8
| Tortanmto

/ 1A T
i —ﬁ"é’”’ © ; ©
437

44 € 8 MBS Y

0 remme'do FroFo,g'ﬁ; 2 considerar CU'] = {X"% 7’6] - coux‘fmAfc/ .Foc_(

. Y Y
tSb rewvltars’ em Uvna Ch{’ejrai nola,, " "

Atsing wa formmacad de (BT e wa cuteﬁro.c,a:-: dos tervwacs '.:}uc envol -

455
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_Vewmn ,A,CEL:\ _Qdoto.-se CJJ < [:[Oj e ,_A{.\TIA-‘-,,IJ _ Tfewnde EI:] e

lL( V&(orﬁ: c,ohﬂ“o.m(’c.r aru.z Corvc:romdem Qo f&w&(qw: e Jfeé a(e'fcr-
W\t'v\o.w*e olewlodor e fow{\: ﬁ-.—.q,’ =0,

E:‘é‘q& Maa({;f:\f(,a,cro@sn 5o trao alterar a wmoatrr do a(e\’k\cl‘\éc,mw({\:m
do este for ﬁrrﬁjub&f (a3 om .Fo.ra.leloﬁvamo). A watet vesultante

¢ diferente , mas o elewento posia e testc de N Patd” pare
wao lha Crrejulafe: Eambein,

O elemento pooltante ¢ tousideravelmente wmais preciso_de ave
0 ¢lewnento billnear R4 (Vcdo. Coolt et o_ﬂcl“Cov\c_ef't: owd
AFFQCQ’&\‘OV\SV of Flnlte Element Aunalysic) 3% edigals | sead &2). .
Cook. tambem observa ?e,ﬁg,a,,ﬂle‘mawfb, ¢ meais precido_sc_para

0 _cdleulo das_Aforcas eamivalentes nodais Somente as fougotsrde

'f‘ovwsx CDW\FG.('\’VC(I (alos.-.v\o's do c_owbovw\o) forem U{’L"A'%Qdda_('

7 8 9

(c) Constant jacobian discretization
about node §

(b) Irregular discretization about node §

A5G



o Modificacds do_elemento sob-parametrico A

0 glemento La.ﬂramxama Com hove hos Foo\e V&LF\’eS—eh‘bo.r
Wodos e:FJ\rdos de determaced qUanalo sub- L‘m‘eﬁro,dg ;For UM
adrao tora. de Gowses Zx7. Estes wodoe podew cer controla-
__dos vsamde uvune . drafura 8x3, mag o, vm codfo Compo-
. facioual alte ¢ A,ﬁerm’;dg,, U elements que €em um. ,comEor_‘E&:_
ento wocto Ffﬁic\o,

Coolc. CCook,’ﬁ.'D. e Tthao- Hua.,‘:./ Y Control of SPon‘oos Modes (v the
Nine- vede Quadrilateral _E(.e_w\ewtg Tut. T Num. MAetL,.Eu\%M%,/ vol. 48,

. 4536 :458% ‘5\6?_.) propoe dois v bodog para. controlor mmodos
eipirios do <lements Qq cown '@rw\u(.a_qaz Jué-fwczmc'ém‘ca,_ (MQ—-
Feamenbe ao. 5eom'zﬁr?c. considerads como o elewento LQS) gue
FOdCM Ser vsades Cova UwmaL Chfeerqo'B ZxT.

- Me’bodo de controle “eh

O metodo consiste. e enrigecer 0% wmodor de deformagdd Qcso-.
clodot & fongdn de Forma de "bolha” Na = (4-&;L)(4-f17"). Ts-
to ¢ facto MUL'éfrCcc-auolo-u os ternor da dg‘o,%ov\al do,
nokriy de r(‘carc\e% corretpondentes aos oraus de Liberdade
& 2 K2 C %)ue ocho\w\ a. AR, (&% Fo.n‘c,o’é.x deal dl‘Qjo\no\(
de EW.:D Fav v fotov (i-»e) jouée e 25 U wdmere veal
FO:((-\‘Vo peguenoc, 2utes da. coudeutacad de [k

Fc‘&fco,me.w"f&) esta mod ficaced couciife em adicouar wolas
ce h‘gidct £ ?ue reciitevn Qor wovimewtos relatives & ¢
ﬁ.z, t b modic\'c:kq,db wae (Libe a re:t)o.ﬂ‘mdo e(ey\—;en’fb
pare de&:\rw\aqé&qyc o element 2 tambem pode o

a(?re&cm{‘mr. (2% exgw\fb/ o Vinaewtos de corfo H'St‘c\o conti-

15%



oo _sehdo modelados corretammente, € o elements cou-

Elnon, FMéa.b\,do ho '66-?(‘6 de “Po.,écl«“) welwmo ]Oa,ra. o lhag

Crreaulswc:.
 Cooke utilitou e= O.o0A, o o )

——,7 Me'(:oé{o o\e” c:ovtfror\er “I? If o

e iRydER Ao elementeo R condeusada. 5 LR c'j _SoD_ akmbacs de
dimensan (16x16).
.‘teare\.c,az reduaide. 2x2 «i:te_.se_hﬁo-,,,v\r\oolox de deformaqos
3 e.rfuu’np: LMJ.eRjo.doJ (com)c;qr{’('lt\qdcs per elementos edja-
. centes) gue nao aparecem para o elemento QL.

O wetodo c,avmmfc 2w ‘Gommu\ox v, nova. waatelt de f‘\‘%i-

~_der _[R] combinondo-te [RyI e [kel:

o [R=RlRI e G plRaT

oude [ € vua ndmere real pegueno entre O e 4. Cook
oti(irow = 0oed. Covn 63%0/ S ]Deﬁuemo\ cam‘fm’é:u:’cra:a do ele-
_mente Q2 € bastante powa inlbir 05 modes espirios compar:
Lllhodes do @2 O elemento resoltonte ¢ chamado do Q3c.
A,‘fbrmu(o.gdbf ode Qx?(.ofo.?( o “$ato de e o Frl"w\el‘rq par-
ticod (16x16) dow mmakrint CRal antes de coudeusada ¢ exata-
i ente cz)ua.,(, ‘ol maknz CR sl (vide CooK),

Oz dois metodos

_ hadoes, e SemFrefo_eCemenﬁo ,rerth,fa,,(?q::a o tesfe de

\\Pm{:cl«” para. elementbors Crrejuta.rcc.

cden ser Ulades Sef:aro.d.:w—\cwte ouv Com bi-

{58

oA vaba de rigider do cﬁl@mezrﬁomegj [kl , € & matri r de

fhf(e‘(:anfo) o elerments @RI Com t'h—”,,i



MOdequem Se meiog cvfivitos por elenmentos Findbos
J 1

° Il/\tfoduqcié

EVV\ lf\nuiéos FrOi?(—@VV‘QS et en ewLLoxfO\ €><1£{'e.vv\ .O\ow\(vu‘os
OM\C(V\\'(:DS ov Sewmi- cufinos, XA exevmple €ipico do. vwecs -
nico, estevtoral e o da rc;‘:rc-fené coe  do .cowg?or(tby-” .
meunts do selo tal como wmiottraso abaixo, o

(a) l (h)
Conventional Solution using
treatment l infinite clements

Imposed at an
arbitrary boundary

-
T

u=0atr ==

‘Infinite’ element
with two nodes at =

0 ﬁraﬁamewtb covveucional com.f(.sfe e vmodelar o velo
cnfivcks pov Lw dounlinio Linito cujo Frouwteira ¢ riadae <
on(cﬂgmao(q a umo, Stducia tal e L regiod ac
ontercsice \\&(v\to:' o COM\;orﬁg,w\cw('o Cm(\(m({—.o Ao Meé.

Exislem teée f.ro_btema.: com este bratomentos:

i) New romfm ¢" clao onde a1 frouteival m’ﬁ(‘olo\ deve se \)0(’(-
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clowoda_.
_’Z) A _awnalin pode ter wmuito cora devids os j,mv\de nSme -

ro d¢ wos VE lrado.r. 7
3) Eun frob(cw\o_.; Se d{mém\’c,o_ e:frufuv‘a.i 2o SO(,o/ o frouwtei-
(o vigida ceflete as oudac de_froFQjm,d:o de deforima-

,__C(O%& “elalsticas. L o -

, ?o\xq Svperay ,é,:.('ﬁs roblenwas e,’ V\ece,m:zfr\o‘moée(ar O rvelo
semi- wbilcfo exq(:alme»\j:e. As sobugoel nals otilzadas 85
____,_.A),KC{)Y%@WE‘LK,Q__C,Q!b ortamento do el sem(- cufinibe utili-
~7ando elepentos de covtorne ,Q_coftcz,dox co modelo de ele-

e vtos Finibos | - o .
2) VElror elewentor “sewmi-cnfinites”

A priweiva solucod 'Fo'ﬁe do domdfnb de v curse de glewen-
_tos Lovibos. . A zeaondel solugds consfifue omng forma efi.
ciewte de frafor o e\’o\:l.ewxa (\/\'de Fcﬁuv'a_ aJ;a.\‘xo) e <Seng”

__describta e seﬁu,‘w‘. L , , L

P P P a —+7 b —-l
Y /
—_—a
Infinite
\ extent
\
Infinite
Rigid elements
¢ Symmetric boundary {shaded)
(a) (b) (©)

(a) Load P on plane or axially symmetric body of infinite extent below the
x axis. (b) Large mesh of conventional elements. (c¢) Smaller mesh, bounded by infinite

elements.

(YA



o Elevientos cemi-mfiuitor wapea dos
|

A (dela. de elemmentos sewmi-cnfiuitos e; .S‘ucmfavvxenfe/ Lxte -
der © exterlor de uwi wodelo de elementos fiuiltor de for
- c},ua ele "Ptlﬂ,ue_ e frouteivar ewa 0\(;)90\/\5 treclhos. Jcto
Teag:ar \Cuvxcto’c.( de focwvag Q_?ro?vcodo\: e a.r'(:x'(:t'a'a_us/ -ﬁ,ue
. dellnem o ceometria do element ofe o cn%‘cw‘fb/ OLsdocladas
O VU cauiwente daos variavel (dextoc;o_mewfbx) ote” zevo ho

Cl/né\'w‘%o.

Tetes elementos 6B Formmalmente chammados de Scmmi- i fine-
ﬁos) o Freguepmtemente veferidos come (Wfnitos, e deser-
cod do hittdrie do desenvelvimenwto de elementer cufinits
Fade Ser eucontvads ew :
Be’fte:&) T e Rettess, TA," Tufinte Elenments for Static Prob(emzt
' :EV\oLcV\eeh‘v\q CoMpufb_{foM.: VOLi\Mo.'i) . 4-1« 19 4.
< Y] ! ’ i )

De acordo com o mebodo s emfricj&AosJ o elementos cudi-
~ witos _podew ser divididos ¢ dol copos -
4) Zleventos (mfinibos couma -Fuvxq:oé.s ;)e, caiments. Referdniar .
’Be—&css) ?./ "Tufiute Blevaents ", Tuh T Noua. Metla. Eu%u%./

| VL. M No. 4, P 53-64 1933,
Re&e:&j? “VMore on Twfiuute Blements" Jut T Mon. Meth,
Ehngung., Vol 45, No. M PP 1613 -1¢2¢, (980,
Bwr) G. e MZeK,:r.L./ YT Tufluidte Do madn ELamew(‘.cJ Tut.
. Do, Meth. Bugug | Vol. 43, 0o { | pp. 43-52, 4981,
7—) Elementrs infintos mapeados. Referéncacs:
ZienKrewick, oc., EVV\[SOMJ C. e Re‘(’%e,.u)?) VA Novel
RBoovundar Tufinte Elemeunt ”) Tut T ou.. HefL.Zuqu,J
Vol. Fﬁ/ No. 2 | ¢ P 293 -HOL{J 19 8% .
Marvruez, TH.HC. e Owen D.T’\.J-) " Tufinde Elements
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No \Drimairé f)w\o

o ¢ ¢ mais vtilrado.,  Ele ¢ deserb o sequir. o

v Quasi- Skatic Hafcria.(lj Noulineor Problewmc ': CPMﬁu‘{ﬁl’ﬁ
& S(:ruc'(‘urei) Vol .42, No. Y F? ?3‘\-:754) 19 &4. _

0 o tomanhe real do ¢lermento ¢ finfo ¢ ©
cainento . ~das varidvers (deslo camentos) ¢ cntroduzido  abravet

das fongdes de forma (ch{:c\'\wto.qa:o) destos varidveis.

_Ne segun c\,o,f) rupo. 05 vtilitadas as fouese de forma _con-

 VeUlibiupis _pava af voariaveis , vaas 0 coimento’ ¢ Cutrodu-

Zido atrovel de vng Mq_peqvmemfb de geometria de forwal
- pa
que o elevents cresce’ paxa. owng fowoudio cufiuct (vide
Ecte @rofw_ e  maus simples de cer L'Mﬁ(emew

~(3\\3u e obat go).

tE—>

“Infinite line and element map. Linear n interpolation

A



- o Caso vwnidimeunivonol

orfpmaente vuidivmeuwevual co bu.jo da

(.\'V\'fxe\, o471 de 'PC'W’Q 0@'\.{‘2(\\0‘()‘ cocuudindo tom o eixo XX,

¥ coundere fowbemm & Seauinte %m@: FQ-"Q o VHO-Peamew"fb

0{0,, e:\cq.c,o fwo.he.'én'coj éeG‘m‘do F_or ﬁj ?O\xo\ o 6:ch‘° ,

_ cortestanmo ,,,,,o,l,e-@x‘m‘d.o _fzor_, wolo

Counsidere o CO P

e YR P S
-¢ -ﬁ :

, Imcd(m‘{:qw\enfc ﬁaaa(z—Se. obgervar ?e: ,

ﬁ: o CO\"YC—(f)O\/\AC o x =2,

é{ = 4 C,orrcsro\A,AC- o . kT HXg=00

ﬁ = -1 cOrrc:fob\Ac A Xz XexXa o,
A

oude x, e o t:on'(‘b waeds e tbre Xoe X,

AL%emaé{vqmeufc/ o MQFcamewfb ‘aacien‘a ter side excribo Hireto
gw termos de gy € KRg (.Far xcw\f(ex e;(,v.‘wu'\na.gtcic e hc}; :

% = (~%§_)h+ (1+_iz_§_ﬁ__)xz _ Miw + Man, @)

0 £E=+1

=31 a7 E=-1 E=
) ; | | |
o R 12 3
1 2 3 - - -
Oe . - — ® 'M BEY
2"]_@
xy 1
.2“2 0
1
BT i | %
Ml='-_—é

le3



,A,A_A_,,,,,A,Ambs..:_oxa ,&{MS,,,,,,&QES,‘,Ck\def-ﬂk\dcvﬂ‘?&,,do :Mf&M de toordewadas
fo(l Mo‘\' Hz = :M'l + M-L = i

A*A?r\‘v\e\e\‘m\.fﬁqrm._éam..w»q. ecameuto__mostra. o (hportducia
R - \70%‘&0 0/ Gue. ‘po.de,,.G&r,,,ﬁhferfr@tado&com L _o,n‘ae.w\ do
Coivnento dos deslocamentos, Primeiro, define-ce o disbdnaa
radial come '

,,UK_;.:; A?!g__.‘:., .XQ e _(-3)ﬁ [

Depots, define-se  omma fougas de tuterpeloges para deglo-
_Cqmew‘boi nwo e:fovqo“,vlaarqme’ﬁn’co Conno L

LT Gk A G oy %Z,.—r_ aa,gf_a—_,, R <) B

..ﬁ/ e Fo.((:\'r Aa {xfresws L) oblem-1e ﬁ e-m;v‘Pumc,nB de n

B =< 8-
Q‘:A—.M—z’xozﬁ—xz"bo_i—z ) ) (5)

——

X -2 'S r

Subeh foivdo g de (B) em (‘!)} ckeﬁq—,se_ o vme variaged parq
ol deyﬂommcw&ox A e e:‘oaﬁc Cavtestans da_ “ﬁ:f\'w:L

M= Co+Cav Coou G ov.n, (e)

e r® 3

Tk waostra, gue o© Fovn‘:o 0 £ realnente o orl‘jew\ do covvents
para o deslocaments 4.

A forevlogeas Cso a.ra\mc’frfo&_\o_oxa\. 0 elemento vnidrmencional corres-
t?OlAde A UMO»'--&?roxi«‘MéLc,aTo Wa(raf{l‘ca. do declocaimento L o
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2spaco parawne brics (Fo(.s o deslotoment o cw('uf:oka.do por

€réc fov\b:s): |
e G (SO

= Ny, ¢ Naa, « Nyarg o (1@

Sobstituinds g =d-2a om @) resolta em :
r

o= My o4 (~M1*q"4?, - 3M3>& + (ZML—‘-{M1+,3"43>9_:. (8)
r re

O deslocarvments do Fow{b 3 wr\'e:fo‘«éﬁ oo velor So campo
de deslocarmentor o CM'F\'V\?IL\-") %e & normalmente ruls. AM\'M)
etba tondigao pode ser avtomaficame mte satisfeiba. osado

\FO\XQ & waefraLa,goE) 4 deslocaonentos @) Somente os oSS
WA i
Finbs" 4 e 2

A= M4_ My -+ _Uq_MZA ;[_-&)j {d} L _ o (c‘) _

Teto Fuer Alzer e 0 Mmd no cn-ﬁ'm'-(b;'a’; nuvca Screl repretentode.

As d’e—po(mclqoéx ho cago VUidimendional gof !

gx_: 2\_"'__4'_ = L—Ni,x. M?-,x-:, .Ml} (40"-)

dx— U—z

. Ex < ‘%—‘[N’-/ﬁ /Uz,j] {zi} - [B] ’{OU' (405)

omnde

J: Mi,ﬁ "y + H’L,ﬁ ".1_

1¢5



e E(ew\em(:o& del‘Mev\.cvonw‘s Lo.qramqeo.wos
Jd J

A formulaes para. duas diwmengses faoc\e sev obtida conmo Urmea,
- extenga®  do case vuidimensional, Tste ¢ feis uvtilizands oo
‘Co(hwtaqafo Laﬁ\’o\v_\ﬁew,, Peivneire val f€ cousderar 0 Mmeio
(}wpiw'bo evm Umo. o direqao ¢ de.rm‘s 03 elementos q,ue.:.e .ex’(‘ehdewl
_‘W‘:é o wnbiuibe em doas dl'rec,o?z.r. )

— klewento La_jranjea.mo Com b6 nex

Mi (%,41) = MIG’ MI»7 o M-g_-(glﬂ): MI% H_—r,w’

Malg ) = Mg Maay Mo (G4)= Mg Hw\

HE(G?}"?>'-'MI£, Miﬂrd? Hc,(%,'b?):M:m% Hmn

e g
n = Me . = Mey.,
2 M 3=z
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A Cm’:&rfo(,o.cro.?a de deslocament ¢ Ffeita weo cipacge faro.w\e'én‘w

oxotorentt Cowms e 2lzments Wwférw Lea ra.uﬁcsu«o cowm
nove wnol ) Ax ceto covnente o -puucto'e.r de

Yraa dos Sets wes
gue 6% re?reuwbo.do_r sas Alrodas:

7 2,
co Negs Moergg Nay=May=aoy' Ny Moy < 72y

Niz= NpNay Ng = Nag Nzy
Mo = Nazg Noy Ny = Nig Nay

6 3

w=D Nou ey N,

c=4 iz

Ré&ow\o;

6-Node Ny = &n(-1+E)(-147)/4
Lagrangian Ng=1n(1-%82)(-1+1)/2

My = —én(n—1))(1—§)
My=n(1+8)(n-1)/[2(1%)]
Mg =-28(1-12)/(1-¢)
My=(1+§)(1-02)/(1-¢)
Ng=En(-1+8)(1+7m)/4 Mg = -En(n+1)/(1-%)

Infinite Ng=E(-1+8)(1-72)/2
Ng=(1-82)(1-12)

Neg=n(1-t2)(1+7)/2 Mg=n(1+8)(n+1)/[2(13)]

1€ %



—Elemento Laqraw geamo com 4 vos
~J <J

Este clemento deve ser vtilitado qroplade o elementos finctos A
convencionais (lneares. A diferenga detfe cava o elements

L ratgeane  Com G nos e e, ora., o Chferfa(q%a'b He
deslocomentss na direqds e Luenr. TFsfe elements se or-
j(u\q do clemento Lera.hjeam Com. c'nﬁerlco(a.qd.?; ?go_a{rcjtl'c&
ho. diregsn i_.o_ linear wa diregad M-

Mi = MIC‘ Ml/\-\ M?_:.Mnﬁ M:w] r= ?;iMC ¢
. , , , 4y _
Mg: Ml-ﬁ Mn_/y) Mq = M]LEI '"131,7 ‘3-— (_Zi ML ?»C

Imtenfokac,az em deslocommentor:
)
Nu=L (5%<)(4-4) Na:%ﬁ-c{“)“-'q) a2 N

Ng-_,ﬂq ("-2)(4+4) Nq-.,_iz_(ba,‘),,(“ﬂq) U= Zq Nease
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— Eéemewtb Laﬂrau,\,gggm du‘p(,memfe nfinito .c,oh« 4 ot

Este elements fenn duas divecses que sz extendein, pora o (n Cone-
Ecte fl'FO de elemen-

to (cdotodas as diresoesr + e +y ).

to od e Ser Viados eowmo glewments  de cqu?o' €

MQ(L\Q ‘;{/ug X’é?v’efzmﬁa- V. wnelo ?«u—e -&x‘lLeh.de ‘;wq ) L‘u-ﬁ‘u‘,("fb e m
dterenter devegoer.  Este elemento se origina. de elements Sua-

__Ardbico ,_L,czira.vuﬁe DD Cow nove WSS,

/‘\4’&%

I\/\lﬁ = zf % MII47 :_%_j‘?

4
*)

M4_~; Mz_? Mx"'\ M?_ = Mng’ H147 Z = ZiMé X(
MS = Mlel M-Il’ﬂ MH = MIZ% M}Iq,) a = ﬁ: HC na

_IV\te\"po(CkC[Q:f/) de de-f(oCa;w\aw(b.r,:

2
Ny =ZT (47~ <) (471-41) No= %(i-c,‘)(qz-'q) e (2: NI

o) s (g0 Co) ) ol S

A6



o Elementos bidimensionais S erendipi £y

~ r ' 1O
Estes clementor oo orl'jl‘uqrm do elewento Wrn’é; co, Seren -

“_A.df,p\t%v',‘ eown Oif> ok Zomforme resevhido por Margoes e
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o Consideragder Fluois
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A point load on an elastic half-space (Boussinesq problem). Standard
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Element of an axisymmetric solid
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Strains and stresses involved in the analysis of axisymmetric solids
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Observacdes :

(GL) ?Qrd, (OAN e_law«e.v\'(’b L\ow\os.é\v\eo towa -e.fff_uura_ Covu’{‘%{?) G
mafvit &e riscdm: Ao 2lewmento DKT ?oée Loy C\/\'ht.afo.dc\
2xataomente Bov Uma _Wam.em\ comm 3 ?owfo.c‘

(b) Exide Co’r\mu\a.( 'Feako.a_o\.( faro, COW\fu{'Qr o, watrn: de
r\‘c:)\'de\r (veda. COOK) 1984 — Covp- 14).

(c) O eleneuts Wdru«suhr cow redtricdes de Kirehheaf{ digevetac-
DK — € formulado de wmameira QV\Q.,(.OSCA oo DKT, mag
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FLEXAO DE PLACAS PLANAS
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Plaoa (plana “xy") pe a[z}alom apmat ao &‘ftzo da
duuca',o ﬁ:am\/msa/ 7" ,  hdo hawendo ’Pon+am+°; u{oréo: Vo quno
medio da P’&co« (Mforgos de membmna) A ﬁﬁww» (1) dustea ar tom-

Vmwh/& dt ‘&cmsa"w Gt allua/m nUm a/cmwfo_inﬁnivleﬁmm/ de p/a ca .

z
l

s

dx [P
S
////4 o
e
V:fﬁ, (l} -T(msaéf VUATYL olvmm‘lv m%m%es/ma/t/ﬁ p/aca*.

! 0 Calvtegafmefn'/o ‘Zlmwzsvcma/ < ”ﬁ\\ (Fomq,a peor
unidede de G//LECZ> [COOKBQ__J )

* &?Vlsidcrame'M 'YYla"l(/U.OQ{ hamojfngo tom CevnFor+aan7('0
/mwm (/a/ll-/'ico.




‘w WO LAIIIGIIY WC W iiguwriitim: s wivie
FOLHA Z DE

As tmsous //V} ‘;(ry“ variarn A'nCarmcm#t'(am 7z"
ZA%&CO Momda/l Cerm 81 'mme/mlvl '1(&7[0/1&6 ’/Mx ] My !

Mm\/eg o[a/x /k?wnh; mpresSSes:

r‘+/2

Mx = G;.Zda

(1)
My < 0,.2 dz

Z.
1
ot
o~

77\

msots X ) y Varioom bmearmen?e  Com
L Uy’%o wmetondor  adl fmomm"l'a’l de ‘fo}uga'o //Mx),\\ Por:

J*/z B

MX)’ = _{/ ‘ gxy Zdi
2

\\ ~

/1/01 7Z€0/‘/0L @ f?/wa,i a/a ‘ansoe: notma,; s ,10; A0

id&df!éyﬂﬂ rm aymfwwwa,o Cevn //g- z;'xy . /45 +W55£J

At c;sa//mmm-/o in r Zyz  Vauem de%cmmvle
o “Z

0 twmo //P/Owa a f/exczo * /lubm‘l’mdc L o can,g

Lm*e/ma/& oo gaewum [emfmfmlw "o f/mo //Xy“ de 7La.£

fonma cg.u ”0:(, £ ny /Javo mc/a/s na /Mfe.rffae rma//a

ou (z=0).




w g tMrtimrrae e oo i — e
FOL KA 3 DE

As ’h/néo(&,f c:’aa/Aaml“ '/‘5“ " gyz‘ cJo .
in#ﬂmdm ao /mgo Ja Lpessvra | wna&,ﬁm el M/,r,wﬂ

\}

(‘01\+m‘}’(4 //Qx L Qy\ dcu{d /Luf.zc#t/men)é /laor :

, r\":/z
By = . Gyz dz
V- (3)
a K Gy, dz
Y U_Jc/z Yz

A #3(2) 'Me'lim wm l'{mm% t'nﬁmwtesama( pubmedido
A M}orgeﬁ /)0/,6,‘1[-M1(J ('mme.m/eﬂe Farfam#ef) MMJ.'(JM

/4 A\N

B Posi-l—i\/aﬁ Cemn /wlcw/oLO ao /Ws-}'ema 0(6 C@OKO!.CYWWLGA Xyz |

fe

S Y

y

- @ drf| =M, dr
@
dy Q,dr
_-*'»Mldy
@ *
d,
Q, dy M, dy

x

Fig, (Z) - SQm-L'a(.o’x Fos.'-lw've’l det M1[orgos AO’.‘ci'/‘am*es.
Ccmvmo’do pona o1 Ae/w-/a'dej da -,[owcaA CQmLa’n‘}ef:
© = smhdo “+2z° |

R = Simhdo '”—Z\\




m Uepartamento ae tngennaria Civii J
At

FOLHA 4 DE

[ A P K Lo : !

A 'h/WSO% r ()-'. < ny\\ amumem \/a&MM VMKI‘MO’]
WMw /lupw-ﬁuas MJ‘NWGA dfa f/cwa ou A7a me 7z = +_":/é ,
L MA \/alo/LM FM ”Z\\MLJWZMO; Noeo o[ao(m f)or

744 S7[f/)’L5:9‘~&f CJC (:'Sa/r/mmmfnlﬂ /itza Mf‘a'ﬂﬁ/m%#( :Wwd/f
%MMMAO Campa/ww{axx ferm aA dymach Pm/mvm%(/( a’a Veusdo .

A\N

§WA Va/orcf wxa,x,meﬁ | Ocorrem Y7 Z O £ /lao cJac/aﬁ For

5 Qy - |
A T O

2. /\/E-omA DAsf PLACAS

-

, DELGADAS — Teoria dw F/amxi Zr KRcHHOEF

;'ESPESSAS — ’rwr,‘d dﬂA 'P/QCM O/C M/NDL//V
//,Di{me:n(}a Basica :  As 'deformc’oltx por cism//ldmcm’l‘?
 Ado temtiderada (de formar orroximac(a> no

: . N\
teria de MiNDLIN®




@ Departamento de tngenharia Civil
FOL WA 5 DE

t

[ —

2'1’ TEOR\A DAS PLACAS DE KIRCHHOFF || =7 ]

e

”‘B'm/m /)z/uadd Nna /}a J.at 'mla(;.a (Z O) movem-/lt
W)O(/VIM 'Vl/ﬁ dmec@o //2\ 'aPos a) c&/wmaCoc,{ &901’ %/exao

—_ g{y"’aA m,c,,ojmm‘)(% ’mylmau/l a AUP- Wlw{co\ c/a Fé{ca
am‘hA O‘G\. de M’WLC“S /mmncccm /LWZM L normads

a4 /Ju.puf ‘cie mw&a a[fei 7Y dc/rw:&;ctg (743 3

Pth’m Mluadaﬁ fora da /}ufm#ac wedia do. Of//aca
fmd«wm Ccrm emnder de didocamn o Mcou X,'ye Z“)’

dcwfwx /lfAFec‘/—nmmme& por : sz V L UJ\\

Z U
ey

e

|
} 6{— xu

(a)

rgum 5) E’tmerO infinitesimal de placa o’dgaz!a:

(b) apos 24 deformacées :

(a) amtes ¢

b) CAMPO DE DESLOCAMENTOS -

. | r
M-’: —Z w,x 5)( = uJX = —Z\U,xx
{,_.A’Yi:,—zw'y = | g=vy = —2Wy
_ : , - X)l: u/y +V/x = _ZZ w,xy




W Departamento de tngennaria Livil
NI

| .o | o Q ‘
c) | RELACAO MOMENTO x CURVATURA
| L o l i S
- _—j[’a,imfammlu, efehivar, de Temsdo: (= 4G 3

T=CE& omde:

O
vV 1
E ° | (8)

¢= (97| 0 o X

| A IUL[&CO,S MoMENTO x CURVATURA z; obtida. por (Wlegra;&,o dax
nelacoes a'ga'ma) ow , de forma wbmva/mh . pela subitituicdo
Tde (4)ele) om (8) c | |

o A — - (~

My —~— | L Vv O U),x;
K My?=- Et | v i1 o Wy ! 19)
" O O 2 | ZU-),xy

. xY.a —— - ~ o

ou aindo M =-DC &

| & = (W’.x'y>' w,yy ZW,XY> = ﬁ{dm’l’o{blas “

D¢ = DC | | - (10)




W UEParnameniv. Ut cIiygenana v
N3

1

I

'OLNA 7 DE
B - .

.....

el ]

- A szm de o’c/orma,cao dt wno f/aca o/c(7ac/a ¢ |
dulvvmmaa@a a panlin dod. cmmm#m cfx,é e oy

do fmsor da dz#rmafoes &

do

_Por Mma V(5 aA o(e}orma,[o'e,[

dMZocavmW fo tramsve sal

W(xv) O Pen-l'o de pm-’-\d/a Pcwa -rformulamo dqma-}pg
de | ”3 0((:5 do Qjefmem'l'o e a W&*ﬁ.a de dtjormcéo (./J a%/w,@

¢ dada For ; :
ende t
. = < -7 UJJXX -Z u)/y_y —ZZ w’xy> )
,C;’ = (vide _!/k_pressa“:o 8)) (lZ}

a0 [ﬂhao 6&0\ ,MFMMULQ b(o

dv —_-&zds

y2

/4 lVI‘IngN»‘tmo de axxFrcss&w (H)
Llemm'{'o Cma’uga |

c/\uar
| y e
U = J—é— f% kR ods (13)
ende - //K L NK\\ wldo .éde‘ﬁ'mdaﬂ *242" (9)&(10) /Lufe.cﬁlw‘va*mem"e.'




W vepariamenio ge cngennaria uivil
‘Tt

’ e 8 o

A by “ nmm . nen b M?
V&Wﬁ\, P/&&M db/gadau (ﬁoma a[c A/rclnlnof-f) 0 e/{gwm'A
V’M ”m 7”“‘“ de /Awlaa(, [cook 8317, |

o

5w

=

F:lg (4') - E/Um{m‘)‘o fu%amautaf‘ (iZ gelb) , (Ius“'ranclo
4] %M de liberdade do mg “3° [cook 89 ] .

0 gdmloca/mwr% vasaﬁ //W“ -c/ M%wpo’ad,o 73
‘(mvt/t de valores vodais //ﬂ[\\, Nauvwlo A Uxpressao i

n

W= N o d |
; N (1x3n) ~ (3mx1) . ( 4)
Mde . // I\} :, /

S = mumero de mos do tlememito -,

0 thvr //Q“JM cwratunas ¢ obhdo  divtamente
fmfvl.r de M(frma:o 14) , por difrumciacoo , ou Aga

+0/7x :
E{—{+’02/2y }N d =4> k =B d (15)

22 9x oy ™ (341) N(?)xan)'*lanu), N

/N




w -t emriwrYee W R TIEWI I YW W WY

!
-G@Aus DE /JBERDADE Do ELEMENTO K;RCHHOF’F ﬁ d)

FOL WA g DE

!
'

~—~~*a'~~~ <W_L) )X J )Y ).} wn ) W)XN) W)Vn > (ié)

:_,..D;E,,i_ERM\NA (}AODAS Fquaas DE INTERPOLA {X o | N)w

Pm de-"uwmmoow das _}uncoe: de m»lmpoo/acao para o1
/mm/mltﬂ 0{{, Plac:a. dclgaéa ¢ CO‘YWV{W'W"I'{« a ﬂfé/léﬁ,m
de m{;ressoes Fo’wwmlms qt,u,( relaconan © duloconm o
‘twmve/vsa_ﬁ ‘W' tem 4 “3n /ﬂmmeﬁos nodoss devemni -

nodet COOW%M Wlaaclas\\. pwua 9, Q/f?m(/v)‘)to ern
u+udo 'twv; - M ﬁ»tu

| ')’l= 4 (Vl-"(h%os\) = 12 Coonde/naa(.aA 3(;115'#&):30510‘5.

. AJO-HL — se, por Uxemp/o :

2 2 3 2
W = Ay + agx+a3y+a x+a5xy+a Yy + A7 X + Gg Xy +

%XY + amy +a_ux)’ + Asz Xy

oU amim - L

(ol (1)

2 2 3 2 2 3
W= <i><w<><yyxxr,><yy X%y >

Mﬂl#ri',‘éid[;n’)émh: - | Az

(18)




W WEPOILGIITHIV UT LiIYGHinan e wive
‘Taps
'OLNAiO DE

A lucolha o tumat yo/mem:aff do vetor X' dive
atmder | ao W’“J‘O Eamw de “CompLeTiTupe” %c o
J,(m amente ~ (om a wnd«wg de’ ConT/NVIDADE " | do
Corm po de derlocomentos ) a/m?wwm o Canvnﬁma,a Ao
fmo-I-oda do; L/mem-/-ﬂ -ﬁm%s § | e
| (/m fo//mmm de grom " pona. pen Wf/c-)zv dcve,_
Ccm+% 4196{01 o Toumet  de ordexm imferior ou Igua‘a “n°
No .UXWn /w v tdudo Moo necessanios 42 T Po//nnmam “No
m#vvmlo dﬂo/nwmlo Ce‘mp/-lw de iy 73" necessita
de //10 {Eﬂmos i 'A/u}c caso achcew+am—M dois Trmer de
ofdemn ”4“ q7r0Cur0v~nd0"M pom e bupcan Triment qu
{udgom balomawades o TRiIANGULO DE PASCALY pana
WW o IsoerlA GEOMETmCA [MART@O]

5
Tﬂmﬁulo de Poscal | Grau do Nwrlnem de termol
polingmig
0 i
1T I T 3T T
e i
x| 10
4 {5

7 N

,r%moj ms'd”adm vm X ~{vide RKPrESSO0 17)_ .




W VGPBI BIIIICIIAY WG e VTR T WP YR
St
roL Ha ii bE

o 05 wcﬁu;m%.\ Ya;" (odwn o oafcw@ao&n B
_ym_funcdo det’ oo de libedode ”d " oLa
/K%WYI“’L _F)rma

L o w=Xa S
Wy = X a = W,
= - ~ X=-0 ™
;': -b y=-b
_dX _
'/_\-—" dl—l) - —= X=-Q 9: - Wlxi (‘Lg)
. i dx X=-0a dx Y b
§ )’.::—b
* \
T\ :
: 2 i(i) = ié X=-Q A = w))l
"' dy X=l"3“ dy yeb 4
)/: .

ESCMWM(,O-M as bxprcssaes ACMA i ﬁ)rmm Mml'r.cfa( ) 019"-e§'n-’5e:
d=Aa (20)
~ ~

OM {WWIBC’YY) : é‘-‘-é (2‘1)




e ‘ FoLk iZDE

gu.‘m-l—nlwho{o MO prns.sao (2,1) na bxprcsscw ({8)

) chcsa zu a | ,,
. W = 25 g( | (zz)
Cemrwmwdo - M (22) Corn (14) obtem-pe
Wamm e -

2)>

-1

N = XA 5{25) o

_,__.V.;,:_fMATRlZ DE RIGIDEZ E VETOR DE C(ARGAS
NODAIS EGUIVALENTES

5 wona. placo a’e/gaaﬂa puabme fide o wm
(;a/\/w%wm@m‘l'o dui"'r buido uw,ﬁrme // \ .0 andicador
vorwationok do roblema,  que /u/ore/m-/'a a wmg:o.

Vfﬂ’emuae ‘!Emlul do /WJ‘LW"\Ol) ¢ Adado rOr:

ST P

ende - .
- U= mergia intama de d&-ﬁ?rmagaa

Vo= Pokmoco.é dan 7£Jroa4 wxdernag

D& erdc ern (& I/xprcssao (13)

U = J kD kots

A
5




W vepartamento ge tngennaria Civil
" gt

o é potoncial das forcas wckomat V" ¢ Oads pori

:
i
i
. . i
i
[ S
Lo
H
!

Cve-[quas e
¢ obhda o portic da (emdicas de wtaconanidade do

3fr=0 l2¢)

A yxf}ressai'o {26) fmdu_g wmhmm‘w'cammﬁ, acqna&,;ﬁo ?e
- Q/Y)Ubﬁia. ro-ﬁenaa@ fofaf m{mm do Ais-/'cmq.

=0 => sU+8V = O | (27)

gtdys'\'\iwndo oA x/x,omsso'u {15), (14) , (15) e (.2'5) -
WG MQNSSOCO (27)/ %ega-/u a

MJCJ /@PKNBdSé— %,0} JN c%d5=0

S | S

. .V i { Ry ‘
POUW\ Mo VWW%@O arb#ro\’m‘q de ”é\ } ‘l(,f/m—/le %(U:




M vcpal ACIIICI AW UC Ll'scl'llal KT S,IVEL
‘Fasg

FOL HA /4' DE
e e ]

onde

IR
T

Pam 0 L/cmvml'o IIH-wnﬁular de ings de / éerclade

tomoad §

\

L o P
% PK,? ds (MATR\?_ DE Qw«oe z>
N 2 9)__.___-_'_.:

( CARREGAMENTO MODAL)
EQUIVALENTE

lZ

%ds

Bk

(,U;-_-Ng :Xé-i% . | o

+97/9x ) ~——7 R

k=gt XA d = Z2A 4 (e

N 2 hd n
+ZD/9x9y

. b

000 -200-6x-2Yy O O =bxy O |
Z= 10000020 0 -2x-by 0 -6xy

000020 0 4x.4y 0 6x° 6y*
(30

ST EIF
K= A “szM}Al ; §=A.J§qu 1
~oo g~ T ~ ~ ~ Vg 32)




M Uepariamentio gt cngeimaiia Livie
‘T

I FOLHA '5 DE

e . . S . s Lo e s
2.2.- (ouDicOES DE CONTINUIDADE | PARA AS FUNGOES . . |

+ e s e w o e e - SEENS—

' DE INTERPOLACAO. :

(/'ma 09%0(,4,055,0 neanoma farwn Ndo /Jaﬁafmvze)?m

dodo rMOd&/o de ,,/ymwnlaﬂ ﬁnh[e’i afuswﬂt\'f _/9.04/_&/_;0'_(5..{’_,.

Gue . .
cm\vmgém';wLw J e 0 eovm po At dm/am,myn-}'m adol-adp
Aalﬂsncaw\ al  choma dos l/ﬂe’na/it{olu de (mbnuidade’.

Aofxénivéndo-m quu o mais dta ordom 4o a/ﬁmlada
J{fu CL(OUUCA. e ‘Fmae'na.{ o/a. p/nergia fol(m(,{a/ ‘/’07"&1« ?OMR
w plocor fo ‘m" | deve-pe ter: [MARTGOD] <

) &W#Midade intena :

j 0 mode /o de &/WW'IL@’I ﬁnné?'f (£/m fwngafo

aCo deslocammmto ”UU“> dwe et difomavel ate”
éa ordem ma alta “m’ qut apons s Mo 7414&"0"%7

; (fwva Gt lwa'a wma ’mkgmga(vo nao ""‘3\’"“’). o

“) :A@wﬂhwd&ao{e mtre tlomontet

0 wodtlo de L/{/VVIW')I'B’X Lmilﬂ dwe ser tmtinmo

wmtrt o8 dommmtot ot uma ordem & memed qus

_ a \OUA a,ua ordeyn //YVI“ ¢ a‘awwu M,Fmao{ma,]/
'W—o&/, de deve per de Comtimndade ettt




W Departamento de Engenharia Civil
‘T
"'6 D&

WM frobexmaA de Flam dt{godwﬁ 0 %mama/
40 ﬂm_grgia Qoo-’-emo(a’ CQ’W'ILVYV), ﬂ'tmvacfazj /l{gandad dcu_

_ﬁmwes inwﬁm:'/'a/l KO?O “m=2"

A f?rume,ra dosr  dua deno(:coeJ axmlﬁuﬂref { W

%da fw{o foto de m pptan wkl :bawlo ﬁmcou polivo”
miows .. No WJ'DWHLO de acords om a /;6344110(4:\

Cmdwa/o: 0 'mode/o de a/memlm ﬁmim deve adymm%ar
Cemlwwd&d& de 1% ordem - /;?o ctt

Porl—owr}o "o apmod 0 cormpo de quécamwmz%
"W dwe mr amv[:nuo mar a pun Avivada  09/on)
| tombeom dwe e ComL;W Nne mitrface mtre  dols

dwnwkﬂ quramauet .

., pww» vvuﬁmcao duta Cemoﬂcwo de tentnuidade o
f/h’)WnlO RQ"'o«mgular Im M')tudo &mA dere - Qoor vampl
Qa 'Fﬁ 5) %“ MfrcAM‘rle 0 Yodo "1 Z dc s
@’f/mem““o Mlvmﬁu‘ar , | -

t
¥ ’Y U+\/ = U=JZLNPKEJV
: ’azw/ax : Y
: %/=f Ew/ayz [ | V4 \\
ZaUU/gxayd




m Departamento ae tngennaria Livi
Tt

” ‘OL'NA l7 DE .
- - !
S 1 x " -
]
!
!
-3 . -

Fugura (5) - C’ond«ccw de lentnuidade para as
dwvadaA NorMai 5 [ZlEN77]

A d,rccm notmal| m* ¢ "o realidade o duuzca/o N
£ Vor*an-l'o 0 oé(y-l—uvo d W‘L’ar ct,uc "w' e 9W/3)’
N M-l'cw 6[61[»7\!405 quoGam&m'h, /;Joﬁ vedores de w ow/ax
e 'dw/?y Vm-}m vodaid YPu f/noan-ﬁro\m Mma

linha ”l 20

Ao lngo da limha “1-2" (o0 e y=CorJ$T> tomse

o~

2
] W= oagyaax + azx o+ ..
) MW - by 4 byx+ byx4
‘ 'a),
L ’ | { |
D numers de  temtdomter a;, e b ¢ oo do mumeng de

chmnelvoﬁ wdaii Ao &mgo da linha “4-2" . Por uwmp/
Ma;oﬁ«m de 71-2" /g-ow:J-Wn ijlm-‘ao‘o
dmloco«mm% W pode voriac cubieamtnte | ot,u.z e
\/wwoao tbica  neumit= de 4$M.é¢nen-lof qbuw/lxugovm

7




w Departamento ge tnhgennara Uivil

fm’un ,6 DE

pE—

g aw/ay

ui)i /
dcmvad@

//

3?;) aaom yana o Laclo

'3

Por éw»Lro /adlo' a
Podea vauwou LINEARMENTE

W‘FWW de ” Wy, ¢ W,y

Q&P{l\noto A—& 0 natioctmio /a,\[l :bado o wprmou )

/ Ou:m?a -

( X =CONST

{ W=+ ey 4 C v |
|- W= CG+C 3 :
4
4w = dit doy + dsy® (34)
2)( _
Tom-se wntdo : e
Ao Imao de ('1-2) =P %(L-( Ao dc]acmde )mw:melro.f
| dt mos “Le 2
o Jono de. (1-3) WVM)
0 (1-3 , |
ango de = i Gus Aodepemdc : Fa/z,afme?[mﬂ
det VoS e 3
Dzrivahdo-m 0%5} torm /uﬁowa X dom s qut
' )
g 'DZUU N ;,%AA{ a’cizumo(c aﬁeo lm/L;mw ‘L'o& dos no's //_le 2“
9y o
Anm@ogamw+€ der-vo‘mo(o - M %u_) (e M@a&;o a }’" Ouffm se:
g// BZUU“ 5{4“ dffumdt At Va/wmmLM de’)vws “1e 3“.




w Departamento de Engenharia Civil

‘Ta¥t
FOLMA {9 DE
T " " . ; .

T o P .

o o Fm'l‘o mum  (no ”i;\\) ‘/mec xmwﬂa‘lézm{mz[e
WO, NGO, UMa VR} qut mao ,904wm91 ty,
MWLMMCW*{/ a amo(xcfa'o neasmaria de Kmv‘vnwdadc,

para fva/ons _ﬂ/doi#a'»io.( et aawxa:mclmj Aot ol "2e3,
Concrus &o -

..f,,l_':__,/,_,lirnpoﬁfvc{ d’t/v'*nir mediomte xpressot § Fo/m/armiai.s
fwraples fvmfolef'de malmpo[agc{o UL ARG e
W()m#bsiicj,ade, ﬁe'mp/e#c‘ ( ¢* mo Ca/h;) %L,Lam&(p nol No¥
/w”/la'})‘ meohlm &1 \/alorcs de //(U“ ¢ de AN derivaday
qznmura_;s\\ Lzien77] .

A emtiwdade do dM[ocwmemlo ‘W ME’WW&\

‘ e . _1[0 : - / v,
V'S)WQ P o o, yma votiagio wibica de "W veanits
de 4 Va/wmA vrel e mr de,[mida um’voomnemh) que
- ! /7 W .
pon et dois dodocompntn Fompvorsais Wi e W; ¢ ar duss
| ! 4 A\N . - S o\
no\Lac’QM Wt W, lengo dt uma linha generica “4-§.
Ror sutvo loado, o derivada //3W/27’)\ )' obhida oo
lfout“’ir da MPMSSOTO (l?)) —tWWIb(’/Y;O arresem'/'a MM G
“\/WC;&O CV@&)CA , £ temo o wxishm 2 pmo@me#ol
nodait 7 Wn: t W, witoy  wto doivada mao < defm;da
de forma _univoca . 0 Elomento ¢ dido © “NAo-conForME ™




@ Departamento de Engenharia Civil
200!

A uar d/a wolacao da arno&m dc ﬁe'nvl\mudadc
de MWWH mtre dmeniet m:w /upruxnﬁr Ve eMA -]
wamme o mdo metravnc\o\ dos o det (,@&
ConhTini 0 muifed clomendr  Mmao - enformes” dom pido
mnpfmwwh ublizadet om mundbadet pochsfatorios)
kum quwsaa(nrc& duxmvofwwmn ﬁ/mmj‘tn f;‘nnlm I%VM .
plocan da que Aahs{;&eswm ) md,még de
(‘,e’nl\w L, Exe/mf;[o.f de E tmm*ol anlo! COMFORMES parc P[acaA

dﬁ%ad{m odem  pen vnten tya dd ) for l/xe/mp/o om
[ 2IEN TH%” ) capn’-/wlo 10, A&?oes 9, 10 /{4 ¢ 12 | |

— ELEMENTO TRIANGULAR PARA PLACAS DELGADAS —

A _,ft’M‘{:’ﬁ\"'W&} de "formu&»gaio de wm elomendo ﬁni-/o frian\gular
de momeira anedoge a0 lmento rutomgudan utudado
dmtvuwormente e treu aﬁngna/s d»ftcw@d,ades 57a

Jtmom‘aula& L&AA‘)lrado na

690# w(/mplo o dloments ,ﬁw

f\% 6)

':iﬂum ((,) - Elwmm-‘c %‘m\‘—o ‘(:Mav_ngutou‘ P/ p/aoaxj ddﬁada/l




W Departamento ge tngennaria Livil
TRt

IOLNAZL DE

L Dé acorde o a ':‘3. (6), 0 elomw-l-o 6Pr¢f$'€m4'&:
Q\Qrwasdc Nibndode | o wm jro/mémio tecbico. tompltdo
OFrmviH 10" tumer 5 |

o Do‘);:s Cavmrb.( de d%[oowmoh‘,‘o-f dedo«*ﬂ:rodwa

A
L 4
X Y X )
X Y x> xy y°
3 2 2 3 3 [ 2 2\ 3
e o "y X Oy +xy) y

{a) ~ (b)
A OPc’do {a) omidk o femo ’/Xy“ . 0 J/{,m(mJ—p
/u/)qUova z/ Xmapag de /wi?rc&fm'}m um !m"ado de
’/TORQAO PURA\\) rndo For-}om“l'o tmsidviado ivacitavel.
A opcao (b)) condus @ wm clomonto Gt ,a.mdt a
//ISO‘ProfVia 3wm¢/1’-r\ica\\) aFresemf-a Uyobm'zfropmedaa(ej
de (‘,vnvmg@wua ) al?ums FCOHVMM de m‘m?dc\:walade
N /Légdgoio mtre e ooy de /ilmdadc 74" ¢ an coonde-
nodan (chroxisbmdvm 7a"  [vide /z/x?ressci'o 20),

lad

- Mais ,L'n{;)rmaciove.( Aobre ehte e/c/memlo ﬁ'ﬂi"’O Podcm AN
Untentra dan , per memPlo) om [ CooK 83 ZIENT] .




‘M’ VERPGSI LaIITINU UT CIiyoiniania wiva
‘Tt
1 vouns 22 e

23| ' TEORIA DAS PLACAS DE MINDLIN

. o
Q) HIPOTESES BASICAS :

- Pan-l'ﬁi A«‘Iu@dm na W—A’a‘z 'meo&,a c{a P/acc: (Z=0))
o fmov'cm—u a,wm/] no défwc;a':q € apo'a Méfeérmg;e&.
— Pem-la\ Mwluade'l pbre  wma linha Vw#a nonmal

7 /m‘@maﬁ"ae medva da y/m M#M W df%'macgw)
 paramcondo obre s Lnha 2t o qual v

YWLOUNA mumfmmmh /X/ba' ’h.of‘mae a /}u!zot#'ae Mfd,'o\

i} ax;e% oA d_tgormﬁ(:o‘{i ( vide Fig. 7)

— anl—cd /J«'J—uadﬁ’l %@m de: Mf)mﬁ’a‘e 4rmcldxa d/n flaaa
fo/m_ernmﬂl(A de M/ocwmfm{e nas dowcot

://x,y ¢ 2° dadan Wf?-&c-/wamem‘/'e por //M)\/ ] W\\.

— Assim Cemo ma teoria At K’"‘CM’W-f{) s Jensdes

MOrMoUA & /)f,cpmﬁ’a'g fm{/al'ga da Pﬁaca AdLo dwprcy’vu.:

- fms.'dmm~u (de {ormo\ a?roxsmad/a\* oA
ﬂ&or»m.ac!o‘tj For' cisalhame,w%.

* > 1
o 4*30”““‘,"\” ofartn a pssibilidade de imponaminto  ( “wanpimg’)

t -
da ncan | doi a wxpressao: “de Jorma apioximada®,
L 4 ] ]




w Weparameniu g gigoeimario wivy

.
i
[

DEFORMAGAO REAL

DEFORMACAO ADOTADA 4——-—“7/

NORMAL A SUPERFICIE MEDIA
DA PLACA APOS A DEFORMAGAO

[HINT #7] |

b) CAMPO DE DESLOCAMENTOS E TEFoRMAGSES

r

FOL HA23 DE

SUPERFICIE MEDIA

I NORMAL A SUPERFICIE MEDIA DA
| — " PLACA ANTES DA DEFORMAGAO

Fijura (7) ~. E'&mvn-’o [rnf'ni-’(s;ma‘ de Ftaoa \';SF%SCL,

M:—ZQX €X= "Zex)x
\
1 Vv=-26 J b =-20,, (35]
Ww = w
_
\-X\X)/ = —-# ( Qx,y + 9)’,X>
-
. - W, - 86
Dserorgocs 4 X‘XZ X X
. devido a0 — = 1cyz = Wy - Oy
 Cisalh o -~ |
Lisamoamen . -
§l:: -z <e¥»,1—i ejl:j 1 91:3 + 6‘31"'> :': -z ‘B'K %K.—»VSE\.&%&?:‘;’Q{UM
Ef: - <9x - W, 6‘,; - Wy V= ‘{?;s &5 —)fDO.v‘O.CL'SQJL\O.W\CWfo




w Departamento de Engenharia Civil

= ‘Ol‘HAZ4 D
¢) KeLa QZO MOMENTO OujRVATURA .rq_'z ) |
: f : j _ X :
&mchmJ'e;s edivar de temsao - ,9,- = Txy > (36)
: Oxz '
B | 1 %y2
Qelac{o’u) Tonsao x Deformacao
T-C ¢
U I —
onde - t v o |
; D
£ vV 1 0 ~
C = 2 0 0 %I
L) | —— ——=& +——
1 4-V) o
0 121
| 02
(37)

ou MJa'O :

A rw[ow/a'o MomenTo x (WRVATURA ¢ obdida per ml«ﬁmc,oio
dm /ULRA(’#M alLimaer Q0 /éﬂ'}’\,ﬁo da u)acssw\a ”f“ d,a Flam}

MXW — ' -1 r ?Qx/ax 1
My Pk 0 26y/ 3y
{ My p =~ | 4 0%/5y + POr/ox | (34)
o, | | o~ Lo || G- oWax
D
k_O\y Q : ~3 5 9)/ - ?W/a),




M GRS LAIIICINIL WUC B ITYCI i g vl
)

-V

FOL H8 25()[

ondde

DK esta’ apresmbado Vo wepressao (10)

“kt6 07 . |
, 1 D5 = | | . : 6A= v
'lv 0 Kt6 | ) 21

o {: Co . d rm
fhfksjﬁ‘oo;!»co ( Gx = 6)‘ = G) (:[5/:)# )

L -
_ s 96x . 99y x  ¢y ! g W g W
k <9x}9)’/?)’+9xfx'a"/gy ?

L_. Vebor dan  Cwwoturad : (35)

OL) : V W ’ :
; O coe}aavn?[a 1.4 ¢ ML'OdMycLo oo wf‘rigfr a
l’\l(o}lcsx de Otu.{ % dM"ﬁLwc,ofo de +omsoed gisalhomten

//6xz ¢ -éyz“ L/ U’Y) rme . O Vﬁ[Of //5/6 1\ Oor,\MFWJL

o &msndmacao de wuma  date f%acao Fa/‘wtéo//ca
C&«A ‘thsou w M/aa

]

A s g

NS>~
IR
L_B
X




W WENSI laniTiiiu uc Ciygeiiiiaiio wivi
- [4
fFOL NA'Z 13
i . l

d) ELEMENTOS FINITOS PARA PLACAS. ESPESSAS.

04 thomentot de P/Gwa. formulaaleﬂ 4t aprdo Com a
‘Eoﬁa de MwdLIN devem PO CaPaAS de r&tm-rlur
tonto as deﬁrmac'o'e\r Jaor Fexdo %uam-lo a/ o(e/arma'cie;
or tisalhamunto, Porvlamj/OJ no zyxfnssafo do

[
UV\M%«?G mme de cfe/ofmacf{o 0" deve CenA'l'aJL as
trabalho dot tumsoer tisolhantes

Fma/la/& de
"Txz v zya\\ Aobre a4 dlmwlorcl.é'cs vasa{s //ZS'H 2 K'y:

ﬂm\uol« \/amem'kj ou A(?‘m :

, Y,
Uz_'_ff (Gt Ty + Ty My +
2 5 Y-
/ (40)
+ ZXZ\@xz + z)l?_ \gyz dz ds
oU ma ‘forma fmaulvacia(;
%/2 q;w
U:—‘—J\J‘ [<£x 5)’ X\"7>4®L' +
- 5 2 ,an | (41)
(G
< ¥\ 2 ¥ya> { | dz ds
Oyz|




F0L HA 27[~.(

W el SMTIILITISS  wen  me EYIpt TR vee  wevyoas
4 -
- St

| I'nltﬁro«mo(o/t—c a mpress—éio (4‘)? ao %o da
vpvuna ¢ pubititindo -ae o rlaedo  Momentox
Cunvotuna (expresac 58)/ oblm -se -

U = 5 J [ﬁt&& + kf@sﬁs] ds  (42)

~/
S
\ / \ _/
PARCELA DE PARCE LA DE
ENERGA DEVIDO ENERGIVA DEVIDO
A FLEXAO " AO CiSALHAMENTO
r -
ewde:
. By
& = <____V = \/(/'%0/‘ Ao CLULVOHI'MQA
,{{5 (vide Wpfesm“o3‘1)
- v :
05 de f[éwzcﬂade em eade mo de wum z/efm(/n-!o

de ‘y&wa\, DN Condiskm  wum, aéwocowmymlo Tomaversal,
W' ¢ duas nm‘acocs "B ¢ 6y

0. dwlocovmmk W' e as /waézacole! | O, 6‘97“
lml{npoladm o[c ,@rm&x x'vxd(,fude‘l’ﬂ fuﬂaA M{Ama/) Mmu
de m*quolacao, U /)47& :

W = NiW- , G =

i=4 {

M3

NL QKL L 9)/ Z N 9)/"

l t=4

L}

3\
Conde. (43)

"M ¢ 0 vuwmeo de mor dos wlemmio.




W LCHAI IGIIICHIIY  UT L IyTisiiar 1o v
¥

4 -

- B

s 28

A l/KPJ!JMiO (43) foa& AN ?uuu'-i'a e #rma

modriciad | ou st - L
) dia W,
. -~ _ 9x|
W NO O N OOl IN,OO | g
! |
B =|ONO TONO =+ 1ONO || "
6y LOON 'OON| 100N ]}
W, | (44
o7, a,ifnaﬂa: : QX"
9)'7\
\

( 3':1) (3':%) (3nx 1)

As  Lurvaturas (%) soo dada aom*

R=Y u (45)
T Y4/Mma WLB de O}amaa(x)re_( dxfwmuo\is
dada por:

"0 Yax 9/0 |

|0 O Yo

Y B '0/2), ?/2x (47>

-9
/2x 10
:%y 0 1




w Departamento de kngenharia Civil
43

FOLMHA 26 DE

r”/: U-{-\/

L

560641\"!4:”0(0 - Al (45} 12 (47) lfm (46.)-,@05%7-&(-

E-TN 4 -

¢

¢
Bl
¢
lZ

ou ainda
B =B +B
~ K ~ S
a4
0 Mo 01 |0 WL o
o 0 My 0 0 N
Be = |0 ™y Moyl My M
0O © 0O | je o @
© 9@ o0 10 oo

— FUNCIONAL DE ENERGIA PoTENCIAL ToTAL (’IT’)

nde . //U“{/ dada Fuﬂa wf)rcsm% (42)
Vo-| gwds
- Js

(48)

(43)

[51)

/52)




W pepartamento ge tngennaria wivil
Y

FOLHA 500[

swl.'-!\dnc{o,:—c aA wfrcéso?f (4'5)— ,c.(isto)- m
Osmd;c‘o:o de wtpcononidede de W, obiwm.se -

M= 3U+3Vv =0

i
, 5% . i Ks . tr—;'\
7’,\,{J§tPKBKd54 + ij,@s s B ds d= %,C}J,N ?ds
S - 5 S
- (53)
%
O‘Yw{{’,r f = ﬁ 0!}
L O ]

Pam Mmma \/a/u,ac(ato aflbil'falriq de ‘"Ué“) dw’c-,u ‘G/u-.

(K + k)4 =1 4

MATRiIZ DE RiDE2 CARRE GAMENTO
EGUIVALENTE NODAL

onde : L |
| K, = J B, D, B, 45
5

I
[(})
]

. |
j 6 D & a5 (55)
S

4:“%0‘6-




«m Departamento de tngennaria uivi
Vgt

T

s e g s b i

vtdor de |

: i

: l

z) EXEQCthO e
I

061'0» a ﬁ/xfrcssoes a@a ma-/-mj 6[0. mg d‘& 2 do
007gaA. modain wkwva{emhj M’n W

dar™ wo"d‘mm Zoca-m | ;6 77 J- ane o olomonto
d (Jﬂaca AmdAcado No - 74544/1@ abmxo [BATHBZJ

QE§QLUC{AO :

Da Jz/x]:ressd'o (54) {e/m.se»:

| R X |
ende T Ky = f B D B 5 ; Ks =J§5 D.Bds  (5¢)

FOL WA 31 DE
P

| - 3cm >
t
%2
v /// 774» 7 Mn/r
NV ANATY 4
¥ 4 6 %
e

[ Ko+ Ks) d =




w Departamento de Engenharia Civil

‘TG
» v FOL MHA 52 [»] 3

ke o
) T o kte |

- - _ - (57)

O O

O P <
T
<

o < +

)

DL omoro(o Com  aA Uxfnssoes [50) asma-’-r‘ja.s
//B ~5\\ /.l—ao dadaA FW’

B.= | ** = | 0 M Wow | (58)

M{ //"“ M(NW’L“ 0] Fem‘lo Y\ocloul (/‘.“~

_ Dmtmmmaoao JaA 7/:mcoef de _'[,nkpf,o acao (N)‘ ,

. Sistema eocae ; 1)
N = “*‘7 u?l 2 It




VVVVV

fuumm d/ﬁ W‘Lf"g J'a,calmam

 Inwersa .

-fm&u( da TWW!A‘FOV'MQMO J'cu:ob oana .

L Admtamdo -AL mﬂﬁ uprm*auw LSO‘)&/WMC‘I’NC& :

:Zchc ' md ¢ _;‘eyt__mm
Yy = ZNY comdmadas des
| _ | (Peml-m mdm
Zi_[ 1+v) (145) (5)+ 149)(1-5) (o) + :
[tm) 0 ;) (0) + 17)(1+§)(5)]

i 3_‘_4’_‘?7_) i+’7 + 1- ?) => = % 1+§)
| (60)
IOSWW#

B Z L i+7 HE)I (2) + W))(i -5) (2) +

(1-n) (1~ 3) (0) + (1- ])ms) o)]

. y— éui,’l) [145+1-5) = | y= [247)) |




U Ut giyycinaric wivi

W vepai taginene
“tars

fffff
Y "

ooy 4L
“”/z .
Mfml‘fls \Ta,(,obmc\ .Invc/f‘sa
2

3

deJc 7 -

- Cafm'o O{a/x 'Déri\/adaA | 9Ni/9x,

' i
@_T\_f__g___ wil;f+2ﬂ'29/

on /?)’x

Coro|wom | 2
DR - A I

e O
‘[O 372]

?.N"/ay

-Oi'

L

B 5

(63) o

Awalogwmwk
ot

—— —
——

X

_ M) 2 -
4 3|




m Departamento de tngenharia Civil
A NS

6 4

-

-

L?) (_Z_tﬁ o +4+ (144{15) oy (19)l) o H Ll’)} 19)(1+§)
|

45) /H_)_?)_i) O (_ﬂ_{ﬂg_] O “ﬂ;”}’wohw

213 /ALy

| (¢6)

SMA'QLLMY\O(O M m}msso"a (57),__5(.45) ¢ (66) no
Mf)rmo% fSG) v drowformende -m o patma de toondima
dony "xy" f/o mhma  modural {’27)", obtors - st -

(¢7)

4




FFFFF

......
o 1

| tg’&»:JfJ\ ,@5958 ded;d? (68)

N S S

.. [}119 det 3 de 0(7 | (?9)

.|N4ooi, R
10 Ny 0 _(70)

mnc%dmcﬂ% uniforme
dM+rnb«udo ‘pOf ,wmdadt

d/zmm




A W Departamento de Engenharia Civil
SN

roxw537og
; : : . - 3 . ! H R ' i

‘ ; S S S
i :

| | |
Rereaewcms Bteu 06 RA Ficas

e g e I

[BATH 82] - Ba%e K| J' " Bnite Eloment Proudures

,l'YL Engmw\mﬁ /4'1142,’)/5:5\\ Prm-’wo. Mfmm
Im., Vo Tersey 4962

»..[Congg-_\ Cook R.D, Malkus D.5. amd P/cskaME

//amap#j Wrw( APPIICO\'?I'\O’M 01( F-'m-l-(
Elemint Analysis™ John Wiley £ Sy,
- ord ia"#o’n 1989

‘[HINT77] Lhnbn £ mwe Owin , D.R T, - 7 Fini le

E/&m(m* 'Progmm'm;hj ) ,ACﬂdVMJc Prtss
Inc. ) 1477, |

[ MARTEO] - mum L F - "Notasde dula” do cunso
Civ - zuz E/mmv’«ﬂ lem Depte. éng Ol
Puc R;o 1990

[ZlEN??] ZH/HK"W»C% 0.C - /#’le ﬁw;h E/ewnf/mL
o M{%OA ' Mcému Hil | 3cd EJ fom | M77




