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1. CONCEITOS BASICOS DE ANALISE ESTRUTURAL

A andlise estrutural & a fase do projeto estrutural que

corresponde a2 determinagao de esforgos internos e externos (rea
coes), e as correspondentes tensoes, bem como determinagao dos
deslocamentos e correspondentes deformagoes da estrutura em es
tudo. Esta analise deve ser feita para os possiveis estagios de
carregamentos e solicitagoes que devem ser previamente determi

nados.

0 projeto estrutural tem como objetivo a concepgao de

uma estrutura que atenda a todas as necessidades para as quais
Lt i & “ kel #
ela sera construida, satisfazendo seguranga, condigoes locais,
condigoes economicas, estetica, condigoes construtivas e restri
coes legais.
A anizlise estrutural estd baseada na definigao de um

modelo estrutural onde o comportamento da estrutura € previsto

para as diversas solicitacoes. 0 modelo estrutural e um modelo

matemAtico que incorpora todas as hipoteses feitas para o com

portamento da estrutura tais como hipoteses para o equilibriocen
tre forgas e entre tensoes, para as relacoes entre deslocamentos
e deformacoes, para o comportamento dos materiais que constituem
a estrutura quando submetidas a solicitagoes, e para as condi
coes de ligacao da estrutura com outros sistemas (o sole por

exemplo).

Estas hipoteses fundamentam as condigoes que governam
¢ comportamento de um sistema estrutural representado por seumo

delo matematico. Estas condigoes podem ser classificadas em:

- condicoes de equilibrio
- condigoes de compatibilidade de deslocamentos

- relagoes entre tensoes e deformagoes

Para estabelecer as condigoes acima e relaciond-las com
um determinado modelo estrutural e essencial definir um sistema

de coordenadas para identificar forgas e deslocamentos.



1.1. Sigtémas de Coobrdenadas .

0 modelo matem3tico utilizado inclue um sistema de

CoO0YT

denadas globais a nivel de estrutura e um sistema de coorden

adas

locais a nivel de elemento estrutural (uma barra de um qu

por exemplo) para definir forcas e deslocamentos,

adro

Convem observar que interpretavse deslocamentos por des

locamentos e/ou rotacoes e forgas por forgas e/ou momentos.

Tambem e importante nao confundir sistema de coor
das com sistema de eixos, As coordenadas globais saoem geral
nidas segundo o sistema de eixos globais da estrutura como
visto e as coordenadas locais podem ser definidas tanto no
tema de eixos globais quanto em um sistema de eixos locais

ticular de um elemento estrutural,

1.1.1. Coordenadas Globais

Considere o quadro plano mostrado na figura 1.1

dena
defi
sera

sis

par

oA T e R

FIGURA 1.1 - Sistema de Eixos Globais

Em principio nao vamos considerar as condigoes de apoio

da estrutura para definir as coordenadas globais mostradas na fi

ura 1.2. 2 5
e g T

“““““ C;g’ T T C;\z. "“;o”" T
E—,* ] 3 e ..ttu - e e

FIGURA 1.2. - Coordenadas Globais (Generalizados)

e
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As coordenadas globais sao usadas paras descrever uma da
da configuracao deformada da estrutura, ou para descreverum gru

po de forcas aplicadas & estrutura.

Fica claro entao que a descricao de deslocamentos daes
trutura e forgas aplicadas a ela fica limitada aos pontos onde
sao definidas as coordenadas. As informacoes quanto a deslocamen
tos e forcas em outros pontos sao obtidos em fungao das informa
coes nas coordenadas globais, O modelo matemdtico & feito de tal
modo que se possa sempre reportar &s coordenadas globais, por is

so chamadas de coordenadas generalizadas.

Assim a configuracdao deformada da estrutura da figura
1.2 fica definida apenas pelos deslocamentos nas coordenadasglo
bais descritos pelo vetor D formado por 12 componentes, sendoca
da componente Di o deslocamento da coordenada i, Analogamente,
o grupo de forgas aplicadas a estrutura e descrito pelo vetor F
formado pelas componentes F;, cada uma aplicada a coordenada i.

Os vetores D e F, mostrados abaixo, sao chamados de deslocamen

tos generalizados e forcas generalizadas,

D; : Fi
Ds Fo
Ds Fa
Dy Fy
Ds Fs
p= 4 D¢ (1.1) F=J Fel (1.2)
Doy Fy
Dg Fs
Dg | . Fg
Dio Fie
D Fn
D2 : Fi

As componentes do vetor D sao ditas linearmente inde

pendente quando a configuracao deformada da estrutura so fica
complétamente definida a partir do conhecimento de todas as com
ponentes. As componentes do vetor F sao ditas linearmente inde
pendentes quando e preciso conhecer todos os componentes para de

finir o grupo de forgas aplicadas.



1.1.1.1. Coordenadas Dependentes

Voltemos & mesma estrutura da figura 1.2 e, ainda esque
cendo as condicoes de apoio, consideremos que os membros da es
trutura sao infinitamente rIgidos ao longo de suas direcoes

axiais, de modo que seus comprimentos sao invaridveis,

Neste caso podemos estabelecer as seguintes relaggesde

dependencias entre os deslocamentos das coordenadas globais:

D} = Dy
Dy = Dg (1.3)
DS = Dy

Assim, a configuracido deformada da estrutura fica defi

nida por 9 componentes e nao por 12, como mostrado.na figura 1.3

RN L 'O R S ——

—~& N

MC S, o
Dy _Pg L& )

Figura 1.3 - Deslocamentos independentes

A dependencia entre forgas se da para garantir o equi
1ibrio da estrutura como um todo. Para a estrutura da figura 1.2,
as condicoes de equilibrio nas direcoes X e Y e de momentos em
relacac ao ponto do apoio da esquerda resultam nas seguintes re

lacoes de dependencias entre forgas:

fi
(&)

Fi1 + Fy + Fv7 4+ Fiyp
Fag + Fs + Fg + Fn

Fsg + Fg + Fg + Fyp + FyLy + FuyLy = Fgly = Fuu Ly = 0

it
(o)

(1.4)
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1.1.2. Coordenadas Locais

_Considere uma barra qualquer de um quadro como mostra

do na figura 1.4. Na figura sao mostrados o0s eixos glebais daes

trutura (XYZ) e as locais da barra (xvz).

Figura 1.4 - Sistema de eixos locais

As coordenadas locais podem ser definidas no sistema

global ou no sistema local, como mostrado na figura 1.5.

Global

Figura 1.5 - Coordenadas Locais

0 vetor d define os deslocamentos das extremidades da
barra no sistema de eixos globais e o vetor d% define os deslo
camentos no sistema de eixos locais. Os dois vetores saoc mostra

dos abaixo.



ds - d"
: ds ‘ ‘ d'z
ds d's
d = <4 (1.5) a' = < a7 (1.6)
ds d's
e . - Lo

Analogamente, os vetores f e f' definem as forgas que
atuam nas extremidades da barra segundo os sistemasde eixos glo

bais e locais respectivamente e sao mostrados abaixo.

K3 | ey
fz f‘z
£3 £
£ = < e @7y £ = S [ (1.8)
fs f's
fe e
A .,_,‘ — ol

As forgas escritas no sistema de eixos locais sao con
venientes, neste caso da barra de um quadro, pois seidentificam

com esfor¢o normal, esforgo cortante e momento fletor nas extre

midades.

A transformacao dos vetores d' e f' do sistema localpa

. -

ra d e f no sistema global, e vice-versa, sera vista mais tar

de.

1.2. Condicoes de Equilibrio

Todas as estruturas devem ser capazes de alcangar um es
tado de equilibrio estavel para um determinado carregamento apli
cado. Esta condicao de equilibrio deve ser satisfeita pela estru

tura como um todo ou por qualquer parggo isolada,

Para uma estrutura espacial as condigoes de equilibrio
global resultam em 6 equacgoes de equilibrio impondo que as resul

tantes de forga e momento sejam nulas:



’ & { L ez
XFX ZFy O ZFZ 0

M &= 0 = w
t X 2Hy 0 2Mz 0

(1.9)

0 nosso modelo matematico utiliza a condigao de equili
brio aplicada as coordenadas globais. Assim, a resultante defor
c¢a aplicada na direcao de cada coordenada global ¢ imposta ser
nula. No caso da estrutura da figura 1.2 isto resultaria em 12
equacoes de equilibrio.

Desta forma estaremos garantindo o equilibrio dos pon
tos onde sao definidas as coordenadas globais, Estes pontos sao
chamados de nos. Garantindo-se o equilibrio de todos os nos da
estrutura, garante-se o equilibrio da estrutura como um todo,ou

de qualquer porcao isclada,

Nos casos tratados, sempre escreveremos as equagoes de
equilibrio para a geometria indeformada da estrutura. Os moti

vos disto seraoc vistos no item 1.5.

1.3. Condicoes de Compatibilidade de Deslocamentos

Compatibilidade de deslocamento (e/ou rotacoes) & um
importante conceito da analise estrutural. Ela expressaa exigen
cia de que todas as partes da estrutura deformada devem permane

cer ajustadas, unidas, ligadas, durante todos os estagios decar

regamento.

Compatibilidade significa que os deslocamentos e defor

macoes das vArias partes da estrutura sao consistentes.

No caso dos elementos estruturais constituidos por bar
ras a hipotese de deformagiao da barra mantendo a segao transver
sal plana, adotada no nosso modelo matematico, implica na exis
téncia de compatibilidade no interior das mesmas. As relagoes en
tre deslocamentos e deformagoes, provenientes de tal hipotese,

para efeitos axiais, de flexao e de torgao sao mostrados no item

1.3.1 a seguir.

Assim deve-se garantir a compatibilidade nas juncoes das

barras e desta forma garante-se a compatibilidade no interior de



toda & estrutursa.

3

Para exemplificar as relagoes que garantem a compatibi
lidade nodal vamos considerar a estrutura da figura 1,2.As coor

denadas globais e locais estao mostradas na figura 1.6,

2

2» C-ZB T e c'&—w le.,m,_,_,,? Cvaw..-, ~ ‘ G?’Ml

Figura 1.6 - Coordenadas Globais e Locais

As conditoes de compatibilidade nas juncoes (nds) das

barras podem ser expressas por:

al = a} = p,

i = d} = b,

t = df = D3

;- al = D, (1.10)
? = 4dai = Ds

2 = di = D

Estas condigoes partem do principio que as jungoes en
tre as barras sao totalmente rigidas, isto &, tanto deslocamen

tos quanto rotagao sao iguais nas duas extremidades da junta.

- L e a o
Estas condigoes sao chamadas de condic¢des de compatibi

lidade de deslocamentos interna a estrutura,

Além das condic¢oes de compatibilidade interna, os des

locamentos também devem ser compativeis com as condigoes de apoio



da estrutura. Estas seriam condicoes de compatibilidade de des
locamentos externés. No caso da estrutura das figuras 1.1 e 1.2

tais condicoes resultariam em:

= Dy = 0
! =Dg =0
3 =Dy =0
! = D=0 (1.11)
3 =Dn=20
d} = Dy, = 0

1.3.1. Relacoes entre Deslocamentos e Deformacoes em bar

ras

Estas relagoes garantem a compatibilidade no interior

das barras.
Vamos considerar uma barra definida segundo seu siste

ma de eixos locais como mostra a figura 1.7,

Do d;k o Eixo dos Centros de
Vf.w,”w“-f-~4;,mwwkm,“wmmm /ﬂGxavidade
&
S 1 x,u

Figura 1.7 - Barra, Eixos Locais e Deslocamentos

Vamos definir as seguintes entidades:

- u(x;) = deslocamento do eixo da barra na diregcao axial x,

- v{x 1) = deslocamento do eixo da barra na direggotxaanrsalxz

- Géxl) = rotagao do eixo em torno do eixo x3; Oz = dv
dx

(afwﬂﬂM&Jo\

- k (x:1) = curvatura; k_= d?%v
z z

dx?

-(Q(xl) & rotaggo em torno do eixo Xi (torggo)

-
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1.3.1.1. Deformagao Axial

Define-se deformagaoc axial, ga, as deformacoes normais
a segao transversal provocadas por efeitos axiais. A expressao

ara £€a e tirada com auxilio da figura 1.8,
P g

Kz
-___,ﬂf—'——‘—'}— e - ga = }
dxa
/ 4
e : X,
S V7] Ast dar dx,
] =R
— — J— f ///‘ ..... et e e
Figura 1.8 - Deformacao Axial
Assim,
d
ea = 3o | (1.12)

1.3.1.2. Deformacao por Flexao

Embora seja possivel considerar, nGs estamos desprezan
do o efeito de deformagoes por cisalhamento na definicdo do des
locamento tranversal v. A deformacao normal a secao transversal
provocada por flexao & chamada e€f. A relagao entre ef e o deslo
camento v e obtida analisando-se a variacao de comprimento deuma
fibra genérica como mostra a figura 1.9, Considere valida a hi

potese de deformagao mantendo a secao transversal plana.

| Z: de
L e e e« e o i e T T g N R 8
kU a% ~ , KE/; z + dxl dx,
& - (- TM ‘ "—p—w-‘””»~-h§’ - >w
v—&‘
. YWAW"L % ‘ N T ,E',_
e e i .dii_. PR R d.“‘

.Figura 1.9 - Deformacao por Flexao




Ve

i1

Sendo dx;, o comprimento inicial da fibra, o comprimen

to final e dado por:

dxy + 0z . x, = (Bz + dOz dxi1). x2

dx

Observe que para uma rotagao Oz e sua derivada positi

vas temos um encurtamento de uma fibra definida por x; positivo.

Temos, entao:

. d}{1 + Bz, X3 = (@Z + doz dX})g Xy = dX]
dx
ef =
&Xl
-d2v (1.13)
ef m « X2

1.3.1.3. Distorgao por Torgao

4 relagao entre a rotagao por torcao e a corresponden

te distorcao & deduzida para segoes transversais circulares cmn

de n3o hi o empenamento da segao, isto &, € valida a hipotese

das secoes planas. Para secgoes transversais nao circulares, on

de ocorre o empenamento quando solicitada 3 torgao, a distorgao

nio depende somente do giro mituo das segoes mas tambem depende

de distorgoes locais.

Neste caso continua-se assumindo vzlida a

hipotese de secoes planas, mas a inércia a torgao considerada

nao e igual ao momento polar de inércia como o e no caso de se

cao circular.

A relagio entre as distorgoes Y e as rotagoes por tor

cao 475 definida como indica a figura 1.10.

4
FIGURA 1

.10 - Distorgao Por Torgao
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Pela figure 1.10 vemos que:

vdxy = pdd

Sendo d@ a rotagao por torgao relativa entre duas se

¢oes distantes de um dxi. Assim, temos:

= 49
Y P ax, (1.14)

1.4, Relacoes entre Tensoes e Deformacoes

0 modelo matematico requer que o comportamento do mate
rial (ou materiais) que a estrutura e construida seja especifi

cado a partir das relacoes entre tensoes e deformacoes.

Estas relacoes sao determinadas experimentalmente ou to
madas como conhecidas a partir de problemas ja conhecidos.

«Nos casos que iremos tratar consideraremos que o mate
rial tem um comportamento linear, isto &, segue a lei de Hooke.

As relagoes que compoem a lei de Hooke no caso planosao
mostradas no item 6.2.2. Para o caso de treligas e quadros pla
nos, onde consideraremos o efeito das tensoes normais 2 segao
transversal (hipotese simplificadora de resistéencia dos mate

riais) podemos escrever:
ogx1 = E €x; (1.15)
Sendo

tensao normal & segao transversal

gx; =
E = modulo de elasticidade do material
€x; = deformacao normal por efeito axial e/ou flexao

Para grelhas e quadros espaciais, além da tensao normal,
temos a tensao de cisalhamento devida 2 torcao (embora exista
tensoes de cisalhamento devido ao esforg¢o cortante, seu efeito

e desprezado):

-
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T = Gy {1.16)
&Sendo

T = tensaoc de cisalhamento
¢ = modulo de elasticidade transversal ou modulo
de cisalhamento

Yy = distorgao

As relacoes tensoes-deformagoes vao ser reportadas ao
sistema de coordenadas. Isto e, destas relacoes a nivei de infi
nitésimo chegaremos as relacoes entre forgas e deslocamentos nos
sistemas de coordenadas, primeiro no local e depois no global.

Estas ultimas relacoes definem as matrizes de rigidez mostradas

no item 1.9.

1.5. Superposicao de Efeitos e Comportamento Linear

Em todos os metodos basicos da analise estrutural sera

necessario ter como hipotese que e valido o principio da super

posigcao de efeitos. Este principio prescreve que todos os deslo

camentos resultantes de um numero de sistemas de forgas podem
ser somados para dar o deslocamento resultante da somz de todos
os sistemas de forgas. Superposigao tambem implica no 1inverso:
as fofgas correspondentes de um numeroc de deslocamentos podem ser
somadas para dar a forga correspondente a2 soma dos deslocamen
tos.

0 principio da superposigao & mostrado esquematicamen
te para o quadro da figura 1.11, onde as barras sao consideradas

inextenciveis.
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(1) (11)
-F3 ~Dy -F1 -DI 0 ~D%I
F =< Fof D =40, Fi=d F,pr pT=q plp plo p - lop]
Fj D3 0 0 Fs pil
|-F1] = |F2|
» -D, -p1 ~p5t
F=rfl s p1l ap-plap!l L4 g} - pIb 49 - pll
D3 O ‘;DEI
Figura 1.11 —vPrincipio da Superposicao de Efeitos

Para que se possa utilizar o principio da superposicao
de efeitos & necessario que a estrutura tenha um comportamento
linear. O comportamento linear de uma estrutura baseia-se em du
as condigoes. A primeira & que o material seja linear, e portan
to elastico. Materiais nao-elasticos sempre levam a comportamen
to nao linear. A segunda condigao & que os deslocamentos sejam
i b : .

pequenos’ para os carregamentos aplicados. Deslocamentos sao pe
- I e 13 @ “
quenos quando as equagoes de equilibrio escritas na forma inde
formada da estrutura fornecem resultados iguais daqueles obtidos
pelas mesmas equagoes de equilibrio escritas na forma final de

formada da estrutura para o carregamento correspondente.

A hipbotese de pequenos deslocamentos poderia ser resu




is

‘mida em: "Deslocamentos sao pequenos quando & geometria inicial
ou final sgo.iguaiﬁ em termos praticos". Exceto em casos parti
culares, as estruturas civis tem deslocamentos pequenos face &o
tamanho dos seus membros. Um exemplo destas excegoes & o da estru
tura da figura 1.12, onde o estado de equilibrio estavel s po
de ser alcangado a partir da forma deformada da estrutura.Outro

exemplo seria o dos cabos, que szo estruturas muito flexiveis,

Figura 1.12 - Grandes Deslocamentos

A dependéncia do comportamento linear com a hipotese
dos pequenos deslocamentos pode ser entendida =2 partir do exem

plo da figura 1.13.

Nesta estrutura, o deslocamento vertical do ponto A,
Sa, € fungao das caracteristicas geometricas das barras, assim
como das forgas P e H e do comportamento do material quee supos

to linear.

e

®

Figura 1.13 - Pequenos Deslocamentos
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Podemos ter duas situagoes: .

19- Se 8a for muito menor do que a (8a << a)

e 6a for muito menor do que b (8a << b)

Podemos considerar que 8a depende das dimensdes iniciais da

estrutura, ou 6a = 8a (a,b).

=

Como o material e linear, temos que 8a € funcao linear de?P,

ou 8a = C.P, onde C & uma constante.

29- No entanto, se 8a nao for pequeno em relacao a a e b, a de

pendéncia de §a com as dimensoes da estrutura pode ser expressa

it

por Ga §a (a + 8a,b). Isto mostra que o conhecimento do des
locamento 8a dependera do seu proprio valor que n2o & conhecido

a priori. Isto faz com que 8a nao seja mais funcao linear de P.

Aideterminaggo de §a sbo pode ser resolvida iterativamen
te, partindo-se de um valor inicial suposto e determimnando o va
lor correspondente, e assim por diante ate que o valor determi
nado nao difira significativamente do valor do passo anterior.
Este processo pode nao convergir, e neste caso a estrutura eins
tavel. Assim sendo sempre trabalharemos com a hipotese ~ de pe
quenos deslocamentos, onde as equagoes de equilibrio s3ao sempre

escritas para a forma indeformada da estrutura.

Esta hipotese tambem e chamada de "hipGtese da manuten
cao das dimensoes iniciais'", basica, juntamente com o comporta
mento linear do material, para a utilizacao do principio da su

perposicao de efeitos.

1.6, Estruturas Estaticamente Determinadas e Indeterminadas

As estruturas estaveis podem ser divididas em dois ti
pos: as estaticamente determinadas e as estaticamente indetermi
nadas, que sao, respectivamente, chamadas de estruturas isosta

ticas e estruturas hiperestaticas.

1.6.1. Estruturas Isostaticas

Sao tais que tanto forgas externas desconhecidas (rea
coes de apoio) como internas (esforcos simples) sio determinados

para qualquer caso de carregamento com a utilizacao apenas das



condigoes de -equilibrio.
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Do ponto de vista fisico, uma estrutura isostatica tem

o nimero .estrito de vinculos (externos e internocs) para que per

manega estavel. Retirando um destes vinculos a estrutura se tor

na instavel (hipostatica), e adicionando-se um vinculo qualquer

a mais, este nao seria o necessario para dar estabilidade & es

trutura, e ela se torna hiperestidtica.

Tomemos por exemplo as vigas mostradas na figura 1.14.

T"ét QCM) . 't 4 q(
MEo Alsns M2, . - Vi ¥
A & . “ry Mrdnk
1 sl . A
(o™ we I
% - (@) vie dxy (b)

* Condigces de contorno em termos de forceas

Figura 1.14 -~ Vigas Isostaticas

A analise do equilibrio do elemento infinitesimal de vi

ga (figura 1.14 - b) fornece as seguintes relagoes:
4av
XFxl Oceeteooqv-.oneco dXI q(x})
ZMA = 0 (desprezando os termos daM
dx

de ordem superior).....

(1.17)

Voo(1.18)

Substituindo a expressao (1.18) na expressao (1.17) ob

temos a equagao diferemcial que estabelece as condigoes de equi

1ibrio do elemento infinitesimal:

'
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dM . .
=7 - qg(x3) (1.19)

Esta equagao integrada ao longo da viga fornece:

M(x;) = jj g dx; dx; + Ci1 x1 + C» (1.20)

As constantes de integracao Ci1 e C; ficam definidas pe

las condigoes de contorno em termos de forcas,

Pela figura 1.14, vemos que as vigas isotaticas sempre
definem duas condigoes de contorno em forca, sendo possivel de
terminar C; e C2. Com C; e C; podemos determinar os momentos fle
tores a pértir da expressao (1.20) e os esforgos cortantes a par

tir da expressao (1.18).

Concluimos entao que para estruturas isostaticas so o
carregamento, juntamente com as condigges de contorno em termos
de forga, ja define os esforgos internos na estrutura utilizan
do apenas condigoes de equilibrio.

1.6.2. Estruturas Hiperestaticas

Sao tais que as equacoes de equilibrio niao sao sufici
entes para a determinacao das forcas internas efou externas (rea
goes). Sao necessarias condicoes de compatibilidade de desloca

mentos para a definigao destes esforgos.,

Do ponto de vista fisico, uma estrutura hiperestatica
tem mais vinculos (externos ou intermos) do que oS necessarios
para que ela seja estavel. Retirando um destes vinculos a estru

tura ainda e estavel.

Tomemos por exemplo as vigas da figura 1.15. Nao exis
tem condigoes de contorno em termos de forcas para determinarmos
os momentos fletores pela expressao (1.20). Existem quatro con
dicoes de contorno que envolvem deslocamento vertical, v, e ro

tagao, dv.
dx;
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P('L %Ki) Va, xa
4 {Iﬁ E"r"’ ‘ lx,, g
é dv-0 . G ﬂiz% X3
. C&J dxi A
P !
=0 -
3 AT, ' dx,
() M=o (L)
Figura 1.15 - Vigas Hiperestaticas

Para resolvermos as vigas hiperestaticas temos que uti

lizar a condigao de compatibilidade de deslocamentos dada

pela

expressao (1.13). Com este expressac e a relacaotensao~-deformagao

da expressao (1.15) podemos relacionar momentos fletores comdes

locamenteos. Pela figura 1.15-b tiramos que (observe que uma ten

saoc positiva para X positivo provoca momento nepativo):

Mxy) = jA - O0X3 . X2 . dA

(1.21)

Substituindo (1.13) e (1.15) em (1.21) chega-se a:

M(x;) =

Ou ainda,

Onde:
. d?v -
d)h

fj&
i
<

o
Py
<

g

curvatura

(1.22)
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I = Ixz = momento de inércia em torno do eixo x3

A expressao (1,22) estabelece uma relacao que garante
compatibilidade de deslocamentos (hip8tese das segoes planas) e

relacoes tensoes-deformagoes.

Para resolvermos as vigas hiperestaticas resta conside
rar a condig¢ao de equilibrio dada pela expressao (1.19). Substi
tuindo (1.22) em (1.19) obtemos a equacao diferencial fundamen

tal das vigas, relacionando deslocamento com carregamento:

2 2
%~2[%I %m%] = g(xi) ou, para I constante, EI d"v _ qg(xy)
*1 *1 dx;

(1.23)

Integrando esta equacao obtemos quatro constantes de in
tegracao que ficam definidas pelas quatro condigoes de contorno
das vigas hiperestaticas da figura 1.15, Os esforgos internos sao

determinados pelas expressoes (1.22) e (1.18),

Concluimos que a determinacao de esforcos em estrutu
ras hiperestaticas requer a utilizagao tanto das condigoes de
equilibrio quanto de compatibilidade de deslocamento interna e

com os vinculos externos.

1.6.3. Comparacao entre Estruturas Isostaticas e Hiperes

taticas

Nas estruturas isostaticas so o carregamento ja define
os esforcos internos. Por isso so existe uma solugao para estes

esforgcos para cada caso de carregamento.

Pode-se observar também que pequenas variacoes na geo
metria da estrutura (dentro da hipdtese de pequenos deslocamen
tos), por nao alterarem as equacoes de equilibrio, nao introdu

zem esforgos adicionais em estruturas isostaticas.

Assim deformagoes provenientes de variacoes de tempera
tura produzem deslocamentos sem produzir esforgos. 0 que pode
ser entendido mais facilmente se for observado que & estrutura

isostatica tem o numero estrito de vinculos para impedir seus mo
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vimentos, nao impedindo, por exemplo, uma variagao de comprimen

to de uma barra devido & temperatura,

Ja se os vinculos externos (apoios) sofrerem pequenos
deslocamentos, so introduzirao movimento de corpo rigido, nao cau
sando deformacoes internas e por conseguinte nao hi esforgos in
ternos. Este e o caso de recalques de apoio em estruturas isos

taticas, sendo esta uma vantagem deste tipo de estrutura.

De maneira anZloga modificagoes impostas na montagemda
estrutura isostatica, tais como imperfeigoes no comprimento das
barras de uma trelica, nao introduzem esforgos adicionais, cau

sando apenas deslocamentos.

No caso da estrutura hiperestatica existem inUmeras so
lucoes que satisfazem as condicoes de equilibrio para um mesno
carregamento {(por que?). A soluczo correta e aquela que satisfaz
alem do equilibrio, compatibilidade de deslocamentos. Isto tor

na a resolucao da estrutura hiperestatica mais complexa.

Apesar das vantagens ja vistas da estrutura isostatica,
além da facilidade de resolucaoc, a maioria das estruturas e hi
perestatica. Isto se deve aos seguintes motivos:

19- Algumas formas estruturais sao intrinsicamente hiperestati

cas, tais como a estrutura de um edificio, uma casca,uma tre

lica espacial, etc.

29~ Os esforgos em uma estrutura hiperestdtica sao geralmente me
nores do que em uma estrutura isostatica correspondente,pois
ha uma melhor distribuigao de esforcos. Isto pode ser enten
dido a partir das estruturas da figura 1.16, verificando que

o momento M, & menor que Mj.
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Figura 1,16 - Esforcos em Estruturas Isostaticas e Hiperest3

ticas

39- Na estrutura hipefestﬁticthﬁ um controle maior dos esforgos
internos por parte do projetista. Isto pode ser entendido se
compararmos o diagrama de momentos fletores da estrutura da
figura 1.16-b com o da estrutura da figura 1.17, onde as bar .

ras verticais sao mais rigidas. M3 & menor que M,.

| N LN

'3

[

Figura 1.17 - Controle dos esforcos

0 projetista pode variar as rigezas relativas entre os
membros da estrutura para alterar os esforcos internos. Isto nao
pode ser feito para o caso de uma estrutura isostatica pois soO
existe uma solugao para os esforcos internos: aquela que satis

faz as condicoes de equilibrio.

0 bom projetista estrutural e aquele que sabe tomar par
tido desta vantagem da estrutura hiperestatica, minimizando ao

maximo os esforgos internos. |
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49~ Em uma estrutura hiperestatica os vinculos excedentes (hi
perestaticos) podem induzir & uma seguranca adicional.

A Bstrutura hiperestatica pode ter a capacidade de redistri
buir forgas se parte da estrutura é sabrecarregadaqnoisexeg
plos desta capacidade sao mostrados na figura 1,18, Se adia
gonal D; da treliga da figura 1,18+a flambar, a outra diago
nal ainda pode resistir sob tracao, 0 aparecimento de uma pé
tula plastica na extremidade da direita da viga da figura
1.18-b nao acarretaria na destruicao da estrutura, pois ela
se comportaria como viga simplesmente apoiada, ainda esté

vel.

? _— | W
) 4 ;E ®)

Figura 1.18 - Seguranca adicional

1.7, Metodos Basicos da Analise Estrutural

A analise de modelos estruturais nada mais e do que a
determinagao de uma solugao que satisfaga condigoes de equili
brio, condigoes de compatibilidade de deslocamentos e relagoes
tensao-deformacao. Os metodos basicos da anzlise estrutural se

diferenciam pela ordem em que estas condigoes sao impostas.

Para nos ajudar na apresentacao dos dois metodos, e in
teressante definir para uma determinada estrutura duas entida

des:

-~ Campo de Forcas em Equilibrio (F,0)

£ um sistema de forgas tal que as forgas externas, F, (car
regamento e reagoes de apoio) e as tensoes internas, 0, satisfa
zem todas as condigoes de equilibrio da estrutura. Os desloca
mentos e deformagoes correspondentes nao precisam satisfazer as

condigoes de compatibilidade,
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- Confipuracao de Deslocamentos Compativeis (D, €)

f uma forma deformada da estrutura tal gue os deslocamentos
externos, D, e as deformacoes internas, €, satisfazem todas as
condicoes de compatibilidade da estrutura. As forgcas e tensoes
associadas a esta forma deformada nao precisam satisfazer as con

dicoes de equilibrio,

1.7.1. Método das Forcas

Tambem e chamado de Meétodo da Compatibilidade, ou Meto

do da Flexibilidade.

Tem como ideia basica determinar, dentro do conjuntode
campo de forcas (F,0) que satisfazem as condigoes de equilibrio,
qual o que faz com que as condigoes de compatibilidade de deslo

mentos figquem satisfeitas.

As incognitas do metodo sao forgas (e/ou momentos),dal

o seu nome, e as equacgoes finais sao de compatibilidade,

1.7.2, Metodo dos Deslocamentos

Tambéem & chamado de Método do Equilibrio, ou Método da

Rigidez.

Tem como ideia basica determinar, dentro do conjunto de
configuragoes deformadas (D,¢e) que satisfazem as condigaesdeﬁqg
patibilidade, qual o que faz com que a estrutura fique anequili

brio.

As incognitas do meétodo sao deslocamentos (efou rota

¢oes), dal o seu nome, as equagoes finais sao de equilibrio,

Este e o metodo que nos iremos tratar,

1.7.3. Exemplo de Aplicacao

Para exemplificar a utilizacao dos dois métodos vamos
analisar a trelica da figura 1.19, Todas as barras tem area trans

versal A e modulo de elasticidade E.
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Figura 1.19 - Exemplo de Aplicacao

Da figura 1.19-b tiramos a equagao de equilibrio:
fFl + 2f3 cosB = F; (1.24)

Da figura 1.19-c tiramos a equaczo de compatibilidzde,

onde estamos adotando a hipCtese de pequenos deslocamentos:
dd = dif cosf (1.25)

Da relacao entre as tensoes e deformagoes, expressao
1.15, tiramos as relagoes entre esforcos e deslocamentos de «ca

da uma das barras:

: dj EA
D L I b (1.26)
§ ¥ .
2 o dz L - EA ¥
E i7cosB ° ou £ T cosB d3 (1.27)

| #n

1.7.3.1. Solugao pelo Metodo das Forgas

A incognita escolhida € a forga £7. A sequencia da re
solucao por este método segue a seguinte ordem:

19- Equacao de equilibrio (1.24) que define o conjunto de solu

¢oes (£, f£,) que satisfazem equilibrio.
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‘ g1 F1 - £3
2 2cosB -

20~ Relagoes forga~deslocamento (1.26) e (1,27)

-

v oL e gt . L - 'y
di EA £a 3 de 2EACcOs°B (Fl- £1)

39+~ Equaggo final de compatibilidéde (1.25) escrita em termos de

forga

L : L og
JEACOSZB a1 - fi; " EA ficosB

Temos entao a solugao final:

f{ - F,
1+2cosB

A forca f5 fica determinada pela expressao (1,24);:

£3 = Ficos?B
= 1225 F
1+2cos™ B
Os deslocamentos ficam determinados pelas expressoes

(1.26) e (1.27).

Normalmente a resolucao pelo metodo das forgcas é feita
somando-se solucoes que satisfazem equilibrio para no final im

por a compatibilidade de deslocamentos. Senao, vejamos,

Observando a equagao de equilibrio (1.,24) wverifica-se
que esta contem duas forgas desconhecidas. Selecionando f} como
redundante (hiperestatico), corta-se a_barrail, transformando a
estrutura em isostatica, como mostrado na figura 1.20-a. Quando
a forga fi atuar na estrutura assim liberada, causara um deslo
camento relativo entre as segoes cortadas da barra 1 igual a:

80 = FiL
¢ 2EAcosaB

[P SE—
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Figura 1,20 ~ M8todo das Forcas

A esta primeira solugao, que satisfaz equilibriomas nao
satisfaz compatibilidade com os vinculos originais da estrutura,
vamos somar a solugao da figura 1,.,20-b, onde 2 forca redundante

atua na estrutura liberada:

5 = £1L , HL_ (i+2cos’B)fiL
3 2EAcos°R EA 2EAcos° B

A condigao de compatibilidade exige que o deslocamento
relativo entre as duas secoes cortadas seja nulo. Assim,8,~8,=0

implica na determinagao de fj.

Este ultimo enfoque para o metodo das forgas € o mais

conhecido e adotado.

1.7.3.2. Solugao pelo Método dos Deslocamentos

A incognita escolhida & o deslocamento D; = dj. A sequen

cia da resolugao segue '‘a seguinte ordem:

19- Condigao de compatibilidade (1.25) para definir o conjunto

de solugoes (d}, d3) que satisfazem compatibilidade.

d; = d) cosB = DycosB
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20- Relagoes forga-deslocamentos (1.26) e (1.27)

EA 2

) EA .
£y = < Du : £ = - cos B.D;

39- Equagao final de equilibrio (1.24) escrita em termos de des

locamento

A EA
Ei— Dy, + ZT COSBB Da

]
o]
—

Temos entao a solugao final:

- Fi1L 1
EA 1+2cos’B

Di

0 deslocamento db fica determinado pela equagao (1,25)

e as forgas f} e f ficam determinadas pelas expressoes (1.26) e
(1.27).

Normalmente a solugdo pelo método dos deslocamentos &
feita somando-se solucoes que satisfazem compatibilidade de des
locamentos para no final impor as condigoes de equilibrio, como
e mostrado a seguir.

Considere as duas estruturas da figura 1.21, onde emca
da uma delas & aplicada uma forga tal que elas sofram um deslo

camento igual, D;.

.+, -
D
A :[ l N7 —

N LVL.

@) | (k)

Figura 1.21 - Metodo dos Deslocamentos
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Sendo que,

Vi I D; e V. 2 L cos B Dj

Observe que ambas as estruturas da figura 1.21 tem deib
locamentos compativeis com os da estrutura original (figura 1.19).
Entao, a soma das duas solugoes fornecera a solugao para o problema
original se a condicao de equilibrio Vy + V, = F; for satisfei

ta. Chega-se assim ao valor de D;.

"Este ultimo enfoque para o metodo dos deslocamentos nos
sugestiona -a somar as contribuigoes de diversos elementos estru
turais, sempre satisfazendo a compatibilidade, sendo que o total
das contribuicoes deve ser igualado a forga total aplicada. Por
exemplo, para a estrutura em estudo, poderiamos somar a contri
buigao das tres barras em separado, como mostra a figura 1.22.

Observe que este método também se aplica a estruturas isostati

cas.
6 e o '@ P
. / | I
/ N \
/ AN
AN / \ ]
N B N
M g/ o
/
] D
Ly,
j/\/, vV
Figura 1.22 - Soma de Contribuicoes

1.8. Principio dos Trabalhos Virtuais

0 principio de conservagao de energia & um importante
conceito utilizado na analise estrutural. Na sua forma natural

ele expressa que o trabalho feito pelas forgas externas de um

m\

sistema estrutural durante o processo de carregamento, WE,
igual a energia de deformagao interna, U, armazenada pelocorpo.
Este principio pode ser utilizado para calcular deslocamentos em

estruturas como mostra o exemplo da figura 1.23.
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P 1? v Gy (Tenees
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Figura 1.23 - Conservacao de Energia

0 trabalho externo e igual a area sob o diagrama carga-
deslocamento (figura 1.23-b). Admitindo um comportamento linear

para a estrutura, temos

=
[i]
N =

PD ' ) (1.28)

1 ~ .
0 termo 5 aparece porque 0s deslocamentos sao provenien

tes das forgas, e porque ha linearidade,

A enefgia de deformagao interna e dada por

U = JV du : (1.29)
1

Sendo dU = 5 ox1 €f dv (1.30)

Com auxilio das expressoes (1.13) e (1.22) podemos es

crever que (adm.‘é-‘ndo av= c‘Adx,A:

L
1 f d3v
U E Jo (E§¥) {JA Ox3. X2 dA} dx,
(1.31)
L L 2
1 M -1 M-
U =,E J ET . M dx, s OU U = ) IO £l dx1

0
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0 principio de conservagao de energia nos diz que!%-u.

Igualando, entao, as expressoes (1.28) e (1.31) temos

L 2
1 M .
» -3 [okzen (1.32)

Infelizmente este principio na sua forma mnatural so po
de ser usado para determinar o deslocamento do ponto onde a car

ga e aplicada e na diregao.da carga. Também s0 pode atuar uma car
ga. v

0 principio de conservagao de energia pode ter seu .en
foque modificado a fim de que se possa eliminar as limitagoes no

tadas acima.

Imaginamos um sistema de forgas (F,0) em equilibrio e
uma configuragao de deslocamentos (D,E) compativeis tal como fo
ram definidas no item 1.7. Nio existe qualquer ligagdo entre o
campo de forgas e a configuragao de deslocamentos a nao ser que

vao ser aplicadas a uma mesma estrutura.

0. principio de conservagav de energia expressa guc: "C
trabalho total das forgas extermas F atuando sobre seus respec
tivos deslocamentos D & igual ao trabalho total das tensoes in

ternas 0 atuando sobre suas respectivas deformagoes ¢". O que

pode ser expresso por:

equilibrio
‘ IDF =J y €°° dav (1.33)
% 3

S——— .
compa=—tivels

~ ~ ! e -
Nesta expressao nao aparece o termo 5 porque nao ha

qualquer 1igag§o entre forgas e deslocamentos, e tensoces e defor
magoes.

Se nos estamos interessados em determinar as condigoes
de equilibrio de um campo de forcgas (F,0), basta que imaginemos uma configu-

racao de deslocamentos compativeis (6D,06€) arbitrario, que chamaremos de vir

tual, e comprovar o principio da comservacao de energia dado na expressao (1.
33) .

Seja por exemplo a viga da figura 1.24, onde se deseja calcu
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lar a reagao de apoio Rj. ‘
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Campo de Forgas (F,(f) Reais Deslocamentos Virtuais(SD,d¢)
(a) , Compativeis
(b)

Figura 1.24 - Principio dos Deslocamentos Virtuais

A aplicagao do principio da conservagio de energia re

sulta em
6.8y - 282 - [sc. 0. dv=0
ou, R; = % P, o que nada mais e do que a reaggo deterxr

minada por equilibrio.

Se por outro lado estamos interessados em calcular des
locamentos em estruturas provenientes de um carregamento, ou uma
variagao de temperatura, ou qualquer outro efeito, podemos ima
ginar o trabalho virtual provocado pelo sistema de forcas arbi

trarias (virtuais) (8F,80), em equilibrio, sobre o campo de des

locamentos reais (D,eg).

Por exemplo, para determinar o deslocamento vertical do
ponto 3 da estrutura da figura 1.25-a, utilizamos o campo de for

¢as virtuais da figura 1.25-b.
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Campo de Forgas Virtualis

(b)

Figura 1.25 - Principio das Forcas Virtuais

A aplicagao do principio da conservagao de energia re

sulta em

v. 6P.D3 = ][V fox]. Cf dV.-

Utilizando as expressoes (1.13) e (1.22), chegamos a

L L
6M.M : 1 M. M
(SP.D3 = J EI dX1 s OUu D3 = -6-1; J »—ﬁ- dX]
0

0

Na verdade a determinagao do deslocamento D3 & uma ga
rantia de que os deslocamentos reais da estrutura sao compativeis
com os vinculos externos, ja que as forgas virtuais externas (R,

e 6R, nao produzem trabalho pois D; e Dy sao nulos.

0 principio da conservacao de energia nos induziu,entao,

aos dois Principios de Trabalhos Virtuais, quais sejam, o Princi-

pio dos Deslocamentos Virtuais, e o Principio das Forgas Virtuais

que serao apresentados mais formalmente nos itens que se seguem
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1.8.1. Principio dos Deslocamentos Virtuais (PDV)

Este principio diz que: "Dado um sistema de forgas re
ais (F,0) e uma configuragao de deslocamentos compativeis (6D,
8€) arbitraria (virtual), a igualdade 8W_ = 68U estabekcexmm~éo§

~ E——
digao de equilibrio para o campo de forgas". Sendo:

6W_ = trabalho virtual das forgas externas

E
§W; = I8D.F (1.34-a)
8U = energia de deformagao interna virtual

de.o Adv
v
1.8.1.1. Exemplo de Aplicagao
Estamos interessados em determinar aforgafiinecesséfia

para impor uma configuragao deformada real na barra de treliga

da figura 1.26, tal que d} = 0 e d2 = 1.

' o | SFYTRAN] | '
EA 17

2??’ ¢ 0 P | | dieL
: t —
" L - ]
L r °
| 5 )
(-ﬂ.) ' . | (>) ™ L L
Figura 1.26 - Campos de Forcas e Deslocamentos Reais

Sabemos que as deformagoes €a e tensoes Ox; sao constan

tes no interior da barra (ox; = Ega):.
dy 1 1
€a = T 51 3 ox1 = E. I

Da expressao (1.12) deduzimos que o deslocamento u(x:)
tem uma variagao linear ao longo da barra, como mostra a figura
1,26-b:

u(xy) = %’
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0 campo de deslocamentos virtuais escolhido e tal que

s6 £} produz trabalho externo, como mostrado na figura 1.27.

]
'-—Z"gd|:1 1
o— o &d; =0 Su(xy) = =X
Sui)
iﬁ _‘——.’x' | 6€a=._dﬁl=—.]_'
1L ) dx; L
L

Figura 1.27 - Campo de Deslocamentos Virtuais °

A aplicacao de W_ = U resulta em (vide (1.34)):

8dy . £ + 6d) . £ =J Sea. ox; dV
A \Y

-1 1
£1 = fJ (~I). E. T A. dx,, ou,f{ = -%%
o .

1.8.2. Principio das Fﬁrgas Virtuais (PFV)

Este principio‘diz que:'"Dado um campo de deslocamentos
reais (D,e) e um campo de forgas em equilibrio (&F, 80) arbitra
rio (virtual), a igualdade Gw; = GU* estabelece uma condicao de
compatibilidade para o campo de deslocamentos". Sendo que:

Sw

trabalho complementar virtual das forgas externas
' (1.35-a)

]

oW L8F.D

% 3 1% 1 %

U = energia complementar de deformacgao virtual

j 6§ 0. € dv ' (1.35-b)
v .

]

*

SU
1.8.2.1. Exemplo de Aplicacgao

A‘principal aplicéggo do principio das forgas virtuais

esta na determinacao de deslocamentos em estruturas, quer sejam

estaticamente determinadas ou indeterminadas.
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Tomemos como exemplo a estrutura da figura 1.28,que es
ta submet1da a diversas sol1c1tagoes tais como carregamento ap11
cado, varlagao de temperatura e recalques de apoio. Estamos que :

rendo determinar o deslocamento vertical D.

T |

\ N - -
\ .
: >
(T |/ 2—\,
/- : 2 > Deslocamentos Reais

/ ——
, .
£ ."%W : _ z% eﬂ\¢_ Recalque de Apoio

Figura 1.28 - Campo de Deslocamentos Reais

As deformagoes reais, onde s0 as deformacOes normais i
segao transversal sao consideradas, podem ser divididas em duas

parcelas:
- parcela devida a esforgo normal e momento fletor
(vide expressoes (1.13 e 1.22))

XM

£x; = EA 5T X2 (1.36-2a)

Sendo x, a distancia do ponto da deformagao ao centro de gra
vidade da segao transversal.

Os esforgos mnormais e momentos fletores sao provocados pelo
carregamento, pela variagao de temperatura e pelos recalques
de apoio. Em estruturas isostaticas, .como visto no item 1.6.3,
variacao de temperatura e recalques de apoio nao produzem es

forgos internos.

- parcela devida a variagao de temperatura
Esta parcela aparece tanto em estruturas isostaticas quanto hi
perestaticas, e e obtida como mostra a figura 1.29, onde ado
ta-se a hipotese das segoes planas. 00 e o coeficiente de di

latagao térmica.
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Figura 1.29 - Deformacoes Devido a Variacao de Temperatura

Assim, €x1 = 2;_%%%;£§1 _A92;T2
| (1.36-b)

a(Ti - Te) X2

h

'a. Tcg -

It

£X1

A deformacao total real e, entao, obtida pela soma das

expressoes .(1.36-a) e (1.36-b):

. N _ M _ o(Ti - Te).x» _
€x1 = §x Ei x2+ 0Tcg T (1.36-c)
-0 campo de forgas virtuais a ser escolhido deve

satisfazer somente a condigcoes de equilibrio. Neste caso pode-

-se escolher as forgas e tensoes que aparecem na estrutura dafi
gura 1.30, que & uma estrutura -isostatica obtida a partir da es

trutura original.
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| S
1
gﬁ gﬁ @Y S ;SPf |
4 SR, ' % &R (den vrrtuo.() (DMF yirtval)
(6k> (59 e
Figura 1.30 - Campo de Forgas Virtuais

- * *
A aplicagao de GWE = 6U resulta em (vide 1.35):

6P.D + SR, p = JV §0x,. €x,dV ' C(1.37)

&N _ SM.x»

onde &§0x, = jr I

(1.38)

As expressoes (1.38) e (1.36-c) podem ser substituidas
em (1.37):

&N a(Ti-Te)x,

8P.D + 6Rp.P = j{f (%g LN _ N Mx,, ON A =

A EA A

estrutura

. oTcg -

- GM.Xz N GM.XQ M.Xz_ GM.XZ GM.XZ a(Ti-Te).x:
T "EATT1I °EI T oTeg + =g - h :

)dA} ds

( ,
Mas como J dA = A, J X, dA = 0 e J xi dA = I, chega-
A A A

-s€ a

SN.N L, [ 6M.M

EA J EI

est. est. est. est,

o(Ti-Te)
B 9% (1.39)

6P.D + 6R2p =J ds + J(SN.(XTCg ds + J6M.
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E assim chega-se ao valor para o deslocamento D.

Algumas observagoes podem ser feitas quanto & aplicagao

da expressao acima: -
SN.N . ~ . : :
- 0 termo A ds (energia de deformagao virtual provocada por
est. esforgo normal)

Pode ser desprezado em presenga dos outros para elementos es

truturais que nao trabalham fundamentalmente a esforgos axiais.

- Para estruturas isostaticas submetidas somente a variagao de
temperatura ou recalques de apoio N=0 e M=0. Estes esforgos
aparecem em estruturas hiperestaticas quando submetidas a es

tas solicitagoes.

- A escolha mais natural para a estrutura onde se aplica o cam
po de forgas virtuais seria a propria estrutura original (no
exemplo hiperestética). Como foi dito, pode-se escolher qual
quer estruturad isostatica obtida a partir da original, tendo-
~se como vantagem a facilidade de obtengao dos diagramasde es
forgos virtuais ON e §M. Isto porque o campo de forgas deve sa
tisfazer somente condicoes de equilibrio, e nao compatibilida
de com os vinculos da estrutura original.

Entretanto, um cuidado deve ser tomado na escolha da estrutu
ra isostatica: nao se deve criar vinculos que nao existem na

estrutura original, como por exemplo na estrutura da figura 1.3lL.

e

M

7
SR

Figura 1.31 - Campo de Forgas Virtuais nao Conveniente

Neste caso, na parcela do trabalho complementar virtual

das forgas externas, deve-se computar o trabalho feito pelo mo
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mento §M, com a gotacao real no apoio da direita, e assim:
*

- A expresggo (1.39) tem a sua maior aplicagao na determinaéio
de deslocamentos em estruturas isostaticas. Isto se faz sentir
quando se aplica o Metodo das Forgas como foi mostradomo item
1.7.3.1. |
A aplicagao em estruturas hiperestaticas requer o conhecimen
to prévio dos esforgos internos. Neste caso, a expressao (1.39)
pode servir para verificar a corregao dos diagramas dos esfor
¢os internos, determinando-se um deslocamento conhecido (por
exempio nulo) da estrutura. Por exemplo para verificar a cor
recao dos diagramas da estrutura da figura 1.28, pode-se cal
cular a rotacao na segao do apoio da esquerda (rotagao nula)

utilizando o campo de forgas virtuais da figura 1.32,

{
-

S$M

Figura 1.32 - Campo de Forcgas Virtuais para Verifi

cacao da correcao dos diagramas

1.8.3. Teoremas de Reciprocidade

Os principios de trabalhos virtuais (PDV e PFV) podem
ser usados para formular os dois teoremas da reciprocidade que

muitas vezes e util na analise de estruturas elastico-lineares.

Vamos considerar uma mesma estrutura submetida a dois
conjuntos de forgas (F, 0) e (F, §). Se ndos imaginarmos que o
conjunto F atua inicialmente e que o conjunto F produz desloca

mentos e deformagoes virtuais (D, €), O PDV estabelece que:
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ID F=j € o dv (1.40)
\'

Se por outro lado, nds imaginarmos que o éonjunto(F,O)

produz deslocamentos e deformagoes virtuais (D, €) depois de o

conjunto (?, 0) estar atuando, temos tambem pelo PDV que:

IDF =J e ¢ dv (1.41)
. v :
Sendo a estrutura elastico-linear, as tensoes sao rela

cionadas com as deformagoes linearmente pelo conjunto de coefi

cientes esquematicamente chamados de E. Assim,

= E ¢
=EE

al a

que substituidas nas expressoes (1.40) e (1.41)resultam

em:

.

£ DF = J "EEe AV e T DF = j eEe dV ou
\ \
(1.42)

L FD

]
™
vy
o

A equacgao (1.42) éxpressa o Teorema de Betti, que diz:

"Se uma estrutura el@stico-linear & submetida a dois sistemas
independentes de forgas, o trabalho feito pelo primeiro sis
tema com os deslocamentos produzidos pelos segundo sistema
e igual ao trabalho feito pelo segundo com os deslocamentos

_produzidos pelo primeiro sistema..

Como um caso especial do teorema de Betti, vamos consi
derar que cada sistema de forgas consiste de apenas uma forga (ou
momento) de magnitude arbitraria. Por exemplo vamos considerar

a estrutura mostrada na figura 1.33, submetida a dois casos de

carga.



42

Figura 1.33 - Teorema de Maxwell

—
.

Aplicando o teorema de Betti temos: Fi Di = Fj Dj

Se adotarmos Fi e Fj unitarios teremos
Di = Dj ‘ (1.43-a)

Se adotarmos Di e Dj unitarios teremos

—

Fi = Fj (1.43-b)

A equagao (1.43) expressé o Teorema de Maxwell,que diz:
"Para uma estrutura elastico-linear, o deslocamento (ou for
¢a) generalizado na coordenada i devido a uma forga (ou des
locamento) generalizada unitaria na coordenada j e igual ao
correspondente deslocamento (ou forga) generalizado em j de
vido a uma forga (ou deslocamento) generalizada unitaria em

i".

1.9, Matrizes de Rigidez

Dos metodos basicos da analise estrutural apresentados
no item 1.7, o metodo dos deslocamentos e o que melhor se apli
ca na utilizagao de computadores, e por isso vai ser o metodo en
focado no nosso curso. E possivel escrever rotinas bem gerais
dentro do enfoque deste metodo, capazes de resolver o problema
da analise estrutural, qual seja, determinar esforgos e desloca
mentos eﬁ estruturas. 0 metodo se aﬁlica para treligas, quadros

e grelhas, bem como para estruturas compostas por elementos es
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truturais planos ou tridimensionais (estruturas nao compostas

por barras).

0 metodo dos deslocamentos trabalha com as chamadas ma

trizes de rigidez. Estas matrizes serao estudadas para cada t

po de estrutura (treligas, quadros, etc.) nos capitulos que s

dez, exemplificadas para o quadro da figura 1.34.

Coordenadas Globais . Coordenadas Locais Coordenadas Locais
Sisctema Glcobal Sistemes Locaic
(a) _ . (b) ‘ (c)

Figura 1.34 - Coordenadas Globais e Locais

1.9.1. Matriz de Rigidez Global

Matriz de rigidez global estabelece relagoes entre for
c¢as e deslocamentos definidos pelas coordenadas globais. Estas-
relacoes sao escritas, para as coordenadas globais da figura

1.34~a, como mostra a expressao (l.44).
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K]] Dl + K]zDz + 1(13 D3 + KIQD‘. + thooouolcoocc; + Kl’12D12= Fl

K21D1+ K22D2 + 1(23 D3 + '-.-ooouoqo-oooo-o.-oaoo + K2’12 D12.= F2

@0 0000000000 000000080000 000 0000 0L00000000000CEICEROCCIIEEOIOIBSLEIEBDSISESELSES

(1.44-2)

€006 0019000000000 00000000 T 0000000000 0E00ITPCEOEOEIIBIOIOIEIIOEBOEOOIOILEOETONOEOEONS

'oon.o-..ooo.0.'0!0'.'.0-00..0.o.-.co;.oo-oou.‘l‘.o....oic.olc-o

K]'2, D] + KIZ’ D2 + o.coooo,-.oo-mloot‘oop‘n-o...';'q';"~+-‘K]2’.12"D.1.2v = Flz .

Estas relagaes podem ser expressas pelo produto de ma
trizes

[ b B N L
K]l Klz LN TR R NI SR S Kl 12 Dl 'Fl
Kzl Kzzo.-cooo--to.o K2,12 D2 F2
A : A G I § - (1.44-b)
| Ki2,0 Kiygy2 K2y _| _1312 | Fiz_|
ou, de forma condensada
KD = F (1.44-¢)
Onde:
- K = matriz de rigidez global
- D = vetor dos deslocamentos
- F = vetor das forgas aplicadas

Cada termo Kij da matriz K representa:

"Forga que deve ser aplicada na diregao i para estabelecer o
equilibrio da estrutura quando Dj = 1 e os outros Dn = 0,

n # j". Pelo teorema de Maxwell (vide item 1.8.3), pode-se

concluir que Kij = Kji, isto &, a matriz de rigidez € simeé
trica.

Assim, a i-esima coluna da matriz K € o vetor de for
cas aplicadas nas diregoes das coordenadas globais para manter

o equilibrio estatico da estrutura submetida a configuragao de



formada tal que Di = 1 e os outros Dj = 0, j ¥ 1i.
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Como sera visto mais tarde, o sistema de equagEes(1.445

estabelece condigoes de equilibrio para a estrutura; cada equa

¢ao prescreve o equilibrio na diregao de uma determinada coorde

nada.

Observe que as equagoes (l.44)englobam os deslocamentos

dos apoios (nulos) e as forgas (reagoes) de apoio. As

equagoes

de equilibrio nas direcoes dos deslocamentos livres e quesdo tém

como incognitas estes deslocamentos sao mostrados abaixo.

K11 K2 K13K1QK15K1:1 D] rF1
K21 K22 K23 K24 K25 K2g D2 F»
Ka K32 K33 K3u Kas Kase ‘ D3 | - ‘Fs
Ky Kuyz Kusz Kuy Kys Kug Dy Fy
K5y Ks2 Ks3 Ksy Kss Kse Ds Fs

| K61 Ke2 Kg3z Keu Kes Keg_ _DQJ R

Ou,

K D =F
BEY St SRS

m——

(1.45-a)

(1.45-b)

Onde:
- 522 = matriz de rigidez livre-livre
. Relaciona forga.e deslocamentos correspondentes as co
ordenadas nao fixas (livres)
- 9& -= deslocamentos livres (desconhecidos)
Tambem chamados de Graus de Liberdade (GL)
- El = forgas aplicadas livres (conhecidas)

1.9.2. Matriz de Rigidez Local

Matriz de rigidez local estabelece relagoes entre for

cas e deslocamentos definidos pelas coordenadas locais.

estas coordenadas estao descritos no sistema de eixos

Quando

globais,

como na figura 1.34-b, as relagoes sao da seguinte forma:
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k11 ka2 kas kaw kKis ke | JdaaT] [—ff'
k21 k22 k23 kau kas k2 d2 f2
k3i k32 kas kay ks kse ds f3
ku1 kuz kus kuy kus kus <~dw r - ”<_fu 1 - . F1.467a)
ks1 ksz2 kss ksu kss kse 1 ds : fs | | o
| K61 ko2 kes keu ks Keg) Lde] e
Ou, kK d = £ . (1.46-b)
Onde:
- g_ =: matriz de rigidez local (eixos globais)
- d = 'vetor deslocamento nas coordenadas locais (eixos glo

bais)

vetor das forgas aplicadas a barra nas coordenadas lo

1
thh
|
L

]

cais. (eixos globais)

- Cada termo kij da matriz k representa:

"Forga que deve ser aplicada a barra na diregao i para esta
belecer o equilibrio desta quando dj = l e os outros dn =0,
n # j, sendo kij = kji (teorema de Maxwell)",

Assim, a i-esima coluna’'da matriz k & o vetor de forgas apli
cadas a barra nas diregoes coordenadas locais (eixos glo
bais) para manter o equilibrio desta quando submetida a con

figuragao deformada tal que di = 1 e os outros dj = 0,3 = i.

A matriz de rigidez local tambem pode ser estabelecida
para o sistema de eixos locais, como os da figura 1.34-c.

Assim,

[kl K2 Khs Ky Khs Kig | [ay 7] [£4 7]
kb1 Kz kbs Koy ks ks d ', )
kY k%52 k%3 k% ks k%6 4 d's f's
. = Sarf (1.47-a)
kb kU ks Ky ks k' d'y £y
k%) k'sz k's3 K'sy k'ss K's d's f's
kklkkzkksk%ukksk%s—J . J_d%J ~_fe

ou, k'd'= f! » (1.47-b)
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Onde:

B' = matriz de rigidez local (eixés locais)
Esta relagao entre forgas e deslocamentos nada mais &
do que a relagao entre tensoes e deformagoes, Ox;= E. ex;,extra
poladas do nivel infinitesimal para o nivel de coordenadas lo
cais. Esta extrapolagao vai ser feita, para cada tipo de elemen
to estrutural, nos capitulos que se seguem, a exemplo do que foi

feito no item'1.8.1.1.

1.10. Representacao dos Carregamentos como Cargas Nodais

Na analise estrutural atraves do método dos deslocamen
tos as equacoes de equilibrio si3o definidas nas diregces das co.
ordenadas, ou melhor, sao equagoes de equilibrio dos nos da es
trutura. Em geral, entretanto, os carregamentos reais nao atuam
diretamente sobre os nds. Ao inyés disso, os carregamentos $ao
divididos em dois tipos:

- cargas nodais

- cargas atuando nas barras (elementos estruturais)

Para fazer a analise, entdo, estas ultimas serao subs

tituidas.por forcas equivalentes nodais (FEN). Quando estas for

cas sao adicionadas 3s cargas nodais resultam em cargas modais

combinadas. A estrutura e analisada para estas ultimas cargas.

Temos que garantir que o resultado (esforgos e déslocg
mentos) da estrutura analisada pelas cargas nodais combinadasse
ja igual ao da analise feita para o carregamento real. Isto vai

levar a escolha das FEN adequadas.

0 principio da superposigao de efeitos demonstrara, a

seguir, que as FEN sao as forgas de engastamento perfeito de ca

da barra com sentido inverso. Considere o quadro da figura 135~

-a cujo carregamento e dividido em dois casos (I e II).



48

N

7 Y R -
o : P
T R e N .Y/ S LY
' %h . AL L 1.¢?~ RL
L& ‘A M, ' /*é%% B . .r¥>gk+"|f%jr£_ —— Rz
W — n |
. L R -
) | - o
K Y CASO I CASO II
(a) (b) (c)

Figura 1.35 - Conversao para Cargas Nodais

' 0s dois casos de carga da figura 1.35 sao definidos co

mo:

- Caso 1

Estrutura submetida as forgas (e momentos) nodais combinados.

Atuam sobre os nos da estrutura. Para este carregamento a es

—

trutura vai ser analisada.

Caso 11

Estrutura submetida as cargas atuando ao longo das barras e as

correspondentes reagoes de engastamento perfeito atuando nas
extremidades das barras.
Observe que este carregamento e auto-equilibrado em cada bar

ra, o que resulta en:

19) O0s deslocamentos da estrutura ficam restritos apenas as
barras carregadas, sendo que todos os deslocamentos e ro
tagoes nodais sao nulos (& 16gico, sao reagoes de engasta

mento perfeito).

29) As reagoes de apoio sao nulas.

‘A superposigao dos efeitos dos CASOS I e II resulta em:

19) A soma dos carregamentos resulta no carregamento real origi

«

T T ————n—"
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nal.

29) Os deslocamentos nodais do CASO I sao iguais aos do carrega
mento original, visto que os mesmos sao nulos no CASO II.
Isto é o que se desejava inicialmente para as forgas nodais

combinadas.

3?) 0s deslocamentos finais ao longo das barras carregadas sao
obtidos pela soma dos deslocamentos do CASO I (obtidos pe
la analise) com os do CASO II, que sao deslocamentos de bar

ras engastadas.

49) Os esforgos internos da estrutura sao obtidos pela soma dos
esforgos do CASO I (obtidos pela analise) com os do CASO
11 (esforgos em barras engastadas). Observe, entEo, que oOs
ésforgos nas extremidades das barras obtidas pela analise
nao sao, como sao os deslocamentos,iguais aos da estrﬁtura

com o carregamento original. Esforgos nas extremidades das

barras sao obtidos .pela soma dos esforcos da analise (ca -

SO I) com as reacoes de engastamento perfeito (CASO II).

-~

As reagoes de apoio do CASO I sao iguais as do carregamento

(€5 ]
Lo
s

original, ‘'visto que as mesmas sao nulas no CASC II.

Resumindo, a analise vai ser feita para a estrutura sub
metida as cargas nodais combinadas,isto &, pelas cargas aplica
das diretamente sobre os nos somadas as cargas equivalentesng‘
dais (reacoes de engastamento perfeito nas barras, com sentido
inverso e atuando sobre os nos). Os deslocamentos nodais sao os
obtidos pela analise, e os esforgos nas extremidades das bar
ras sao os da analise somadas as reagoes de engastamento perfei

to.
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2. METODO DA RIGIDEZ DIRETA PARA TRELICAS PLANAS

Trelicas sao estruturas reticuladas cujas barras traba
lham fundamentalmente a esforgos axiais de compressao ou tragao.
0 modelo matematico desenvolvido para representar o comportamen

to das trelicas & tal que as jungoes entre as diversas barras sao

consideradas perfeitamenté articuladas. Vamos também considerar

que as forcas aplicadas (cargas e reagoes) atuam nasjuﬁgSés (nds)
das barras, exceto para o carregamento de peso proprio. Como as
barras sao todas articuladas, a flexao devida ao peso proprio de
uma barra fica restrita a propria barra. Consideraremos tambem

a possibilidade de variacao uniforme de temperatura.

Cada barra e considerada prismatica com area, A, da se
3 fudolt 4 —

¢ao transversal constante e mddulo de elasticidade, E.

Um exemplo de modelo matematico e coordenadas globais

para trelica & mostrado abaixo.

A

Modelo Matematico e Coordenadas Globais

Como as barras da trelica sao totalmente articuladas,
sua configuracao deformada fica definida pelos deslocamentos hpo
rizontais e verticais de seus nos no plano. Temos entao 2 graus

de liberdade por no e, portanto, a cada no correspondem somente

~2 cooxrdenadas globais.

Isto tambem pode ser entendido se observarmos que a ter:
ceira equagao deé equilibrio a momento de cada nd nao faz senti

do ja que nao ha cargas momento aplicadas nos nos.

wnae
TambémYéL;ecessério estabelecer as condigoes de compa
tibilidade para rotagoes dos nds, pois as barras sao articula

das.
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2.1, Matriz de Rigidez'do Elemento (barra) de Trelica po Sis

tema Local

No sistema de eixos locais, a configuracao deformada de

uma treliga fica definida pelos deslocamentos dos extremos dabar

na direcao axial, como mostra a figura abaixo.

éi"b L L
$ O — x"_

A‘Q t
L =
Y

Assim, no sistema local so existem duas coordenadas:uma

na direcao axial por extremidade.

TWL

.. y2

’ é ) ., SRS . -__?)(,.
\ 2'

L :

A configuracao deformada da barra pode ser

expressa pe

lo deslocamento, u(xl), de uma segEo generica S: As deformagges

€a, sao consitantes no interior da barra e iguais a:

Pela equagao (1.12)

Vemos que u(x;) varia linearmente ao longo da barra, e
podemos escrever:

Cu(xy) = L—%—il ay + %‘ ab

ou,

u(x) = ( E—%—El %1) {%3.
. a'
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ou ainda, u(xi) = ( Nl(#l) o Na(xz2) ) {é{}
_ . a3

e de forma condensada

u(xi1) = N g'

onde N e a matriz (vetor) formado pelas funcoes de for

ma N3 e N2:
"Uma fungao de forma Ni define os deslocamentos ao longo do
elemento (barra) quando o i-esimo grau de liberdade di tem

valor unitario e os outros sao nulos"

As funcoes de forma N1 e N: sao mostrados abaixo.

NL»\’

O nosso interesse esta em conhecer as relagoes que exis
tem entre as forgas aplicadas nas diregoes das coordenadas 1' e
2' e os seus deslocamentos. Estas relagoes sao expressas, no ca

s0, pela matriz de rigidez:

. 1 2
1 4l & ° 7¥1 T4}
{fg =[x ki [ai
f ki kip| jdi
£' = k' 4

2.1.1. Determinacao por Aplicacao do Equilibrio 'Direta

mente

Vamos impor d] # 0 e d} = 0 e estudar as condigoes de

eqﬁilibrio.
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| L 1
‘

Temos por equilibrio que £3 = =f}

A relagao entre tensoes e deformagoes Ox3 = EE€x; nos le
va a
EA

f£1 _ di = -
3 =ET ,oufl =32 4f E£f: = 4 df

Os dois coeficientes que relacionam fi1 e £ com d} de

finem a primeira coluna da matriz k'.

Para definir a segunda coluna temos;

» o el —>
£l R 4
’ 1 L &Iz‘ ’
0 que resulta em fi = ‘%é d} e fi = %% d}

Assim,

. EA/L -—EA/L e k' = EA (1 —1"!
| -EA/L EA/L } - L | -1 1]

Se observarmos a expressEo acima veremos que, dado um
conjunto de forgas f! e fJ aplicados a barra, & impossivel deter
minar os deslocamentos 4! e di. Isfo porque as duas relagoes de
finidas pela matriz de rigidez sao linearmente dependentes, ou
det E' = 0.

Podemos interpretar fisicamente isto, se notarmos que
pode existir um vetor deslocamento g'de corpo rigido (diferente
de zero) que nao esteja associado a uma configuracao de deforma
.ggo interna para a barra. Isto quer dizer que podem haver deslo

camentos sem que hajam forgas aplicadas; assim

5' g' = 0 para g' # 0, sendo d' um vetor deslocamen

-~

to de corpo rigido. A equagao acima comprova que det k'=0.
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gidez Local por Apli

(5

cagao do Principio dos Deslocamentos Virtuais

Esta determinagZO pode ser feita para cada um dos

ficientes da matriz em separado, a exemplo do que foi feito

item 1.8.1.1,

a seguir.

coe

no

ou pode ser feita de maneira global como mostrado

.

Queremos determinar o conjunto de forgas f{ e f3 que de

vem ser aplicadas a barra para garantir o equilibrio desta quan

do submetida a seguinte configuracao deformada:

LA o —*
L L
J! | FA g
1 —
o £

Isto estabelece o campo de forgas reais (F, o) onde

F = forgas externas reais %: :} F = f'

0 = tensoes internas reais O = 0Ox)

Sabendo-se que temos u(xi)

an,

du

—

=EdX1

= E€x)

Ni1d! + N.d}, temos

dN
Ox; = E (2-5-{:1. dl' + dxf dz')
- g (@M1 dN,, [df - g 38 '

ou O0x, E (dx1 dxl) 4:d' e 0x E %, d
E, por final Ox; = E Bd'
Onde

_ dN o ANy AN,y
B dx, ( dx, dxl) (Ni N2)

S(l1
»2 = )

1 1 ! + d} (o que & obvio)
' = = -— - 1 2

B d exy = (¢ g L
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A aplicagao do principio dos deslocamentos virtuais vai

fornecer as condigoes de equilibrio para o campo de forgas reais.

Para tal, o campo de deslocamentos (8D,0€) virtuais es

colhidos deve satisfazer condigoes de compatibilidade:

AR | g PR A A
— 0 — - —
/ ~ Sde
T Thely
éa: o Suti) :
‘ S
6D = deslocamentos virtuais 8D = Su(x;)
' ~ . . d Su
= deformagoes virtuais 6e = Sex; = %, (cond. de com
patibilidade).
T T - ) '
8exy; = BS8d'  ou 6exy = (6d')".B Sex, = —jﬁiLfi—éil
0 principio dos deslocamentos virtuais nos diz que
6WE = 6U
Onde
8w, = ISD.F e’ &U = { Se. d.dv
E Jv ~
Assim, como s& temos forcas externas nas extremidades,

temos

Swy = (64T, £' = 8aif] + 8dif}
’
L
U = JO_jA dex;. oxi1dA dx; , ou
06U = JL‘f (5d')T.'BT. E . B . d'. da . dx;
O A ~ ~ ~ ~
Logo 6U = (Gg')T. Jg ET EA B dxy . ¢'

Aplicando o principio temos:
L T

;
@dan. £' = (8T, Jo BT EA B dx) . d'
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. Como - Gd' e arb1trar10 e pode ser d1ferente de zero, a
expressao acima resulta em: ' ' . .

L o
f! = J T EA B dxy . d' , estabelecendo uma relagao entre
0 -~ -~ Lol
f' e d’,

Logo, temos f' = E'.g', onde

k! = J BT EA . B dx:; ou, k'-= J ga NN NN
- o~ - - - 0 N} NI N3 NI
- NI N{ - N{ N3] . -
' v - EA 1 -1
.l..(' = IT:AL [Ni Nf Nﬁ Nﬁ:] 1.5 i L -1 1‘]

A determinagao dos coeficientes k'ij da matriz de rigi
dez pode ser feita termo a termo, como mostrado a seguir, exem

plificado pelo termo ki :

Campo de forgas reais (F,g):
(df =0 e di # 0)

. - sz
{ } 3 O0X) .E_.di Ix1

‘Campo de deslocamentos virtuais (8D,8¢e):
(8df # 0 e 843 = 0)

6D = Su(xy) = 8d] N (x)) 3 6ex; = 8df. —

Aplicando GWE = §U, temos

L
§di. £1 = &4} j' j %g:. F . %gf dA dx,; d}
0 ‘A

L .
Logo, f1 = j. N! EA N} dx;. d}
0
L

E assim ki, = -EA

Os outros coeficientes poderiam ser obtidos de forma

analoga e assim:
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2,2. Matriz de Rigidez do Elemento (barra) de Treligca no Sis

tema de Eixos Globais

Seja uma barra de treligca com uma inclinagEOEunalquer

em relacao aos eixos que definem a estrutura (eixos globais X,

X2).
Xz K

—

X

X, A

Coordenadas lLocais
Sistema Global

Sendo uma barra de treliga (com articulagoes perfeitas),

a sua configuragao deformada fica definida pelos

deslocamentos

no plano de suas extremidades, resultando em quatro coordenadas

locais mostradas acima.

Desejamos conhecer as relagoes que existem entre as for

cas e deslocamentos definidos nas coordenadas locais.

.
. tT_“_’

Forcas Aplicadas a Barra

X, 4

Deslocamentos dos Extremos

das Barras



Tal relagao & expressa por:

£ kay kiz kas kn d;

l‘fz ka k2 k2 ko d2

]_fs B k3 k3 k3 kay ds .o
£ : ki kuz kuz kuy .ng ’

Onde k @ a matriz de rigidez de barra

2.2,1. Determinacao da Matriz a Partir-

58

no sistema global.

de Transformacoes

de Coordenadas

Conhecemos a relagao f£' = k'd' .para o

queremos determinar as relagoes entre d' e d e

X 4 ' .: o du b —=

sistema local e

entre f e f',

Da figura tiramos que

dif = d; cos® + d; senbd
.d} = d3 cos® + d4 sen®d

ou di - cos® sén@ o o
ds o o cos® senbd

E, assim a' = R d

Onde

R = - cos® sen0® ° [
- " o o cos® agenbd
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As relagaes entre £ e £"s§o tiradas da figura abaixo.

_x“i

Logo

fi1= f] cocO f3 = £} cos0O

fo,= f] sen® € fy, = f} send

Ou

fl- —cosO 0 ] £ E , assim £ = §T£'
f, - send 0 £i

f3 0 cos®

fy 0 sen@_J

Esta relagao também poderia ser determinada utilizando

. - . " . . .
o principio dos deslocamentos virtuails, como mostrado a seguir.

Dado um mesmo campo de deslocamentos virtuais, o traba
lho provocado pelas forgcas externas nao depende do sistemade ei
xos onde as forgas estao definidas. Assim o trabalho das forgas
no sistema global & igual ao trabalho das forgas no sistema 1lo

cal para um campo de deslocamentos virtuais da' = R 8d. Logo
Gt £ = (san” £
e a0 = GOT T . 5, assin @7 £ = )T &Y £

Como (Gd)T e arbitrario e pode ser diferente 'de zero,

temos
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A relagao que existe entre:
[ 5 ..

T

d' =R d = » £ =R

~

f'

& chamada de Relagao de Contragradi®ncia,

Agora podemos determinar a matriz de rigidez, k,no sis

tema global em funéio de E' no sistema local.

Partindo de f' = g'g', e substituindo d' por R:.d e pre
multiplicando por ET, temos .
T

E'B d , € assim f = R'k'R d

Definido ¢ = cosQe s = ser® , e operando a expressao an
n

terior, temos: (exercicio proposto)

: 02 cs "C.z =C8
AE , 2 c2

K = 22 . C8 s -¢s -8
~ Lol g2 —es 2 s
2 2

-cs -8 cs 8

Observe que a transformacao manteve a simetria da ma

triz de rigidez.

Observagso: A matriz k pode ser obtida como mostrada abaixo.

xk = AE "€l (¢ -5 ¢ 8)
K =73
-S
c



2.2,2. Determinacdo por Aplicagdo das CondicGes de Equi
1ibrio Diretamente
A matriz e determinada coluna por coluna. Comegando pe
la primeira coluna, impoe-se di1 = 1l e os outros nulos: '
.xﬁ?
dizt 1 >
1> 2
—

X

Ha um encurtamento da barra de d; cosO

A forga de compressao correspondente € F = d; cosO.

AE
L

Para que haja equilibrio temos que ter:

F cos®
F sen®

ky = -kgy
ko1= -ku

it

Assim, determinamos a primeira coluna da matriz k:

{kn [cosze ']
ka AE cos® send
L
ka1

ky -cos@ sen0®

-cos?0

Se o mesmo procedimento for feito para os outros graus

de liberdade resultara na matriz k mostrada anteriormente.

Verifica~se que nao foi ainda imposta nenhuma condigao

" quanto aos deslocamentos da barra. Isto quer dizer que ainda po
de haver uma configuragao de deslocamentos d # 9 de corpo rigi
do tal que nao haja deformagao interna na barra, o que mostra

que nao ha forgas aplicadas (£ = 0).
Assim kd=20 para d ¢ Q, sendo d deslocamento de cor
po rigido,

Isto mostra que a matriz de rigidez k e sfngular e nao
pode ser invertida (det k = 0), '

64



2.3, Matriz de Rigidez Global

No caso da treliga vamos analisar inicialmente a treli

¢a mostrada abaixo:

Graus'de liber-
dade sem consi-
derar as condi-
coes de contor-

no

=

Coordenadas Globais

Vamos em pripcipio nao considerar as condigoes de con
torno, isto e, condigoes de apoio. Desta forma a configuracaode
formada da trelica fica definida pelos deslocamentos de seus nos

no plano. Temos entao 6 coordenadas globais para a treliga.

Queremos estabelecer a relagao que existe entre as for
¢as que atuam nas coordenadas globais e os deslocamentos descri

tos nestas coordenadas. Tal relagao & expressa pelas equacoes a

seguir,
K11 Kiz Kz Kw Kis Kig | rDl— (Fy |
Ka Kz Kz Ka K Kz D> Fa
"Ka Kz Ka Ka K K| [} Ds S = & Fa3 i
Kui Kz Kuw Kw Kus Kug Dy Fy
Kas K Ks Ks Kss Kg Ds- Fs
| Ka Ke Ke Keo Ko Ko | LDGJ | Fe_|
oulK D = F K Matriz de Rigidez Global

E importante ressaltar que nenhuma condigao de contor
no (apoio) foi introduzida. Isto quer dizer que pode existir um

vetor de deslocamento D de corpo rigido que nao esteja associa



do a uma configuracao de deformagao interna para a estrutura. E
se nao ha deformagao interna e porque a estrutura nao esta sub

metida a esforgo algum. Tal afirmagao pode ser traduzida pela

equagao a seguir:
KD=0 sendo D# 0 e de corpo rigido.

A equagao acima mostra que a matriz K € singular e nao

pode ser invertida (det § = 0)

Este problema vai ser resolvido quando forem introduzi
das as condigoes de apoio, o que vai ser feito mais tarde no item
2.4, '

Para nos estabelecermos as Equacgoes de Compatibilidade
de Deslocamentos e Equagoes de Equilibrio precisamos definir as

coordenadas locais associadas a cada barra separadamente. Assim,

LOCAL GLOBAL
(I) - Equacoes de Compatibilidade de Deslocamento
a3 = 4% = D, d;} = d} = D,
d2 = ai = b, a} = 4% = Db
al = ai = Dp; : dl = 43 = D

Tais equagoes podem ser agrupadas na forma mos

trada a seguir:

63




¢i7) . [0 o 1 0 0 0] D, |
d} 0 0 0 1-0 0 D,
d} 0 0 0 0 1 0 D,
K 0.0 0 0 01 RN
3 o 0 0 0 1 0 D
i‘dg - 0 0 0 0 01 [ Do ] (6 x 1)
dz - 1 0 0 0 0 O :
& 0,10 .0 0 0
a3 ©o 0 1 0 0 0
a3 0 0 0 1 0 O
a3 1 0 0 0 0 O
| di_ L0 1 0 0 0 0] (12 x 6)
(12x 1) -
Ou
4! —él gl = élP_
a2r o= [AE| D > |4 =4ap| gaz=a%
93 é3 93 = éalz

A -+ Matriz de incidéncia cinematica
(estabelece as condigSes de compatibilidade

de deslocamentos)

[ =

Al+> Matriz de incideéncia cinematica para a barra
A%+ Idem para a barra 2

A%+ Idem para a barra 3

I1) - Relacoes Forga-deslocamento para as Barras

we

£l = Elél . £2 = 1'Szgz

~ -~

£3 = 1’Saéa

-~

Estas forcas atuam nas extremidades das barras.

TII) - Transporte das forcas extremas nas barras para as coorde

nadas globais

As equagoes finais sao equagoes de equilibrio dos nbds

da treliga, isto e, uma equagao para cada coordenada global. Pa

e4d



ra isso, precisamos primeiro considerar as forgas f;nt’

barra i, que atuam sobre os noés,

i i.i -
S E g (atuando sobre os nds)
ST
o f5
aa&—»o-—%>qga
AN
, | - FL
AT T
e

E transportando para as coordenadas globais,

ant
Faint L
pint
F}nt
ant
| int_|

(6 x1)

o O = O O ©O
©C = O O O O

- O O O O O
o O = O O O
O O O O ©O =
S O O O = O

© O O = O

©C O ©O O O =
cC O O O ~= O
O O O == O ©

o = O O O O

& » o o 0o o o

cht S (6 x 12)

~ » Aoaudo sobre og wos

AT
|

1
X

S 1 ECM’

~

{ /\v'_’F‘
- i
.1 7 " am
= Foeny

xr
5
-~

de

cada




. - 1,T T 3,T )
Assim,  Eooo =[O0 60 @) J (g0
£2
:%nt
£int
T
Ou Eint A £M
- pl- 2 r 3
Podemos escrever Eint, Eint + gint + Eint
_ i
F1nt - § Eint
Onde:
! = (AI)T £ contribuicao de barra 1 nas equacoes d
~int - =int ’ s - eéquag e
equilibrio
2 _ 2T .2 ey s~ -
Fine = (é ) gint contribuigao da barra 2 nas equagoes de
: equilibrio
3 - 3. T 3 . . . o~ . ~ .
Eint (é ) gint contribuigao da barra 3 nas equagoes de
equilibrio
A relagio Fl =(Ai)T gl tambe d btid
r c Foot A fint m pode ser obtida pe
lo principio dos deslocamentos virtuais. Dado um mesmo campo de
deslocamentos virtuais, Ggl = él 69, o trabalho das forcgas F;nt
definidas nas -coordenadas globais e igual ao trabalho das for
gas f;nt definidas nas coordenadas locais,
T i oesaiyT ¢1 5 (spyT gl T ., i.T i
CIRE A C DR A C i I G TS L S
i i, T _1i
Fine = (A7 50,
~ : i _ i i _ i, T i -
A relagao entrefd” = A'Dje Fie = (A7) £int e uma re

"lacao de contra-gradiencia:

66
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a = &'p |

32 = A'D «~+ F, = T £} + w4 anT g
. = : - ~int ~int - ~int ~ ~int

d® = A D ’

Seguindo o procedimento do Metodo dos Deslocamentos par
timos das equagoes de compatibilidade de deslocamentos (I) 1'>ara as re

lagoes forga-deslocamento (II) e_dai transportamos as forgas pa

ra as coordenadas globais (III).

Isto possibilita a determinacao da matriz de rigidez
global, como serid mostrado no item 2.3.2. O enfoque mais direto

sera visto no item 2.3.1. qhe se segue,

As equagoes de equilibrio tambem serao consideradas no

item 2.3.2.

2.3.1. Metodo da Rigidez Direta

0 método da Rigidez Direta nada mais & do que a deter
minagao dos coeficientes Kij a partir da aplicagao especifica
da sua definicao. Assim, por exemplo vamos dar um deslocamento

D; = 1, e os outros nulos.

© ®
,D‘:- 3=O(3
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Vemos que:

K = k33 + kis Ku = k3
Ka = ki + kis Ka = ki

Ka = ki Ka = ki

Vamos dar agora D»o= 1 e os outros nulos

k@

I

Ky

quz

Vemos que:

2 3 2 3
L= + 3 K = k% + k 3 = k3
12 gb 34 22 12¢1+ L2 32 14
K = ; K =k ; K = k?



0 mesmo poderia ser feito para todas as outras desloca

bilidades, resultando em:

K33 k3,
+ + ¥, k3, kg kg,
K, k3, .
) - kb,
. A R R T IO 3
kia kiy
3 ' IC%I 1‘%2
ki3 kiy * + ki; kiy
ki kis
= K
1 1 2
3 3 k2 k2 1 1
k23 kz;, *3 +3 k23 k2‘0
k3 k3
| 1 | Kl
ks kiy kg k + +
: | kf kf,
: " kis ki,
k3 k3, ki W2 N N
ky k%

A obtengao de K desta maneira pode ser visualizada pela
"soma" das contribuigoes de rigidez de todos os elementos (bar
ras). Tal "soma" nada mais e do que a soma das matrizes de Tri

gidez de cada uma das barras (no sistema de eixos globais) "

ex
pandidas" para o tamanho da matriz de estrutura, como esquemati

zado abaixo:

69
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l ?
ofelofojolo ks tka | OO fkylksy,
0101 010}]01tO khal(hh 0 Okmk“?
0 [ 0 i [ [ ofofo]ofo[o

+ +
0] 0 fka ke [les [kes oloJololojo
01 O Jkay tksy |kss kag ks ’klh‘ 0|0 %1 K,
0} 0 Jka |ke [ka {lu ks k2! O kalml
1 2

ke ke

3
k33k3h 1,‘3] 187 O 0
Kfkuw [k [ke [0 ] O
quk]h k)] }j? 0 O =1.S
kalkuikajle | O [ O
ojojojojo} o0
0100101010

3.

XE

Esta "soma" & o que caracteriza o Método da Rigidez Di-

reta.

Convem lembrar que para a obten¢ao da matriz de Rigidez

pelo metodo da rigidez direta sao utilizados condigoes de compa

tibilidade de deslocamentose relacoes forga-deslocamento (dadas

na matriz de rigidez de cada barra).

‘2,3,2, Formalizacao do Método de Rigidez Direta

Substituindo as equacoes de compatibilidade de desloca

mentos (I) vistas anteriormente mnas relagoes forge-deslocamento

(II), temos:

£2 = k2A%Dp 5 f% = x3x°%p

-~

£fl= x!a’Dp

(forcas atuando nas extremidades das barras)




Estas mesmas forgas atuando sobre os nos ficam:

1 - 1 J . 2 = - 2 2 .
Elae = KD 5 £l - kWD g

e w

nt

O transporte destas forgas das coordenadas locais para

as globais e dado pelas relagoes (III)

- 1,T (2 2\T o2 3. T .3
Eint (472 fint * (A ). £int + (a7) Eipt
= - [@ahHT x*a’n + )" k242 + )T k4]
~int ~ ~ ~ ~ ~ ~ =~ ~ ~ .-~
ou F. =-[@anHT a'+ )T k242 aHT x*a*] b
~int ~ - ~ - ~ ~
F e o conjunto de forgas das barras atuando sobre os

~int
nos, definidas nas coordenadas globais.

Estas forgas. vao ser equilibradas pelas forgas exter

nas, Fe aplicadas nos nos e definidas nas coordenadas glo

xt?
bais. No caso temos

~ext

:Asequagoes de equilibrio dos nos nas direcoes das coor

nadas globais sao expressas por:

Eint * Eext =0 (Iv)

Assim,

= TahT Klals 0" k22 )T ka7 D

" Ou, F = KD onde K & a matriz de rigidez global.



Para uma treliga com m barras:

m B . .
K =3 (aHT g Al
=i k™ A

Observe que (éllT El él = E; e a matriz de rigidez da

barra i "expandida" para o tamanho da matriz da estrutura.

Exercicio Proposto

Verificar, para a treliga mostrada anteriormente, se as ma

trizes k!, k2, k2 s3o obtidas a partir da expressao acima.
“E° B’ IE P

Observacao: Se ky € a matriz mostrada abaixo:

1
kexa | O 0
= 2
ky = O | kuxa| 0
0 0 k)
- ~ 1 A2 x 12)
Podemos escrever: EM =-§M éM (relagoes forga-desloc.)
(atuando nos nos)
. _ T _ T
Assim, Eint =2 £M T Fine T TRk dy
Sabemos: d, = A D (condigoes de compatibilidade)
Logo F = —AT k., A D
Cg0, ~int ~ ~M -~
Equagogs de Equilibrio: Eint + Eext =0
E, entao, F =F=4A" k, A D
» €n *  ~ext ~ ~ ~M <~ =

T
Logo |K = A" ky

1>

12




2.3.3. Instrucoes em FORTRAN para Montagem da Matriz K

Na implementacao computacional da montagem da matriz de
rigidez global nao vai se fazer uso da matriz de incidéncia  ci

nematica A, embora isto fosse possivel.

Vamos utilizar o proprio conceito do metodo da rigidez

direta de somar as contribuicoes dos coeficientes da matriz de

rigidez das barras nos correspondentes coeficientes da matriz de

rigidez global.

Para isso, algumas coisas vao ser definidas:

19) A cada nd correspondem duas equagoes de equilibrio, uma pa
ra cada coordenada global do no. _ ,
Vamos criar uma matriz que define um numero da linha de ca

da equagao de equilibrio de cada n6. Ou seja,

. ID(1,N) = nimero da 12, equacao do nd N

ID(2,N) = numero da 22 equagao do no N

Assim para o exemplo estudado teﬁps:

IDL,N) = [1 3 5
{2 4 6

n?s. das eq. do no 1;_1 T

n?s. das eq. do no 2 '

n®s. das eq. do no 3

X

"No item 2.4.1. veremos como determinar a matriz ID(L,N)

20) Sem fazer distingao entre grau de liberdade fixo ou livre,
isto e, sem considerar as condigoes de apoio, pode-se obser

var que para o no n? i temos as equagoes correspondentes as

linhas 2i - 1 e 2i da matriz K. Também, neste caso, o nime
ro total de equagoes, NEQ, e 2 x NJ, sendo NJ o numero de
nos.

Isto vai ser alterado quando considerarmos os apoiosno item
2.4.
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39) Uma barra ligando os nos Ied tera os coeficientes .de sua

49)

59)

matriz de rigidez afetando as seguintes linhas e colunas da

matriz K:

ip(1,1), 1ID(2,I), 1ID(1,J), 1ID(2,J)

Para entender isto vide a montagem das matrizes de rigidez

"expandidas" mostradas no item 2.3.1.

A matriz de rigidez e zerada inicialmente e a sua montagem &
feita somando-se a contribuigao de cada barra em separado

aos correspondentes coeficientes.

£ criado um vetor, LM(L), que define as posigoes (linha e
coluna) da matriz de rigidez global onde serao somados os coe

ficientes da matriz de rigidez da barra.

Todas estas consideragoes estao mostradas nas instrugoes

FORTRAN mostradas abaixo.(VMetzmbéthMoﬁﬂuna a uﬁuw)

SUBROQUTINE STIFF *  Monta matriz K = S(II,JJ)
ZERA MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL

po 1¢ I1I = 1,NEQ < 'NEQ = n® de equagoes

DO 1¢ JJ = 1,NEQ

1¢ S(11,3J) ¢
LOOP A0 LONGO DAS BARRAS PARA SOMA DE CONTRIBUIQGES

DO 3¢ M = 1,NE _ - NE = nQ de barras

CALL ESTIFF (M) “  Monta matriz k = SE(I,J)
ADICIONA MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO A MATRIZ TOTAL

I = NOD(1,M) <« No inicial

J = NOD(2,M) « No final

LM(1) = ID(1,1)

LM(2) = ID(2,I)

LM(3) = 1ID(1,J)

LM(4) = ID(2,I)

DO 20 I = 1,4

IT1 = LM(I) « Posiciona a linha

DO 20 J = 1,4

JJ = LM(J) <« " Posiciona a coluna

2¢ s(11,JJ3) = S(I1,JJ) + SE(I,J)
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3¢ CONTINUE
RETURN
END

O desenho abaixo mostra esquematicamente o procedimen-
to adotado pela Subrotina STIFF para adicionar a contribuigaoda
matriz de rigidez de uma barra genErica M na matriz de rigidez
global. |

J=Nod(Z,»)

Coordenadas Locais

L
L X s . .

3E(1,1)|SE(1,2) SE(1,3)ISE(1,4)

SE(2,1)|SE(2,2) [SE(2,3) [SE(2,4)
k = Matriz de Rigidez Local
- SE(3,1)|SE(3,2) |SE(3,3)|SE(3,4)

SE(4,1)|SE(4,2) |SE(4,3)|SE(4,4)

¥



SUBRoTINA S TIFE (s/coud\'qoﬁs de Q,FO('O)

TINICIO

2era S(23,77)

S
 —

CHAMA EST\EF RE ToRknA SE (2,7)

LM(4) = 1D (4, Nod (M)
LM (2) =ID(Z,NoD( M)

LM (3)= 1D (4,Nob (2, M)
[ LM (1): Tb (2, Nop (2,M))

TT= LM (1)

-
—

v
T7= LM(T)

Sz 11)=S(z1,77)+ SE(T,7)

TopAas AS
coLunas [T]va LiNKA

FoRam Comsi-
DerRADAS T

Tobas aAas
LINHAS FOR & p
CONS 1DERADAS 7

To PAS A3

BARRAS FoRam
CONSI0ERADAS ]

FiMm
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1
(v*9)as| (g°y)as (Z¢y)as{ (1°y)as
(ve)ds| (gcg)as (z°g)as| (1¢g)as
(v°2)as| (¢°2)as (zpas|(1¢z)as
(v*1)as| (g°1)13s (zr)as(rr)as

ﬂ

(£0)ar=(n1

(C1DaA=()n1

I

(1¢2)ai=(In1

(I°1)aI=(T)R1

+«(7IN1

«(E)W1

(VN1
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2.3.4. Numeracao dos NOs que Resulta na Matriz em Banda

Vamos considerar a treliga abaixo. A figura em seguida
representa a matriz de rigidez global. A matriz foi montada. sem
distingao entre grau de liberdade de apoio ou livre, isto e, fo

. -~ -
ram consideradas duas equagoes por no, colocadas na ordem cres
cente da numeragao dos nos.

4 &
7.(1 O

o B=6 - - B=6 +
nol n02 no3[no4 no 5n0 6 no 7 .
S o . U S o ST von NI e NS .
X1X 00X IX X| X1 010 X X
No 1 { X XXX :
0 0] /’—\X ;{_9 XI1X|X1!0
_ X|X|x|X]o0 ( ) x[x|xlxlx{o
No 2 { N
X{X|X10|l0}0 [N—r X{Xi{X|10j;01!0
X X{0{0[X|X X| X010 |X !X
No 3 {
» X{0IXiX|X}|0 X10({X|X1|X10
3 x[x[x[x[x]o x[x|x[x{x]o
No & {
X1X1X|0]010 X|X|X]0}0]|O
NG S XIX|O0OJO0 X |X XIXi0j0 |X}X
o
{ XiolX1X1tX XI0|X|X|X
N 6 X|{X|X|X X|X|X{X
o { :
XXX XXX)/T\
_ XX X| X
No 7 { X " K\_M)

MATRIZ SIMETRICA A
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‘Observa-se que a formagao natutal da matriz de rigidez
faz com que os termos diferentes de zero (representados por “X"
na figura) fiquem proximos da diagonal principal, e que fora da
faixa central so existam termos nulos. Diz-se entao que a ma

triz tem a formagao "em Banda".

Observa-se que, como a matriz também & simétrica,todas

as informagoes dadas pela matriz de rigidez estao contidas na ma

triz retangular com numero de linhas igual a NEQ e numero de co

lunas igual a B, onde B & chamado de "semi-largura de banda".

Assim, ao inves de se guardar uma matriz cheia (NEQxNEQ)
pode-se guardar a matriz em forma de banda (NEQxB), e economizar

em memoria de computador.

As seguintes consideragoes vao ser feitas para a deter

minagao da semi-largura de banda (B):
19) Seja L o numero de graus de liberdade por nd.

29) Seja uma barra generica ligando os nos I e J.

Suponha I < J.

Lx(J-1)+1
J = Linhas Correspondentes de K = Q --ommmeee
(total - L linhas) = = | ceemm-——-
LxJ
Lx(I-1)+1
I » Linhas Correspondentes de K = < ==-----un
(total = L linhas) == | ==m=—me———-
LxI

A linha (ou coluna) de menor numeragao que e afetada por

um coeficiente de rigidez desta barra e: Lx(I-1)+1.

A linha (ou coluna) de maior n‘umeraggo que e afetada por

um coeficiente de rigidez desta barra e: L x J.

Vemos entao que, para esta barra, a maior '"distancia"

de um coeficiente diferente de zero para a diagonal principal &:

79




B = LxJ - [ L x (I - 1)+ 1] + 1
B=1 (J-14+1)

3

3Q9) A semi-largura de banda e o maior valor de B encontrado ao

percorrer todas as barras, ou:
B =L x [ max (J - I) + 1] (semi-largura de banda)

Onde [ max (J - I) + 1:]§ chamado de "banda nodal'.

4¢) Este procedimento nao levou em conta as condicoes de apoio.

Com base no que foi visto acima, encontra-se em ‘segui

da instrugoes em FORTRAN para calcular B (treligas).

NDIF = ¢
DO 2¢ I = 1, NE < Vai ler incidencia de barraa barra
READ (5,10¢2) M,NOD(1,M), NOD(2,M)
KDIF = IABS (NOD(1,M) - NOD(2,M))
IF (KDIF.GT.NDIF) NDIF = KDIF
2¢ CONTINUE
MB = 2% (NDIF + 1)

MB -+ semi-largura de banda

NDIF + 1 -+ banda nodal

-

Observe pelo exemplo mostrado que se a numeracgao fosse:

Max Diferenga = 4

(A

B=(4+1) x2 =10

Vemos entao que a numeragao dos nos influi diretamente

na largura de banda.

Deve-se partir com a numeragio de um lado para o outro

da estrutura e nao ir e retormnar de novo.
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1¢

c

c

c

2¢

30

k= SE(3,3) | SE(3,4)

2.3.4.1. Instrugoes em FORTRAN para Armazenar

Matriz em Banda

SUBROUTINE STIFF “ Monta K em banda
ZERA MATRIZ DE RIGIDEZ o o
DO 1¢ I1 = 1,NEQ

DO 1¢ JJ = 1,MB

S(11,J3J) @.

LOOP A0 LONGO DAS BARRAS PARA SOMA DE CONTRIBUICOES
DO 3¢ M = 1,NE ,

MONTA MATRIZ DE RIGIDEZ DA BARRA

CALL ESTIFF (M)

ADICIONA MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO A MATRIZ TOTAL
I = NOD(1,M)

J = NOD(2,M)

LM(1) ID(1,1)

LM(2) ID(2,1)

LM(3) = 1ID(1,J)

LM(4) ID(2,J)

DO 2¢ I = 1,4

II = LM(I) « Posiciona a linha
DO 2¢ J = 1,4

IJJ = LM(J) - II + 1| “ Posiciona a coluna
"IF(JJ.LE.#) GO TO 20

S(1I,JJ) = S(II,JJ) + SE(I,J)

CONTINUE

CONTINUE

RETURN

END

]

SE(1,1) | SE(1,2) |SE(1,3) SE(l,Af
SE(2,2) | SE(2,3) | SE(2,4)

SE (4,4)

a

24



1
5]
i

1 2 3 4 5 6
IM(1)  {SE(1,1)|SE(1,2) SE(1,3) |SE(1,4)
" IM(2) * |SE(2,2) SE(2,3) |SE(2,4)

. K =
IM(3) -+ |SE(3,3)[SE(3,4)

IM(4) ~ |SE(4,4)

2.4, Consideracao das Condicoes de Contorno

Observamos anteriormente que a matriz de rigidez glo-
bal, escrita para todos os nos sem prqocupagao quanto a apoios,

€ singular. Isto quer dizer que o sistema
KD=F

nao tem solugao se nao forem suprimidos os movimentos

‘de corpo rigido do vetor D.

Tais movimentos de corpo rigido sao suprimidos ao se im
por as condigoes de contorno em termos de deslocamentos (condi

¢oes de apoio)



Retomewmos, entds, a tretcc,o.‘ adotada. como exemplo :

a—

16. [¥3 [ D]

F2 D;

“> 2 S J F3 J D;
11' E = Flo > E = D‘l, F

® — Fs | Ds
i . Fe| _D‘e_J

W

Temos como condigao de contorno em termos de deslocamen

to:

As condigoes de contorno em termos de forgas sao as pro

prias forgas externas aplicadas nos nos

As'forgas que faltam F; , F, e F; sao ainda desconheci

das.

Observe que quando um deslocamento Di e conhecido a cor

respondente forga Fi e desconhecida, e vice-versa.

Podemos escrever as equacoes de equilibrio da estrutu

ra como mostrado abaixo:

— — = ey P— o

Kn X1z Kiz Ky Kis Ky Di F)

Ka K2z K23 Ko Kz Kgx D F,

Kaa Kz K Ka Kss Ksg J 0 Fs
> = < F}

Ku Kuz Kuwz Kw Kys Ky 0 Fy

Ksi Ksz Kss Ksy Kss K 0 Fs
| Ko Ke Ke3 Ko Kes Keg _De_| [ Fe_

Vemos que todos os termos que multiplicam D3 , D« e Ds

podem ser eliminados pois sempre multiplicam deslocamentos nulos.

\ ~ . ' . .
. Resulta entao no sistema abaixo (trocando a 6? linha de

ordem)



K1 K2 Kis | D; Fi

Ka Kz Kz D2 = F2

Ka Ke Kes De

R K» Ksg D, Fal
Ku Ku Ky D, = Fy

| Ka Ke Kss_J Dg

Vemos que o sistema assim dividido resulta em dois sis

temas:

de

de
as
de

= No primeiro temos 3 equagdes e 3 incognitas em deslocamen-
to.
Neste sistema a matriz n§p e mais singular, pois os deslo
camentos de corpo rigido foram suprimidos.

- Para o segundo sistema vemos que, com os deslocamentos ob
tidos no 19 sistema, podemos simplesmente calcular as - rea

goes de apoio.

Podemos agora formalizar a consideracao das condigoes

contorno -sob uma notagao matricial.

O sistema de equagoes de equilibrio completo K D = F po
ser rearranjado, trocando linhas e colunas, de tal modo que
equagoes de equilibrio correspondentes aos graus de liberda-

com deslocamentos conhecidos fiquem por ultimo. Assim, pode

mos representar o sistema da seguinte forma:

[Ifm Kyt ' {PJ ) {E&}
Reg Kgr— ij Fe
Onde:

- Indice "{" significa livre

- Indice "f" significa fixo

- 2& + deslocamento livre (desconhecidos)
- Df + deslocamento fixo (conhecido)

- Em principio vamos considerar que estes deslocamentos
podem ser diferentes de zero (recalques de apoio), em

bora normalmente eles sejam nulos.
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forcas conhecidadas (vetor de carga)

forgas desconbecidas (reagoes de apoio)

Podemos escrever:

Kag 22 * Exf D¢ = EQ (1)

Reg 290 * Ree 2¢ 7 K¢ - @)

Do sistema (1) podemos determinar os deslocamentos DR,

ja que D, e FR sao conhecidos a priori:

£
= ~1 - = 0 = 1
EX EXQ (ER Exf Ef) se Bf Ei 522 EQ

As reacoes de apoio ficam conhecidas a partir do siste

ma (2), tendo-se determinado DR

Fe = Keg D * Keg D

Na pratica nao se trabalha como foi mostrado acima,pois
isto envolveria um trabalho computacional muito grande (inversoes
de matrizes, etc.). Mas aqui foi colocado para dar uma solugao

formal ao problema.

2.4.1. Instrucoes em FORTRAN para a Consideracao das con

dicoes de apoio

O procedimento utilizado consiste em montar a matriz
ID(L,N) que define o numero da linha correspondente a cada equa
¢ao de equilibrio de cada grau de liberdade. Esta matriz & mon
.tada de tal forma que as linhas e colunas correspoﬁdentes aos
graus de liberdade livres tém numeragao menor que as dos graus

de liberdade fixos.

Dessa forma, a matriz de rigidez global, quando monta
da pela maneira descrita no item 2.3.3, naturalmente fica parti

cionada conforme mostrado anteriormente, isto e;
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K = v Xos
~ K K
' ~fR <ff

Para montar a matriz ID(L,N) algumas observagSessEofei

19) Inicialmente a matriz ID(L,N) € montada definindo as condi

. goes de apoio de cada grau de liberdade de cada no, tal co

mo mostrado abaixo:

ID(L,N)
ID(L,N)

0 > grau de liberdade L do nd N
1 > grau de liberdade L do ndo N.

livre.

o1 o)

fixo.

De tal forma que, para o exemplo em estudo, temos:

3 "ID(L,N) =0 1 1
‘ 0 1 o

N 11
' 4 Desloc. X e Y do no Desloc. X do
1 sao desconhecidos no 3 & conhe
: cido. .
7 Desloc. XeY do no Desloc. Y do
2 sao conhecidos no 3 e desco
= ’ *  Inhecido.
X

2Q) As condigoes de apoio sao formecidas ao programa juntamente

com as coordenadas de cada um dos nos.

39) A matriz ID(L,N), a medida que vao sendo lidas as condigoes

de apoio de cada no, vai se transformando na matriz que iden
tifica o numero da linha correspondente a cada grau de liber

dade, tal como exemplificado abaixo.

ID(L,N) =[1 6 4
2 5 3

Eq. 1 = equilibrio na dir. X do nd
Eq. 2 - equilibrio na dir. Y do no

Eq. 3 = equilibrio na dir. Y do no

Eq. 4 - equilibrio na dir. X do no

> Eq. 5 =+ equilibrio na dir. Y do no
Eq. 6

NN W W

+

equilibrio na dir. X do nod



4Q) No final do processo teremos:

NL = n? de graus de liberdade livres
NF = nQ de graus de liberdade fixos
NEQ = NL +# NF = n? total de equagoes

Obs.: Para treligas planas NEQ = 2* NJ, sendo NJ = nQ de nos.

Com base no que foi visto acima teremos o seguinte al

-—

gorit_mo:

NEQ = 2% NJ
NL = ¢

NF = ¢

Do 16 I = 1,NJ

READ (5,1¢¢1) N,X(N), Y(N), ID(1,N), ID(2,N)
DO 5L =1,2 ‘

IF (ID(L,N).EQ.4) THEN

Ip (L,N) = NEQ - NF

NF = NF + 1

ELSE

NL = NL + 1

Bt = nt

CONTINUE

CONTINUE
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2.5. Obtencao do Vetor de Cargas F

Como dissemos anteriormente, alem das cargas atuando nos
nos da trelica consideraremos o peso proprio das barras e a pos
sibilidade de variacao uniforme de temperatura. Estas duas ulti
mas solicitagGes serao substituidas, na analise, por forgas equi

valentes nodais tal como descrito no item 1,10.

Desta forma, existem dois tipos de forgas que atuam nos
nos:

- Forgas aplicadas nos nos pelos elementos (barras): F nt

- Forgas externas atuando diretamente sobre os nos: Fext-

As forgas internas . incluem as forgas vindas das

t
barras devidas aos deslocamentos (a priori desconhecidos), cha
madas de -k d, e as forgas equivalentes nodais, para cada barra
chamadas de f. . Para a obtengao da matriz de rigidez, K, esta

Gltima parcela nao aparecia. Considere a barra mostrada abaixo:



f ' AXL t“‘ olﬂ.t
Xa o
¥ o 2 /’;l - f"i"‘t’ S fot
\ Z5 & o> L
. it ,
| %,

Forcas Nodais_Internas da Barra

As forgas f nt de cada barra (atuando nos nos) vao for

mar o vetor Fint e sao compostas por tres parcelas:

= -k d devido aos deslocamentos

- fgp devido ao peso proprio

Y * peso especifico

A > area segao transversal |,

) 4 W,
X, 4 Wi w=yAL e et
.. ~0
'wz -T2
o~
4
-3 . >
X, | | 3 Xy
Atuando na Barra Atuando nos Nos

- fe devido a variagao uniforme. de temperatura, T

Xz

§ o EATSLnO
‘/”Q(Eﬁﬂ' 9 dgﬁfhse
-% -
L7t EATen® .77
- P
JEAT -7 : e -
/ f Ot A/EAT cos©
X 3
- ! 4:.)<'
Reagoes de Engastamento Forgas Equiv. Nodais Forgas Equiv. Nodais

Atuando na Barra Sistema Local Sistema Global
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Sendo,

@ = coeficiente de dilatacio térmica

E = modulo de elasticidade

0 vetor de forgcas equivalentes nodais fp considerando

os efeitos de peso proprio e temperatura resulta em:

Xad
. ‘Lg
0 -Cos®f
£ ¢ O v F1 ~Send
T ///_//e 3E £E = —2- 0 + OEAT Cos0
_
0 P -1 | L Senb_;
tE X
~» A\

»

Forgas Equivalentes Nodais

As forcas nodais internas da barra, fint’ sao agora de

finidas por:

fine =k 4+ gy

0 vetor de forgas internas aplicadas nos nos pelas bar

ras, F. _, e obtido pelo transporte das forcgas f, das coorde
~1lnt . ~1 -

nt
nadas locais para as globais. Como visto no item 2.3

y temos:

_ i, T _1i
Eint N § (é ) fint

i . . . . . - .
Sendo A" a matriz de incidéncia cinematica da barra

O vetor de cargas F € obtido em funcao das forgas

ternas aplicadas, Fext’ e das forgcas equivalentes nodais fE, co

mo e mostrado a seguir.

ex

Seguindo o procedimento do método dos deslocamentos vis
to no item 2.3, temos:

- Condigoes de compatibilidade de deslocamentos

i i i _ i i i
d" = A" D — f.. = -K'a'D+ £



- Transporte das forcas nas coordenadas locais para globais

) $.T i
Bine = 2 007 £

- Equacgoes finais de equilibrio

Eext + gint = 9

> F + 3 aHT, «lalp » £2) = 0

ext 1
E assim,

i\ T ,i,i, _ i, T 1
P (A7) KTAD = F .. * @Y fg

Onde K = z (A7) .k"A (matfiz de rigidez global)
D = vetor dos deslocamentos

_ i T i
F Fext + 1 (A7) £ (vetor de cargas)
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-2.6. Determinacao dos Deslocamentos

A determinagao dos deslocamentos livres segue o proce
dimento mostrado no item 2,4, isto €, o vetor Dy e obtido resol

vendo-se o sistema de equagoes mostrado abaixo:

D = F, = Ky Dp

Sep 2p T R T Ree of

2,7. Esforcos nas Barras

Voltando  ao ekemplo da treliga comegado no item 2.3 te

mos : .
T | T‘* ?
Tz

®
¢y4>c/////o

Coordenadas Globais Coordenadas Locais

X2 S

0 sistema de equacao para a determinagao dos deslocamen

tos desconhecidos e (vide item 2.4):

Kun Ki2 Kyg rF1 D;
Ka Kx Ky D
Ka Kg Kg Dg

Resolvendo-se este sistema de equagSes chegamos aos va
lores de Dy, D e Dg. Pode-se entao remontar o vetor de desloca

mentos D,

Generalizando para qualquer estrutura, os deslocamentos

Aocranhoanidne fimnam datarminadne a mavtir Aa annanan (vida 1tem 2 4)



K D + K, D_ = F
~8 =g ~Qf~f =~
D, ™*deslocamentos livres (desconbecidos)
D *deslocamentos fixos (conhecidos)

Pode-se, depois de determinado D remontar o vetor de

K,

deslocamento completo:

- 4t

A partir de D podemos conhecer os deslocamentos dos ex
tremos de todas as barras atraves das condigoes de compatibili

dade de deslocamentos:

Barra 1 Barra 2 Barra 3 Para uma barra i

di =Ds di=Ds d1 =Dy d =a"D

d2 = Dy d2 = Dg dz = Dy

ds = Ds dz = D ds = D) A »+ matriz de incidéncia cine
dy = Dg dy = Dy dy = D3 matica da barra i

Conhecendo-se os deslocamentos extremos

[t E ="

ra pode-se determinar os esforgos na barra. Isto mostrado a se

guir.

2.7.1. Determinacao dos Esforcos Utilizando a Matriz de

Rigidez k da barra

0 caminho mais natural para determinar os esforgos na
barra depois de conhecidos os deslocamentos de sua extremidade
e utilizando a matriz de rigidez da barra k. Os esforgos saotan
to provenientes dos deslocamentos da extremidade (CASO I do item
1.10) quanto das forgas atuando no interior das barras e as cor

respondentes reagoes de engastamento (CASO II do item 1.10).

Assim, as {or¢as finais atuantes nas extremidades das

barras sao:

de cada bar.

13



Onde £E = forgas.equivalentes nodais = (;l)x_forgas de

engastamento perfeito.

Estas forgas sao descritas no sistema de eixos globais,

como mostradas abaixo.

Xo 8
Cosb = ¢
Senb = s
>ﬂ Onde (vide itens 2.2 e 2.5):
£, c? cs =-c? -cs dy ' ['c_] 0]
: 2 _ _.2
f, A =%§ cs s cs s d» +olEAT< S + % 1 5.
£, -c? -¢s c? cs ds -C 0
fy -cs  -s? cs s? dy 1-¢ 1
v l W

e

Observacao: Resolvendo por computador, a matriz de rigidez k

da barra poderia ter sido guardada quando da de’
terminagao da matriz de rigidez global (subroti

na STIFF), ou pode ser recalculada agora,

Os esforgos normais nas extremidades da barra ficam de

terminadas pelas projegoes destas forgas na diregao axial da bar

ra.

Xn 4 /Q'

- f f1 cosb + f, senb

f3 cosb + f, senb

(o))
(X%
fl

X

ou £ cos® senb 0 0 £,
£y 0 C 0 0 cos® senb £,



Obserye que também aparecem esforgcos nas diregaestrm§:
vergais (cortantes) & da barra, Estes esforgos sio obtidos pelas

projecoes das forgas nas extremidades na diregao transversal.

Na
‘\\ Vi = ~f1sen® + focos0

V2 = ~f3sen® + f,cos0

Xq_’ l

E de se esperar que somente o efeito de .peso proprio
provoque esforgo cortante. Isto pode ser verificado calculando-

-se V) e V, pelas expressoes acima (exercicio pro osto). Chega-
P prop g

-se a:

=

Vi = V, = cos® sendo W o peso total da barra

45
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2.8. Reacbdes de Apoio

Seguindo o procedimento mostrado no item 2.4 o sistema

de equagdes K D = F & subdividido em dois sistemas:
o~ e~ ~

K K D" F, ]
“ne Kpe| [ 2] "% )
Keg Res 2 | Tt (2)

Do sistema (1) determinamos DQ’ e que substituido nosis

tema (2) possibilita determinar Ef’ que sao as reagoes de apoio.

Assim, para o exemplo utilizando, onde Ef = 0, temos:
Y
0—>

3

la,
®
2.? 1? / ud
4 .
Coordenadas Globais ~ Coordenadas Llocais

SISTEMA (1) Determina D

Kuin Kz . Kis D, Fx_] D,
Ka K2 Ko D2 = Fz_f > D2
Ka Keg Kegs Dg Fg ' D¢

SISTEMA (2) Determina Fe (reagoes)

Ka Kz Kz D, Fgl
Ky Kuw Ku D> = FiJ
K.51 K52 K s DB_ FS )

Chega-se, entao, ao valor das reagoes.
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3. METODO DA RIGIDEZ DIRETA PARA QUADROS PLANOS

A analise dos quadros planos aqui tratada esta sujeita

as seguintes hipoteses basicas:

- 0 elemento estrutural (barra) dos quadros planos & prisma-
tico, isto e, tem area (A), momento de inercia (I) e modu-

lo de elasticidade (E) constantes,

- nao sao considerados os efeitos das deformagoes por cisa

lhamento.

- vamos considerar que os efeitos axiais de esforgos normais
sao totalmente desacoplados dos efeitos transversais defle

XEO e cortante.

- as barras podem ser articuladas em uma, ou ambas, das extre-

midades.

- as forgas aplicadas a estrutura podem tanto atuar nas jun

coes (nos) .como ao longo das barras.

3.1, Matriz de Rigidez do Elemento (barra) de Quadro no Sis-

tema Local

A barra de um quadro tambem & chamada de elemento de

quadro ou elemento de viga.

Vamos em principio considerar que as barras nao sao ar

ticuladas nas extremidades, isto e, os nos- sao rigidos.

Estamos interessados em determinar as relacoes que exis
tem entre as forgas (e momentos) aplicadas e deslocamentos (erg
tagoes) das extremidades da barra definidas pelas coordenadaslo

cais (sistema local), tal como mostrado abaixo.

th / .

. ‘*1d; .
N
Ydy . |

d

Ao ®
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Tais relagoes podem expressas pela matriz de rigidez k'

mostrada abaixo:

£1°] Tk, ki ki ki, ki kil [d]]
£3 ky ki kg kg kg kg d;
JEs L ky ki ki kg kg % < 5,
B ki ki ki ki ki K "
£3 ky kp kg kg kg kg ds
£l kg kg kg kg kg kg | dg
f'= k' dl
Como foi dito, vamos considerar que os efeitos axiais
da barra (devidos a dl, dl, f] e fl) sao totalmente independég

tes dos efeitos transversais de flexao e cortante. Isto €,ha um
total desacoplamento entre as deslocabilidades di e di com asres

tantes. A matriz de rigidez fica entao simplificada para:

£17] kh 0 0 ki O 0 ai ]
£ 0 k% k3 0 k¥ k% d}
£3 , 0 k% ki 0 k¥ ki ﬁ dl \
£h ; kh O 0 kd 0 0 di
£l 0 k2 k& 0 kds kde di
| £6 ] | 0 k& k& 0 k& ki _di_|

Podemos atée encarar o elemento de viga como sendo a "su
perposiggo" de um elemento de trelica (somente efeitos axiais)
com um elemento onde s0 existem efeitos transversais de flexao

e cortante:

A ]




3.1,1. FuncGes de Forma para o Elemento de Viga

A equagao diferencial que descreve o comportamento de

uma viga e (vide expressao 1,23):

% [ T}t

) T

e ez

cl,

4% g1 d%v] _
;1—;421 dxi 9

1

L o —— e
1 - ()
L r
b J J :

X

Esta equagao estabelece uma relacao entre os deslocamen

tos transversais v(x;) e a carga transversal g(x1) sem conside
rar o efeito de cisalhamento, o que & adotado como simplifica-
gao.

No caso de EI = constante e barra descarregada, a equa

cao fica:

gl
dx

—r
<
L}
o

Podemos entao dizer que para este caso o deslocamento
transversal e descrito por uma fungao polinomial do 39 grau em

fungao de x,

v(x1) = a1+ azxi+ asxi+ ayx}

" No caso do deslocamento axial u(xi), como vistono item

2.1, sabemos que e uma fungao linear de x;:

u(x1) = as+ agx)

A fungio de forma Ni define, como visto no item 2.1,0s
deslocamentos ao longo do elemento quando o i-eésimo grau de 1i

berdade di tem valor unitiario e os outros nulos.

Para os efeitos axiais sabemos (item 2.1):

4



u(x1) = N3(x1), 41 + Ny (x;)dl

Onde, - N
4.{\ .
¢ — =~ Ny(x3) =1 - x;/L
4 ‘ 1 _ .
Ny | Ao
' Ny (x1) = x1/L
4 St

Para os efeitos transversals temos:

v(xi1) = Na(x1) d} + N3(x:1) di + Ns(x1) di + Neg(x;) d¢

Onae,
Cond. de Contorno:
;= 0] v(xy) = 1.0 x1= L) v(x:) =

Na :
A,or\ v _ dv
"™ dX1 dX1

Na(x1). = 1 - 32+ 2(D)°

f{3 o Cond. de Contorno:

///<: o x1= 0] v(x1) = 0 x31= L lv(x1) =0
b dv dv :

/—N_' dx1 1.0 dx1 0

Ns(x1) = x1(1 - %1)2

400



Cond. de Contorno:

' _ x13= 0}l v(x:) =0 x1= L | v(x1) = 1.0
. .o g :
v o _ 0 dv = 0.

dx1 dx)

Ns(x1) = 3% 2(D)°

Cond. de . Contorno:

|

e x1= 0 v(x1) =0 x1= LI v(x:) =0
= dv dv

1oy FETR ax,- 1-0

INg(x1) = X1[}%52- %1]

Qualquer deslocamento transversal v(x,;) pode ser escri
to utilizando as fungses‘Nz, N3, Ns e N¢ em funcao dos desloca-

mentos extremos d), dj, df e di:

do

;7’ Lf(nﬂ
A~ . [v(x1) = Npd} + Nsd} + Nsdl + Ned!
\ L //fas
A
. A '.\.d'
s L s

Estas fungoes descrevem o deslocamento transversal de
forma correta para o caso de EI = const, e no caso de barra des
carregada. Mas podem servir como aproximac¢ao para os outros ca

§0s.

O0s deslocamentos no plano dos pontos da barra ficam en

tao definidos pela matriz das funcoes de forma N:

101
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u(xa) | _ [N: 0.0 Ny O O a1
v{xi1)

Q N2 N3 0 Ns Ng d"
B d}
al
d}
[ dé_

{:u(X1):} '
v(x1) = N d

3.1.2. Determinacao da Matriz de Rigidez por Aplicacao

do Principio dos Deslocamentos Virtuais

0 principio dos deslocamentos virtuais, como visto no
item 1.8.1, estabelece condigoes de equilibrio paraas forgas ex

tremas atuantes na barra e para as tensoes internas, e & expres

so por:
LSD.F = L §e. odv Gwe = §U
| || 1
Trabalho vir Energia de deforma
tual externo c¢ao interna virtual
6nde,

F > forgcas externas reais no nosso caso serao f'

0 * tensoes internas reais provocadas pelas forgas reais e
por isso mesmo em equilibrio com estas. No nosso caso es
tamos desprezando o efeito do cortante (cisalhamentoc),es
tas tensoes sao sempre tensoes normais 3 segao transver
sal.

Assim 0 = 0x,
dD * deslocamentos virtuais externos
GU(_XJ) e 6V(X1)
Como as forgcas externas estio so nas extremidades temos
6D = 84"
§e + deformagoes internas virtuais compativeis com os deslo

‘camentos §D.
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.No nosso caso, como sb consideramos os trabalhos das ten
soes normais, estas deformagGes tamb@m sao normais 3 se

cao. Assim 8¢ = 6ex;.

Para, a partir da exprcssao do principio dos deslocamen
tos virtuais, chegarmos a relagao f'= k'd' precisamos das rela
¢oes entre os deslocamentos externos u(x;) e v(x;) e as deforma

goes internas €x;.

Estas deformagoes sao provenientes dos efeitos axiais

e de flexao, os quais estamos considerando desacoplados.

Tais deformagoes sao, entao, definidas por duas parce
las (vide expressoes (1.12) e (1.13)):

€, = %§J'+ deformagao axial
d?v _ - -~ *L‘
€, SeqyT X2l deformagao por flexao
1 .
. i I—x,“
Send d’v = K =+ curvatura ;A
en. (o) -a—x—g 2 3
Do item 3.1.1 temos: Secao Transversal
dN dN
U(Xl) = Nld; + qu;', 2> ga = —(i—;:. d{ + -d—x:. dl
v(x;) = Npd} + Nzdj + Nsd + Ngd{
aN. a a2 a2N
ef = - 'a-;? « Xo. di "-——23. X2 d'3 - a-}-{—lzs. X2. d'5 - a-}—{g-e. X2 » d'G
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ou,
ca g o 4N 0 a1
= dXJ 2 2 dx'l 2 2

~d“N»> -d“N3s -d“Ns N ~d“Ng dal

ef | 0 Txi %2 m._xzo Ixg X2 ‘a—x—lr-xz Adg
- .

ds

d}

| dé_|

ou ainda, {:2?:} = B g'

N1 0 0 N& 0 0
_0 “N%x%o -N%x2 0 ~N%x> -Nilx,

onde

1
]

Vamos primeiramente exemplificar a determinacao da ma-
triz de rigidez pelo principio dos deslocamentos virtuais para o
termo k). Depois a matriz vai ser determinada de forma global,en

volvendo todos termos. Assim:

ki = ?

/( ds=t / |
' /7//”_I~\\\(\‘* j)Q' sistema real

Z
| | |
?Fz , T*Ps fi= ki d} o = E
' fi= ki d} \
FY fi= kg al G = -E g—g]-%xz.dé
X1
Fl= ki d!l

Vamos procurar um sistema virtual onde so fi= kid} pro

duza trabalho externo:

sistema virtual

- N, 6D = 8diN,
‘. g -d*N,
éd‘l’ ‘ de = §di( ek xX2)
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A aplicagao do principio resulta em;

Gug = 8d). £! = 8db. ki)

, ~d%N, -d%Ns
6U = &déJv [:( E;? . X;)- Et ('E;?“ X??] dV" d§

N2 ‘e N3s6 depen |
dem de x,

L 2 2 ( ‘
. d°N,. d“Ngs ! 2 2 _
Su Gdéjg [ﬁ;? E;? E . JA xsz] dx;. d} JA x5dA = 1
5wE-6U_,kb-EI J N3 (x1). N (x1) dx [— |k = 5
0

Observe que 86U pode ser encarado como o trabalho execu-

tado pelo momento interno

d2N,

M(x:) = EI Frr Al d! (vide expressao (1.22)
! M = EI d%v )
dx{

Submetido a uma curvatura virtual

= 1 d2N2
GKZ = 8d} E;?
[L
+ 8d). k. d} = GKZ. M(x3)d=x;,

Analogamente para os outros termos de flexao da matriz:

L
Kij = EI J NZ (x1) NY (x1) dxa
o 1 J

non

2,3,5,6
2,3,5,6

,3
,3

Cte e

Os termos da matriz de rigidez para o comportamento axi

al ficam determinados, como foi visto no item 2.1.2, por:

T -
k1j = EA j N} (x31) Ng (x3) dx; i=1,
j =1,

4
0 4

Vamos agora determinar a matriz de rigidez de uma forma

global, envolvendo todos os coeficientes simultaneamente, tambem
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utilizando o principio dos deslocamentos virtuais.

- Sistema real

r, f

Py

forcas externas reais: f'

deslocamentos reais: [ u(xy) = N 4°
v(x3:)
deformagoes reais: {: :} 4’
tensoes internas reais:{:oi} = EB 4’
of '

ca *+ tensao normal devido a efeitos axiais

gf ~+ tensao normal devido a efeitos de flexao

- Sistema virtual

A &d; {:jgé;%
g4y b Té | —
odi S s
TS

deslocamentos virtuais: | Su(x;) | = N 64°
dv(xi1) -

2

deformacoes virtuais: dea = B &4
def



- Trabalhao virtual das forcas externas

SWE = (3g"). £

- Energia de deformacao interna virtual

dU = J (6ea &ef) | oa dv
v Of
su = | (8anT BT, E.p.at av
JV ~ ~ &~
I T
6U = (8d'") J C j B" E B dA| dx1.d'
. 0 N <
- EFE = %0
_ L N
(danT.er = (8an’ Jo [:JA BT E B da] dx;. 4
& T
£ = C J B* E B dA| dx1. d'
B Jo A i -
L ' = L f T
ogo [k' = C j B EE dA ] dx).
5 o R 2

1=

Operando-se a expressao acima chega-se a:

- . - ~ .
Exercicio proposto: Chegar a expressao acima

0

0

TEAN{N{ 0 0 EANIN{ )

0 EINS' NY EINY N¥ 0 EINY N! EINJ NY

0 EINY N3 EINY NY 0 EINY NY EINJ NO
EANIN!I O 0 EANINE 0

0 EIN! N4 EINI N¥ 0 EINI' NV EINY N¢
| 0 EINY NJ' EINY NJ 0

EIN{' NY' EIN{ N

dxi
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9
ul

- u N

9
u N

aN

;mzw\Hmﬁxv

NZM\Hmﬁx@
) .

mzmsHmﬂxw
.mzmsHmﬂxw

0

.0U¢WEMOHkuﬁW oprajsouw OPTS ®IA®BY OWO)H

aN uzmme 0
.mz_mzmHHm 0

0 ﬁxvnzﬁzms<m
SN uzmaHm )
SN EN)S1a 0

0 ﬁwizmzmx¢m

ﬁNﬁ
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SN INQSTTXP N AN S1H o ]
SN nzmmeﬁxv SN mzmme . 0

0 0 wamquM\¢m
SN mzmmeHxv SN uzmgHm 0
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0 : 0 ﬂxvﬁzmzmg<m.
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- S . . e '
Exercicio proposto: Chegar & matriz de rigidez k

[ EA EA

™ ¢ o =Y ° o
12E1  6EI 12EI 6 EI

© KR ) L’ T2
0 BEL . 4EI _6EI 2E1

17 L L2 L

k's= |

12EI _6EI 12EI  _ 6EI
0 rz © L3 R

o 6EI 281 . _6EI 4ET

— L? L L? L}

Cada coluna i da matriz estabelece as forgas externas ne
cessarias para equilibrar a barra submetida 3 configuracdo defor
mada Ni. A condigao de equilibrio vem da propria aplicagao do prin

cipio dos deslocamentos virtuais (vide item 1.8.1).

A imposigao direta do equilibrio para cada configuracao

deformada Ni tambem leva 2 determinacao da matriz k'.

Exercicio proposto

Determinar a matriz k' a partir da imposig¢ao do equili-

brio diretamente. Sabe-se:

= A
! ET )
y A
L
4EIC’W
" 2
'| L

A parcela axial pode ser tirada do item 2.,1.1.
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3.2, Matriz de Rigidez do Elemento (barra) de Quadro no Siste

ma de Eixos Globais

Deseja-se determinar as relagoes entre forgas e desloca

mentos nas coordenadas locais no sistema de eixos globais (figu

ra da direita):

Xr | 1)4_.—
: Yy

+h
n
15
1=
i
f
1§
1 ="

Das figuras podemos tirar:

d] = dycos® + dssen® dl = dycos® + dssend

d} =-disen® + dycos0 d! =-dsend® + dscos®d

d} = ds ' di = dg

al cosO sen® 0 da ai cos® sen® 0 du

d! 3= |sen® cos® O do d: 5= lsen® cos® 0 ds

d} 0 0 1 ds dt 0 0 1 ds
Onde: cos® sen® O =T

-sen® cos®@ 0
0 0 1

T @ uma matriz ortogonal, isto €,




Temos entao:

g*:[ig d ou [d' = R d
OT o™~. ~ =

6x6

Onde R = [I 9] tambem E.oftogdnéi S
0 T

s rR™!= RT Matriz de Rotacao

Podemos tirar d em fungao de d':

d=37¢ o+ [d- R

Analogamente podemos definir para o vetor de forgas:

£' =R £ e £=RE

-~

A relagao que existe d' = R d e f = Bzf' € uma relacgao

de contragradiencia e poderia ter sido determinada como foi fei

to no item 2.2.1,

Temos conhecida a relagao |k'd'

L}
1+h
o -

Substituindo na equacgao g' por R d pre-multiplicando

por BT, resulta em:

R'k'R d = R'E'
- .
k £
Sk o= BTE'B Que & a matriz de rigidez da barra nas co

ordenadas globais.
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1 1 T 1 1 1
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3.3. Forcas Equivalentes Nodais

Existe uma maneira geral de definir as forgas equi-
valentes nodais para um dado carregamento definido no sistema 1lo
cal. Este procedimento s0 e valido para barras prismaticas (E, A

e I constantes).

Tal meétodo utiliza o Principio dos Deslocamentos Virtuais

e as funcoes de forma Ni (vide item 31.1).

Vamos exemplificar para o caso de carregamentos transver
sais d barra. Para carregamentos axiais uma analogia pode ser fei

ta,

IDEIA BASICA

Igualar trabalho virtual externo provocado pelas forgas

que atuam ao longo da barra com trabalho virtual provocado pelas



114

forcas (e momentes) equivalentes nas extremidades da barra, wuti
zando em amhos 0§ casos as mesmas configuragses de deslocamentos

virtuais que foram adotadas para deduzir a matriz de rigidez (fun
goes de forma).

Seja uma barra com um carregamento transversal qualquer:

e  al
T

=
k )L\
)

v
1

L

As forgas equivalentes nodais sao (sistema local):
-

i i
Grommmm R,

|3
Deslocamento virtual 6v(x;):

gd‘s o
>L/T . | >/ gdl‘a

Sy !, F Sv. T

— 'q_
. l\éas‘

(SV(X]): (Sd&Nz'l' 6(]5133 + 6déN5 + 6déN5

Onde &d}, 8d%, 6di e 8di sao os deslocamentos virtuais das ex
tremidades.

Vamos agora computar os trabalhos virtuais provocados por

q(x1) e por fh-

Provocado por q(xi)

L .
GWE = j Sv(xi1) . q(x;) dx: -
0
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Swe={ld Sy Sar S} [ [lugun

Provocado por fé

Cn » 516« ALE, « SAEL < SaK,

-

\

Swpefdal sS4y S Ldi} Jhe

Igualando os trabalhos externos

¢
l Nz_q,dk.

No caso de termos tambem cargas concentradas ou momentos

a expressao anterior pode ser ampliada.

¢ < S
&




Mo

e j drg &) > Nyd)

L - ' )

G j“’a 5 dxy 2 Ns("'j)PJ | ZNaCxidmg
3t : : .

. < o )

Iy jns % A 2 Nl by < R bt ) M

\ N R R
gg) \fl\géqrd | 2 Ne!

Onde Ni(x}) e o valor da fungao Ni no ponto 3 e‘wi(x?)a

derivada (rotacao).

Imagine agora que nds estamos interessados em calcular as
reagoes de apoio para a mesma barra considerada bi-engastada e so

licitada pelo mesmo carregamento q(x;).

a,(kl,

Vamos determinar R3 por exenm '
y ‘jj plo. Podemos interpretar a es
R3 Q 7 = DR" trutura pela soma de dois ca
. N ] sos como mostrado ao lado.
1 Re s

Q%)

/1‘%*& o

3
VAN

;T

vy =-Na,). S

(Somente se EI = constante)

Os deslocamentos do dstema (II) s3ao proporcionais & fun

¢ao de forma Ns somente se EI & constante.

Aplicando o teorema de Betti aos dois sistemas:
"Trabalho das forgas do sistema (II) com os deslocamentos do
sistema (I) e igual ao trabalho das forgcas do sistema (I) com

os deslocamentos do sistema (II)". Ou melhor:

) . ~ L '
Ry =. | auy.Nae .G dx,

e A et e b e e e
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Para que R3 seja reagao de apoio do engaste & necessirio

que ©

L \

R' = - ﬂOL,) /\/3 (“1)- -5,’»'_-4 = - 'E
© -

valente nodal com sentido oposto, como foi imaginado anteriormen

rr = "0

que & a forca equi

E

te.

Esta expressao e exata para o caso de EI constante, mas
tem carater aproximado para calcular as reagoes de engastamento

no caso de EI nao ser constante.

Para calcular uma das reagoes verticais:

W@m R P
- i~ . ¢

1A @

=

Nz(u‘) 8]]:
ac)

Teo de Betti(&:ﬂ;—:——gi) "_—'.._> ,'R = - 3’/\]101;(‘ — - Fz

Exercicio Proposto

Verificar se as forgas nodais equivalentes calculadas pe
lo processo mostrado sao iguais as reacdes de engastamento perfei

to com sentido trocado para os seguintes casos:

FTTI 1% o LR
M L b "

i

l

Az
1 L

—_—

L
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H. INTRODUCAO A0 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS - ELEMENTO TRIAN-
GULAR COM DEFORMACAO CONSTANTE

-

A intencao deste capitulo & mostrar a ligagao existen-—

te entre a analise de quadros e o metodo dos elementos finitos.

Em essencia queremos mostrar que a anilise desenvolvida ats ago
ra para as treligas, quadros e grelhas pode ser incluida em um

método mais geral para andlise de modelos estruturais.

A diferenga basica entre a anilise de quadros e o méto
do dos elementos finitos esta no proprio modelo estrutural. Em
ambos os casos o modelo estrutural & formado pela montagem de
componentes ou elementos estruturais individuais. No pPrimeiro ca
§0 0s elementos aparecem quase que naturalmente a partir da pro

pria concepgao da estrutura (vide figura abaixo). No segundo, a



Ma

estrutura e modelada por um numero finito de elementos para re-

presentar um meio elastico continuo, exemplificado pela ., segio

transversal de uma barragem de gravidade mostrada abaixo.

ZH7778

727777

. Quadro Real

._‘[]4

PEZNYLLEN

AN
‘Barragem Real

H4.1. Ideias Basicas

V774 DA77
Maodelo Estrutural

NN

mr om & gy
Modelo Estrutural

As ideias basicas do método dos elementos finitos sob o

enfoque do metodo dos deslocamentos (rigidez) sao descritas, co

mo se segue, exemplificadas para um meio continuo unidimensional.

Seja uma barra com area transversal A e mddulo de elas

ticidade E submetida a um carregamento axial generico q(x).
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g(l) ' " Relagao deformacao - Des
/ ~ ~ = N SO . . R sy e om e
£--~ — oy . —- ;> locamento (compatibili-
% ' | dade)

.d
q(x).dx i
) — (O+— dx)A
SA dx

dx

Condicoes de Equilibrio

Lei Constitutiva do Ma
terial(Lei de Hooke)

Q
"
tx
™

Ideias Basicas

19) O meio contIinuo & subdividide (discretizado) em uma numero fi

nito de elementos finitos sendo que, dentro de cada elemen

to e estabelecida uma lei de variagao para os deslocamentos,
por exemplo que os deslocamentos variam linearmente dentro
de cada elemento. O deslocamento u(x) fica entao aproxima-

do como mostrado abaixo.
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e DR m——r?) ® B . e @ i
& e T b o
,*.-.1_-__ +_ 3 L. DR S s - l,
_ o] I P S Y sy bt
L - AN L i 1 L
—— ]
| .

P SUUUNY SN U DRSE i

Para um elemento geneéerico i

u = a; + a, s ou u = {15} [a,
—— - asz

di (local)

(1)

para s = 0 > u = u

para s = L -+ d, (local)

[
n
[
L}

Assim,
u. 1 0 aj ai L O ug
l = -> = -]-'- (2)
u. 1 L as a:z L -1 1 u,;
il : 3 '
Donde substituindo (2) em (1) temos:

v = {1 s}.. %Ei’ (1)] {i:l} u = {L;S -E} {:1}
i h

ou |u = {N; Nz}{:di} u=N34d Ni + funcao de forma
da .




20) As condigoes de compatibilidade de deslocamentos dentro

39)

deslocamento for continua. No exemplo a deformagao dentro de

cada elemento e constante:

du
ax

As condigoes de compatibilidade de deslocamentos entre
diversos elementos e introduzida da mesma forma como
sendo feita para quadros, isto e, os graus de liberdades cor

respondentes de cada elementos sao forgados serem iguais.As

sim:

I = u,
} = a?
3 = ai
d3 = ai
d; = Uus

dN

L

0 C>rﬁ1-
u2 da
us d:
uy CZ d2
- -
di
C) da
|

1
-]

L

1

© 0,0 oto olo

Para uma barra genéerica i

No caso do meio continuo unidimensional a condicao de

i

at = At p

(vide expressao (2))

0 0 0 O]
1: 0 0 O
"170 0 o
0_1_0 0
"0 1 0 o0-
0 0 1 0
0 0 1 o]
.0 0 0 1

]

uj

uz

uy

. dade para os correspondentes deslocamentos nodais implica

lidade da compatibilidade de deslocamentos em todo o

Para meios continuos bi ou tridimensionais nem sempre

acontece, como sera comentado mais tarde, embora seja

jEve} que haja compatibilidade ao longo da fronteira

dois elementos.

vinha

igual
na va
meio.

isto
dese-

entre

de

cada elemento ficam satisfeitas se a fungao que interpola o

oS

12T
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49) As Leis constitutivas do material (Lei de Hooke), definidas
para tensoes e deformagoes em um paralelepipedo infinitesi~
mal, sao substituidas por relagoes entre forgas e deslocamen
tos nos graus de liberdade de um elemento. Estas relagoes
sao deduzidas tomando como base as fungoes de forma Ni _que
-foram utilizadas para interpolar a fungao de deslocamentos.
0 resultado e a matfiz de rigidez do elemento finito k, ou

“seja:

lHh
f

1=

1

k = J B"EBdwv f + forgas atuando dos nos
v :

sobre o elemento.

Para o exemplo estudado a matriz de rigidez de uma generica

-

€: (vide dedugao no item 2.1).
EA/L -EA/L
-EA/L EA/L

59) As forgas que atuam ao longo do elemento sao consistentemeﬁ

=

te transportadas para os ndos do elemento. As forgas nodais
equivalentes sao "consistentes" porque o "transporte" para
0s nos e feito com a utilizacao das mesmas fungoes (Ni) que
interpolam os deslocamentos e utilizados para deduzir a ma-

triz de rigidez do elemento.

As forgas nodais equivalentes sao deduzidas de modo a igua-
lar o trabalho das forgas que atuam ao longo do elemento.quan
do submetidas a uma mesma configuragao deformada virtual ba

seada nas fungoes Ni.
Isto foi mostrado para os quadros planos no item 3.3.

Para o nosso exemplo:

—————

4 -:___:-Bf-’%gs.) A e
T | | © e

TE |
S P —

t—— A | _ -




B ] rrL . ]
f?E Js N, (s) q(s) ds
< 5 = ¢ (atuando sobre os nos)
rL .
£, N2(s) q(s) ds
| “E_| —JO _

62) As condigoes de equilibrio sao impostas aos nos somente, is-

to e, sao equagoes de equilibrio de forcas (e momentos) nos

-
nos.

Nas equacoes de equilibrio nodais dois tipos de forga (e mo-

mento) sao considerados:

Fext forgas que atuam diretamente sobre os nos

F, . =.L.Fi = forgas que atuam nos nos vindo pelos elemeén-

tos

Para escrever as equacoes de equilibrio, entao, e ‘preciso
. ’ >

)

. : . - i
"transportar" forcas extremas a um elemento i sobre os nos (firi

. - i
para o nivel de estrutura, .isto &, para Fiote

Este "transporte" vai ser determinada por igualdade de Traba

t

lhos Virtuais com mesmos deslocamentos virtuais, como mostra

do a seguir.

i i i ' -
;nt = -k* at + f (atuando sobre os nos)

DESLOCAMENTOS VIRTUAIS

6D - em todos os nos de estrutura

»

424

i . .
6d"+ nas extremidades do elemento i e compativel com os desloca- -

mentos da estrutura 6D

-~ -~

sd* = A' 6D

A igualdade de trabalho e mostrada abaixo.

T i _ i, T .1
(D)7 Eiop = (84727 £,

T i T, i.T i
(62) : Eint (69) (é ) Eint
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Como os deslocamentos 6D sao virtuais e podem ser dife

rentes de zero, podemos elimina-los da relagao, resultand6 em:

i i\ T 1.
Eint (A7) £int
As condigoes de equilibrio Eext + Eint = 0 .resultam
em '
F=KD
onde:
b iT i
E = gext + i§1 (ﬁ ) £E (cargas nodais combinadas)
m T i . . : .
K = igl (él) . k7. él (matriz de rigidez global)

A solugao D das condigoes de equilibrio s3o encontrados pe-
la resolugao do sistema K D = F depois da consideracao das
condigoes de contorno em deslocamentos. Esta consideracao e

feita da mesma forma como foi visto para treligas e quadros,

79) No caso dos elementos finitos, as tensoes internas sao de-
terminadas em cada elemento somente em fungao das :deforma-

goes do elemento, isto &, para o exemplo dado temos:

o = Ee = E E g

Obs.: Poderia ter sido incluido uma deformagao inicial eo e

——

uma tensao inicial oo:

0 =E (Bd - €0) + 0o (€o devido a temperatura :por

exemplo (ou 0co)).

Como no exemplo as.deformagoes sao constantes temos:



real

.__.aproximado

) (obtido ‘pela
analise de
elementos fi

nitos)

Conc

89)

lusao: As tensoes sao determinadas de forma aproximada e nao

satisfazem a condigcao de equilibrio infinitesimal.

=0 No caso em que q = 0
estas relagoes e satisfeita.

Também se observa que nao ha equilibrio de tensoces na liga-
950 de dois elementos, isto e, a analise por elementosfini-

tos leva a "saltos" de tensao entre um elemento e outro.

Todas aproximagoes feitas para a fungao de deslocamentos,de
formagoes, tensoes e violagoes das condigoes de compatibili
dade e equilibrio tendem a desaparecer a medida que se .au-
menta o nimero de elementos; e a resposta tende a :resposta

real.

Para o exemplo estudado, a poligonal considerada para fun-

gao de deslocamentos tende cada vez mais 3 curva real.

As tensoes resultantes ¢ = E€ também devem tender para valo

res que eatisfagam a equagao

0 grau de discretizagao depende do nivel de aproximacao de-

sejado.

126
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2)

(YA,

OBSERVACOES IMPORTANTES

No exemplo estudado se s0 existissem cargas nodais a solugao

pelo metodo dos elementos finitos seria exata qualquer que fos

se a discretizacao. Isto porque a fungao de deslocamento .u(x)

seria realmente formada por uma poligonal:

- .. . o o
Equacao de equilibrio + A %E =0 (q = 0)
du '
€ = = o] Ee
Donde EA %;g =0 = u(s) = a; + ajs (linear)

De forma analoga, para os quadros com somente cargas nodais e
solucgao pelo método dos elementos finitos.e exata para barras

com area e 1nerc1a constantes.

Isto porque a fungao de deslocamentos transversais a.barra v(x)

interpolada por fungoes Ni do 39 grau (vide item 3.1.1)tem r'e

almente efte grau pois deve satisfazer a condigao de requili-
d'v

brio EI E;w = 0 (q = 0).

Em outras palavras, as caracteristicas de rigidez do elemento

de quadro realmente representam a rigidez do meio continuo na

regiao do elemento.

Como foi visto no estudo dos quadros planos (veja item 1.10)a
solugao de quadros com carregamento ao longo das barras e di-

vidida em duas etapas:

(I) Estrutura com cargas nodais combinadas, que sao obtidas
‘pela soma de cargas nodais e forgas equivalentes nodais.
As forgas equivalentes nodais sao forgas de engastamento
perfeito com sentidos opostos. |
Esta etapa e inteiramente analoga ao méetodo dos elementos
finitos pois, para barras prismaticas, a determinacao das
forgas equivalentes nodais pelo metodo dos elementos fi-
nitos (igualdade de trabalhos) recai nas forgas de engas
tamento perfeito com sentidos opestos como mostrado no

‘item 3.3.




. (IT) Estrutura com cargas ao longo das barras e'forgés de en

gastamento perfeito.

A solugao para os deslocamentos nodais pelo meétodo dos ele-
mentos finitos em quadros (etapa I) e igual a2 da estrutura
real ((I) + (II)) pois os deslocamentos nodais da etapa (II)
sao nulos. ' ‘

Para os deslocamentos ao longo das barras, a solugao pelo mé
todo dos elementos finitos (fungao do 39 grau).tem.‘ carater
aproximade em relagao a solugao real ((I) + (II)) paraas bar
ras carregadas. e e igual as barras descarregadas.

Para outros tipos de elementos (bi ou tridimensionais), os

resultados obtidos para os deslocamentos nodais pelo metodo
dos elementos finitos sao uma aproximacao dos deslocamentos de
estrutura {eal isto e, nao sao exates. Isto porque as for-
Sas equivalewtes nodoss ndo tim nada a ver comm as fore

g¢as de engastamento perfeito do elemento, e tambem porque as

caracteristicas de rigidez dos elementos sao uma aproximacao

1Ly

para.

as caracteristicas de rigidez do meio continuo na regiaoc de

de cada elemento.

4,2. Equacoes Fundamentais da Teoria da Elasticidade

(Caso Plano)

Tres sistemas de equacoes da teoria da elasticidade sao

necessarios para a formulagao da matriz de rigidez do ielemento

finito. Estes sistemas serao descritos, para o caso plano, como

se segue,

4.2.1. Relacoes entre Deslocamentos e Deformacoes

Considere os deslocamentos : e deformacoes de um parale

lepipedo infinitesimal:

n WA M+§_”.:‘_o(y
, D' == c!
v - /
wagf o ! /
'\f+as D / c ’/
‘ )
/
/ /
/ !
dy ~ B+
/ B, g
e =" - v+ 3V dx
Ar A A 5 Py
dx
| AL l Jv("\'L‘AA‘,
n Y. 44
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Da figura temos (hipotese de pequenos deslocamentos):
T - du v
A'B = dx + —a-; dx AB = dx

Deformacao normal na diregdo x & definida como:

= A B — A . = .a}l_ ’ 1 a .
£X =% £x % Para a diregao y:
A'D' = dy + %% dy AD = dy

= 3V
oy

D £y

Deformagao por cisalhamento ou distorgao & definida co

mo:
(u + gu dy) - u (v + v dx) - v
Y = By + B; = — 9y + oX
Xy 2 1 C dy dx
Yo = 2, By
Xy oy ox
Podemos mostrar as expressoes acima sob a forma matri-
cial:

rex —i 0 u ou |€ =D u>
8§ v - i

1 vy 1 7| 0 ;%' onde a matriz D & um ope-
rador diferenciagiao.
| Yxy_ 2 2
| 0y 0%

Satisfazer a expressao acima significa garantir a com-

Péfibilidade de deslocamentos (nenhum vazio) em cada ponto (xy)

do meio continuo.

Em particular esta expressao vai ser imposta para os

pontos do interior de um elemento finito.



4.2.2. Leis Constitutivas do Material - Relacces Tensoes

x Deformacoes

. Vamos considerar o material isotropico, elastico e 1i-

near, isto e, e valida a lei de Hooke.

Para o caso plano existem o estado plano de tensoes e o

estado plano de deformacoes. Os dois vao ser tratados.

4.2)2,1. Estado Plano de Tensoes

Tensoes normais V; provocam:

" | . . | T
Jd-4 P €X £
o e am— -— — i e o o | e r—-& —
. .._"__. ey=-.\.)2{.
| LR v E
Yo — .
— _l
An— (ez‘=u’ﬁ%§)

.E » modulo de elasticidade

'V *.:coeficiente de Poisson (Vv < 0,5)

Tensoes normais gy provocam;

1N
dj = £
: dn _Euy= . Vj —
v
B e o e L ‘ S
(ez = '2%2)

Tensoes normais oz = 0

Tensoes de cisalhamento T x Yy provocam:

(Txy = Tyx como veremos mais tarde)

130
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Este efeito € considerado desacoplado do efeito de ten

-~ [
§3a0 normal

.

T “""Z/ﬂ: —=r
e e [
__.\\" ./...-_..___1» .._.’/ S

L_ -

dr

E

G > modulo de elasticidade transversal G = fTTIVT

(ou modulo de cisalhamento)

As outras tensoes de cisalhamento sao nulas:

As relagoes tensao x deformacgao podem ser escritas sob

a forma matricial:

ex 1 -V 0 oXx
= 1

sy. = 3 v 1 0 oy

ny 0 0 2(1+v) _Txy

Invertendo a expressgo acima temos:

ox 1 Y 0 €x

E . " Estado pla-
oy B¢ v 1 0 €y "no de .ten-
Txy : 0 0 (l%ﬁ) EQ& soes




A32

4.2.2.2. Estado Plano de Deformagoes

Isto ocorre por exemplo
versal de uma barragem, onde nao
ao ponto da segao (€z = 0; yxy =

1
Sabemos que €z = £ [oz

Dai: 0z = v(0x + Oy)

Assim,
1 ,
&x = ¢ [QX = Vvoy
]_ .
€EX = E [OX - VQgy
l + v

= = C(1-v) ox

Analogamente,

ey = 1 g v [(1 -

quando se analisa a secao trans
ha deformacoes perpendiculares,

Yzx = 0)
- v(ox + 0y) ] =0

(#0)

- Vvgz |
- vi(ox + oy)]]

- voy ]

V)oy - Vox ]

Podemos colocar de forma mais conveniente:

£ExX =

]

1(ox - Vv;0y)

] b

ey

0 efeito de distorgao &

1(O'y - V) gx) onde |E; = TT:GTT e |v; = 1=

E V

desacoplado e entao:

Xy

TX 2(1+v
Yxy = Gy - (E )
Observe-se que 2(1+vy)
E)
e assim, |yxy = Eil%¥l) Xy

2(1+v)
E



Escrevendo -50b a forma matricial e invertendo temos:

Ox 1 vi O £x

Oy = TT%%%fT v 1 0 ey Estado Plano de defor
- =
Txy 0 (lz\d ,ny magao

Observa-se que amatriz acima tem a mesma forma da matriz

para estado plano de tensoces, trocando-se E por E; e NV por vj.

Genericamente vamos ter ¢ = E €, wvalido para os dois ca
sos onde E tem a seguinte forma:

[(En Ei 0

E = Exn Ex» 0 (simEtrica)
0 0 E a3

4.2.3. Equagoes Diferenciais de Equilibrio

Seja um elemento infinitesimal com espessura t.

._n_._# e ng?”dtd

T L Py +3?§_“;d\4

FXx
* Forgas por

e —- "‘— > e Fy
AT \Aﬁ. I f;;A-umm_FE:t_gjllf@E unidade de
L AL : X volume
e
Vg N
X

Desprezando os termos de ordens superiores temos:

IMz = 0 » 1xy dy t dx - 7Tyx dx t dy = 0

Je |TXYy = Tyx

IFx = 0 =+ - 0ox tdy + (Ox + %9— dx) t dy - Txy t dx +

433



+ (Txy + E%% dy) tdx + Fx dxdy:F = 0
o dox . _TXy Fx = 0
oy
LFy = 0 >
-o#tdx+(oy+§-C;—ydy)tc‘lx-Txvy.t.d}'*(TXY;i—ag-:i—y)‘t dy +

+ Fydx dy t = 0

. 20y
Ty T Tax

!
«
"

o

4.3, Matriz de Rigidez do Elemento Finito Triangular de Defor

macao Constante (k)

Seja o elemento finito abaixo, utilizado para discreti-

zar o meio continuo.

Yv/ - _
fﬁﬁ7{§3 - f_ -rul‘ 'rfxl
A= axg g | v, £y1
— qduzl  fxo
| -3
TV’;_. T Va ~ fy2
' “mfk ___' : us fx3
—
. _____.____.._._-__4‘.(17 p)c LY [ V3 ] ify 3
Xaa (£ =k d

Pontos Nodais 1 > (x1, y1)
2 + (x2, y2)

3 > (x3, y3)

Queremos determinar k

H3.1. Matriz das Funcoes de Forma (N)

]
tHh

Para o caso plano cada no tem dois deslocamentos (graus

de liberdade).

134
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A cada elemento ficam, entio, associados 6 graus de 1i
berdade.

. Vamos assumir que tanto o deslocamento u quando v va-

riam linearmente dentro do elemento,isto €, na forma mais sim-

ples. Desse modo:

u = a3 + azx + asy

v = ay + asx + agy

As deformagoes dentro do elemento ficam:

€x=au=az; ey:av‘=aee 'ny:.a_gq-—a.y_:aa-}as,
ox dy oy ox

(dai o nome "triangulo de deformagao constanteV)

Poderiamos representar matricialmente:

u(x,y) - rl xy 000] [a;]
v(x,y) t 0 0-0 1 xvy a,

as

u(x,y) = X a| (1) au

as

ag

Para os pontos nodais temos:

ui - ~1. x1 y1 0 O 0] a

Vi 0 0 0 1 x, Y1 -

uz | 1 x2 y2 0 0 0]

vo[ T [0 0 0 1 x2y| 2

us - ‘_1 x3 y3 0 0 O] a
Lvs (0 0 0 1 =x3 w3 -

135
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Condensando em uma mesma matriz

rul_ 1 x1 y10 0 0] [a] . :

. V1. 0 0 0 1 xi y, az
J gz L 1 x2 y2 0 0 0 ) as | d = C a
Va2 0 0 0 1 x, y2 ay . i

us 1 x3 y3 0 0 0 as

| V3] | 0 0 0 1 x3 ys| | a6 |

Podemos obter a em fungao de d:

-1 .
a = g d (2) onde,
(xz2ys-xayz) 0 (-x1ys+x3y1) 0 (x1y2-x2y1) 0
(y2-y3) 0 (ys-y1) 0 (y1+-y2) 0
C"1=__];_ (x3-x2) 0 (x1-%x3) 0 (x2-x3) Y
~ 2A J
0 (x2y3-%x3y2) 0 (=%3ys+x3y)1] 0 (x1y27%2y1)
0 (y2-y3) 0 (ya-y1) 0 (yi-y2)
0 (%3-x3) 0 o {x1-x3) 0 (x2-x))
onde
1 x1 y1 4
A = % det 1 x5 y = area do triangulo
1 x3 y3

Substituindo (2) e (1), temos os deslocamentos no inte

rior do elemento em fungao dos deslocamentos nodais:

sGoy) =X e d > fulny) = N d

u]l] _[N, O N, O N; O [u, ]
v 0 N1 O N2 O N3 V)

N - e a matriz das fun- V3|

coes de forma
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As funcoes Ni sao as fungoes de forma:

(x2y3 = yax = x2y + X3Y>1:£ EEEE;;::Q;

N =
X2Y3
No t oy Gex ot ooy ﬁj}
X2Y3 : .
: i z
1 | _1} |
Ty Y A

{.3.2, Matriz que Relaciona Deformacao com Deslocamentos
¢
"Nodais (g)

As deformagoes dentro do elemento ficam determinados pe

las relagoes deslocamentos x deformacoes (vide item 42.1).

=1

E=Du »|e= =DXcC d =

ng -

im

onde D e um operador diferenciacao.
_1

Assim, |B = D XC
1
a/ax 1 x y 0 0 O c
B = a/ay 00 0 1 x vy
a/ay d/9x
_1
0O 0 0], C
B = 0 0 1
0 1 o
(yz2-ys3) 0 “(y3-yi) 0 (yy1-y2) 0
"B‘ —2_]:5 0 (xa-xz.) 0 (x1-x3) 0 (x2-%)
(x3-x2) (y2-y2) (x1-%x3) (ya=y1) (x2-x%1) (yi-v2)

A + area do elemento triangular,

Outra maneira de calcular B seria por B =
s ™~

D N
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£x 3/8x 0 N1 O N2 O .N3 o'] [(uy7]
£y = 0 9/9y [0 Ny 0. N2 0 N3 V1
YXy 0/dy 9d/9ox Juz|
Va2
us
.—vs...
“ex oN1/93x 0 ON2/9x 0 ON3/9x 0
ey p = 0 N1 /23y 0 ON2/0y 0 ONs /3y
Yxy ON1/3y BN1/dx  ON2/dx  3N2/3y  ON3/dy  BNs/dx |
Moy
vi
< uz L,
V2
us
__V3_

Observe que as deformagoes sao constantes dentro do ele

mento.
4.3.3. Tehsoes Dentro do Elemento
Pelo item 4.2.2 temos que g =E ¢ ou
"ox g Eun Epp O £x onde E depende
oy = Ea E» O ey

Txy | 0 O Es YXy

.de termos estado plano de tensces ou de deformagoes. Podemos ex-

‘pPressar as tensoes em fungao dos deslocamentos nodais:

g=Ee=EBd [g=Hd| onde [R=EB

Observe que as tensoes sao constantes dentro de um ele-
mento pois H € constante, e s0 depende de E e das coordenadas dos

-
nos:



. JEn(y2-ys) Enlxs=x2) | Enlyy=y)) | Eplx,=x,) Enly,-y,) Eplx,-x,}
1 Yy, - - .
H = 7K E,,(),_y,). Ex(xy=x2) | Ealys=y,J | Ezlx,=-x,) Ealyi=ys) | Ep(x.-x,)
Enlxy=xz) En(ya=ys) | Ex(x;-%3) [ En(yy-y,) En(x,-%,) | Enly;-y,)
A + area do triangulo )
4.3.4. Determinacdo da Matriz de Rigidez por Aplicacaodo
Principio dos Deslocamentos Virtuais (PDV)
Este principio diz que:

"0 trabalho virtual realizado pelos esforgos externos e igual
ao trabalho virtual realizado pelos esforgcos (ou tensoes) in
ternos, se o sistema estiver em equilibrio, e se os desloca-
mentos virtuais internos forem compativeis com as deformagoes
virtuais internas".

0 principio pode ser expresso por:
equilibrio
Z éDF = J §e 0 °dvV SW_ = 48U
E

L 1

compativeis
8D = deslocamentos virtuais externos
F = forgas externas
e = deformagoes virtuais internas
0 = tensoes internas

Como o campo de deslocamentos virtuais (e corresponden

tes de deformagoes) & arbitrario e sempre escolhido.compativel,

a imposicao do PDV estabelece uma condigao de equilibrio para o

campo de forcas (e correspondentes tensoes).

Como as tensoes podem ser escritas em fungao dos deslo
mentos nodais, a imposigcao do PDV leva a uma relagao entre for-
gas extermas (nodais) e deslocamentos nodais que satisfazo equi
libriovglobal do elemento. Esta relagao, representada pela ma-
triz de rigidez do elemento, leva também em consideragao a lei

de variagao assumida para os deslocamentos dentro do elemento e



suas propriedades elasticas.

No caso do elemento triangular temos:

F + £ = [f£x, ] c + 0 = Ox
fya o Oy
£x2 : ' TXy

< /] A . .
fye
fx3

| fys_|]

Como s0 temos forgas externas nos nos os deslocamentos

virtuais externas que interessam os deslocamentos virtuais noda

is:
6D » 6d =-[6uy] - 8e =+ &g = 6ex
Svy bey
] Su: | SYxy
v
Sus
| Svs |
0 campo de deslocamentos virtuais escolhido & tal -gue
e = BS6d sendo que B foi .definido anteriormente e corresponde a

uma variacao linear dos deslocamentos virtuais dentro do elemen

to. Este campo'é compativel dentro do elemento.

Impondo o PDV temos:

§d” £ = J et g av

" £= %

§aT £ = J sa¥ 8T ¢ av

saT £ = J sa BT E B 4 av

s8a” £ = sa" [J BT E B av] d
v

Podemos eliminar GgT pois & arbitrario e pode ser dife

rente de zero.

Como pode ser observado nos itens anteriores, as matri

zes B e E sao constantes dentro do elemento. Assim:
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f=B EBtAd

sendo t a espessura do elementc e

1 x; ya
A = % det | 1 x» y2 | = area do triangulo
1 x3 ys3

A espessura t adotada no caso plano de tensoes & a re-

al.

No caso de estado plano de deformagaoldeve—se .- adotar
t = 1 e obter os resultados por metro de comprimento (de barra-

gem por exemplo).

Da relagao acima tiramos:

£=

1=
o,

K T

]
s

EBtA kex6

k € mostrado na pagina seguinte.
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U.4. Resumo e Conclusoes

<

0 que mais queremos salientar ao estudante que pela pri
meira vez se depara com o metodo dos elementos finitos (MEF) e a

poderosa ferramenta que este representa.

O grande problema do engenheiro estrutural estaria em

estabelecer condigoes. seguras, praticas e economicas de um sis

tema estrutural deformavel resistir aos esforgos e solicitacoes
que lhe sao impostas. Em outras palavras, o engenheiro deve esta
belecer relagoes entre as solicitagoes e os deslocamentos e .de-
formagoes e verificar se estes deslocamentos e os esforgos inter

nos (ou tensoes) atendem as condlgoes acima descritas.

Quando o sistema estrutural € composto por elementos es
truturais basicamente unidimensionais (quadros, grelhas, etc.)as
relagoes forgas-deslocamentos podem ser determinadas utilizando-

se as hipdoteses simplificadoras da Resistencia dos Materiais.Pa

ra sistemas continuos, ou para problemas mais gerais, a ..analise

estrutural so pode ser feita tendo como base a Teoria da Elasti-

cidade. As equagoes da teoria da elasticidade, exemplificadas pe
las equagoes fundamentais do caso plano, elastico e linear -mos-
tradas no item 4.2, teriam que ser integradas ao longo do meio
continuo e, depois de introduzidas as condigoes de contorno, for
neceriam as relagoes desejadas. Esta solucgao, analitica, requer
um trabalho matematico enfadonho e, por muitas vezes, virtualmeB

te impossivel de ser concluido.

O MEF vem apresentar uma solucao numérica e .aproximada

para o problema introduzido pela teoria da elasticidade. No .en-
tanto, o engenheiro tem controle sobre o grau de aproximagao quan
do se deseje, tendo como limites o custo e a capacidade do ferra

mental computac1ona1 disponivel.

No MEF o meio continuo e discretizado em pequenos, mas

finitos, elementos, onde se estabelece de forma aproximada as re

lagoes entre as forcgas sobre os ndos .do elemento e os deslocamen-
tos destes nos. O importante a se observar & que, uma vez estabeleci
das estas relagoes a nivel de elemento, o agrupamento dos elemen-
tos, recompondo o meio continuo, e a consequente determinacao das

relagSes forga—deslocameﬁto (aproximadas) a nivel de estrutura se

processam de maneira exatamente analoga a que e feita para o ca-
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so de elementos unidimensionais (quadros, grelhas, etc.). As con

digoes de contorno também sao consideradas de forma analog

O grau de aproximacao depende do numero de elementos que
sao considerados: quando mais, mais proxima da solugao real esta
8 resposta pelo MEF. No entanto quanto mais elementos, mais graus
de liberdade tem o Problema e a solugao torna-se mais cara e de
dificil 1mp1ementagao pratica. 0 engenheiro, entao, deve estabe-
lecer o grau de precisao tendo como parametros de um lado os re-
sultados confiaveis e do outro o custo e a implementacao pratica

da analise.

Em seguida sao resumidas as principais consideragoes do
-MEF no que diz respeito a condigoes de equilibrio, a compatlblll
dade de deslocamentos e &s leis constitutivas do material, e em
que a sua solugao diferencia de uma solugao analitica do mesmo -’ pro

blema pela teoria da elasticidade:

19) 0s deslocamentos dos pontos do meio contlnuo pelo MEF tem ca
rater aproximado em relagao aos deslocamentos reais dados pe
la teoria da elasticidade. Uma lei de variacao e suposta para

estes deslocamentos dentro de cada elemento. Por exemplo, no

caso do elemento triangular de deformagao constante & assumi
da uma variagao linear para os deslocamentos dentro do elemen
to. A fungao de deslocamentos muda de elemento para elemento,

mas, neste caso,sempre de forma linear.

29) As condicoes de compatibilidade de deslocamentos dentro .de
cada elemento ficam satisfeitas se as fungoes que interpolam

os deslocamentos dentro do elemento forem continugs.

39) Compatibilidade de deslocamentos de um elemento para outro e
forgada somente nos nds, o que & obvio: 0s elementos sao co-

nectados uns com os outros pelos nos.

49) Compatibilidade de deslocamentos pode ou niao ser ~satisfeita
a0 longo da fronteira entre dois elementos. Isto vai .depen-
der da fungao de 1nterp01a§ao escolhida para os deslocamentos
e do numero de nos (graus de liberdade) na fronteira.

Ass1m € que no caso de elementos triangulares com variacgao 1i
near para os deslocamentos as fronteiras permanecem retas de

pois de deformadas, e a compatibilidade forgada nos nos implica na com-

patibilidade ao longo da fronteira como mostrado abaixo:



145

L3

forma inicial

---~ forma depois de defor

mado

Se os deslocamentos dentro do elemento fossem aproximados por
fungoes de maior ordem porderiam ocorrer aparecer "vazios"na
fronteira, nao satisfazendo a compatibilidade. Isto & mostra

do abaixo.

\<Z<%A' - " "yazio"

2l ..‘_‘____.';'_,.__-. <>> 1.-_-_-_'_

Elemento triangular com deslocamentos do 29 grau

Elementos que satisfazem automaticamente compatibilidade ao

longo da fronteira sao chamados elementos "conformes" ou com

pativeis. Os que nao sarisfazem sao chamados "nao-conformes"

ou incompativeis.

Outros exemplos de elementos conformes:

~ Frontei-
<fa compa
tivel.
Tri@ngulo baseado em fungao (uma parabola do 29 grau
de deslocamentos do 29 grau fica definida por 3 pon
(2 graus de liberdade por no) ~ tos).
I
X
Elemento retangular chama- Fronteiras permanecem retas

do "bilinear": _ depois de deformadas.



59)

69)

79)

u(x,y) = a1 + az2x + asy + ayx y
v(x,y) = as + agx + é7y + agx y

Elementos nao-conformes podem ser aceitos e em alguns casos
podem ate formecer melhores resultados que 0s elementos com

pativeis.

As leis constitutivas do material (relagoes ténsaes—deformg
¢ao 0 = E ¢) sao "extrapoladas" do-nivel infinitesimal, como
sao aplicados pela teoria da elasticidade, para o nivel de

elemento finito. Os resultados desta "extrapolagao" sao as

relagoes entre as forgas nodais do elemento e os deslocamen

tos nodais, relagoes estas representadas pela matriz de ri-

gidez do elemento (k), tal que:

= ' - T -
£k & < [yor 2" E B av)
Estas relagoes f=kd sao tais que satisfazem o equilibrio
global do elemento e sao determinadas tomando como base a
lei de variagao escolhida para os deslocamentos dentro do

elemento.

As forgas que atuam dentro do elemento sao transportados pa
ra os nods consistentemente com a lei da variagao assumidapa

ra os deslocamentos.

As equagoés diferenciais de equilibrio da teoria da elasti-
cidade normalmente nao sao satisfeitas dentro do elemento.
No caso de elementos de deformagao constante, e como nao
atuam forgas dentro do elemento estas equagoes (mostradas a

baixo) ficam satisfeitas.

o0y + GIXY _ 0

* - oy oX

dy

00X dTXY 0
ox

A nivel global, no entanto, as tensoces dentro de cada ele-
mento tendem a resposta correta (que satisfaz as equagsesda
teoria da elasticidade), como por exemplo o que & mostrado

abaixo:
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Secao A-A (V;)“"—;;-—~

[

Z
Correto

4

- Aproximado (MEF) -

89) Equilibrio normalmente nao e satisfeito de elemento-para-ele

mento. Por exemplo na fronteira entre dois elementos trian-

gulares as tensoes de um lado sao diferentes da do:.outro,co

mo mostrado abaixo.

ox' # gx"

99) As condigoes de equilibrio sao impostas a nivel de noé, isto

e, equilibrio de forgas (e

~ . . -
equagoes finais a nivel de

momentos) nodais e satisfeito.As

estrutura K D = F sao equacgoes de

"“equilibrio nodal, e os deslocamentos D (solugao) sao tais que

resultantes de forgas e momentos nos nds sao nulas.

109) Condigao de contorno em deslocamentos e forgas no

contorno

do meio continuo sao impostos somente aos nos do contorno,co

mo exemplificado pela barragem abaixo.

X

il

—\ pr—— =
ﬁ\\ fm,;:_.$;.
\\\‘7// TPt

b b A AR




Finalmente, gostariamos de salientar alguns aspectos

que diferenciam a analise de elementos finitos unidimensipnais,

(quadros, grelhas, etc.) da analise para elementos bi ou tridi-

mensionais.

1) As fhngBes que interpolam os deslocamentos dentro do elemen-

2)

3)

4)

5)

to de quadro sao as fungoes exatas (dentro das hipoteses da

resistencia dos materiais) quando temos barras r:prismaticas

‘(propriedades constantes ao longo do comprimento e carrega-

mento sO0 nos nos (barras descarregadas).

Por esse motivo, e para barras prismaticas, a matriz de rigi
dez do elemento de barra representa realmente (sem aproxima-
¢ao) as caracteristicas de rigidez do meio na regiao do ele-

mento.

Tambem para barras prismaticas, as forgas que atuam ao longo
das barras e que sao transportadas para os nos (forgas equi-
valentes nodais) sao iguais & forgas de engastamento perfei-

to com sentidos opostos.

Por esses motivos (l, 2 e 3), a analise da estrutura para as
cargas nodais combinadas (cargas nodais mais forgcas equiva-

lentes nodais) tem como resultado para os deslocamentos no-

dais os valores exatos (dentro das hipoteses da resistéencia

dos materiais).

No caso especifico das estruturas compostas por barras, as
tensoes internas (esforgos internos) sao determinadas pela so

ma de dois casos:

(I) Analise da estrutura para as cargas nodais combinadas.
(II) Esforgos internos devido as cargas que atuam ao longo

das barras e forgas de engastamento perfeito.
Os esforgos internos resultantes sao exatos.

No caso dos elementos finitos bi ou tridimensionais somente a

fase I e feita na analise.
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