ENG 1204 - ANALISE DE ESTRUTURAS II - 1° Semestre - 2020
Grau G2 - 1° Questao - Aplicacao: 15/04/2020, 9 hs - Entrega: 18/04/2020, 17 hs

1? Questao (2,5 pontos)

Empregando-se o Método das Forgas, obter os diagramas de momentos fletores e de momentos
de torgdo para a grelha abaixo. Todos os passos da solugdao tém de ser indicados. Isto é, mostre:
1. Célculo do(s) termo(s) de carga e do(s) coeficiente(s) de flexibilidade.

2. Sistema de equacao(des) de compatibilidade.

3. Valor(es) do(s) hiperestatico(s) obtido(s) da solucao deste sistema.

4. Superposicdo para obtencdo dos diagramas finais.

Todas as barras tém a relacdo indicada entre a rigidez a flexao EI e a rigidez a tor¢ao GJi;, em que
E é modulo de elasticidade do material, G é o médulo de cisalhamento do material, I é o mo-
mento de inércia a flexdo da segdo transversal e |; ¢ 0 momento de inércia a tor¢ao da secao

transversal.

Consulte pelo seu nimero de matricula os dados do seu modelo na tabela fornecida.

Matricula a [m] b [m] C [m] d [m] q1 [kN/m] q2 [kN/m] a3 [kN/m] g4 [kN/m] qs [kN/m]
3 3 6 5 8 8 24 16 24
4 4 5 4 12 12 16 12 16
5 5 4 3 16 16 12 8 12
6 6 3 6 24 24 8 24 8
3 4 5 4 8 12 16 12 24
4 5 4 3 12 16 12 8 16
5 6 3 6 16 24 8 24 12
6 3 6 5 24 8 24 16 8
3 5 4 3 8 16 12 8 24

I 4 6 3 6 12 24 8 24 16
5 3 6 5 16 8 24 16 12
6 4 5 4 24 12 16 12 8
3 6 3 6 8 24 8 24 24
4 3 6 5 12 8 24 16 16
5 4 5 4 16 12 16 12 12
6 5 4 3 24 16 12 8 8
3 6 3 4 8 24 8 12 24
4 5 4 5 12 16 12 16 16
5 4 5 6 16 12 16 24 12
6 3 6 3 24 8 24 8 8
3 5 4 5 8 16 12 16 24




A solugdo da 1% Questdo do grau G2 deve ser entregue na pagina da disciplina no Moodle/ CCEAD em um arquivo
em formato PDF com o seguinte nome: ENG1204-201-G2-Ql-matricula.pdf, em que matricula é o nimero de
matricula da aluna ou do aluno. Nao serdo aceitas respostas ap6s 17 hs do dia 18/04/2020.

Sugere-se o uso do programa LESM (para andlise de porticos e trelicas planas, grelhas, e pérticos e trelicas espaci-
ais): http:/ /www.tecgraf.puc-rio.br/lesm.

Os seguintes parametros de material e de se¢do transversal devem ser utilizados no LESM para obter a relacao

GJ, =EIl:

4 Materials - X 4. Cross-Sections — X
E= 100000 |[MP v=| 025 | a=0.00001]pF Ares inerta .
Ax=| 41200 |cm'2 Ix=| 9.0e+05 | cm™4 Hy = cm
Delete 1 v
Mat E v G Ay = cm2 ly=[36e+05 |cmd || HZ=[ 60 |cm
1 100000 0.2500 40000
Az= 1000 |@cm"2 lz= cmd A
Delete 1 e
< >
Sec Ax Ly Az ¢ ly Iz
Apply 1 1200 Mot used 1000 5.0000e+05 350000 Not used Notu

O valor do médulo de cisalhamento G do material
é calculado automaticamente pelo LESM através %
da expressao:

Apply

_E
2(1+v)

em que V é o coeficiente de Poisson do material.
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ENG 1204 - ANALISE DE ESTRUTURAS II - 1° Semestre - 2020

T2: Simulacao computacional do Método dos Deslocamentos
22 questao do grau G2 (1,5 pontos) - Data da entrega: 27/04/2020

Estude o exemplo de solucdo de um pértico pelo Método dos Deslocamentos (“http://www.tecgraf.puc-
rio.br/ftp _pub/Ifm/engl204roteiroMD.pdf”). Estude o tutorial sobre o Método dos Deslocamentos dispo-
nivel em “http:/ /www.tecgraf.puc-rio.br/ftp_pub/lfm/metdesl 0 0.exe” (versao off-line). Obtenha a pro-
grama Ftool e seu manual em “http://www.ftool.com.br”. Assista no site da disciplina no Ambiente de
Aprendizagem Online da PUC-Rio(https://ead.puc-rio.br/login/index.php) o video “Aula 18: Método dos
Deslocamentos: Introdugao”. Siga os passos descritos nos itens abaixo e escreva um relatério. Este relatério
deve conter as figuras que forem necessarias para descrever a simulagdo e seus valores numeéricos.

Item (a) - Estrutura original a ser resolvida

Defina arbitrariamente, usando o programa Ftool, um quadro plano com pelo menos quatro deslocabilida-
des. Defina também as propriedades elasticas e geométricas das barras e as cargas que atuam no quadro.
Adote todas as unidades em kN e m. Crie uma figura com a estrutura, suas dimensdes e todas as proprie-
dades e cargas utilizadas. Essa figura deve mostrar a configuracdo deformada da estrutura, com as compo-
nentes de deslocamentos e rotac¢des (com valores e unidades) dos nés do modelo estrutural indicadas. Essas
componentes de deslocamentos e rotagdes dos nds sdo as incégnitas do Método dos Deslocamentos, sdo
chamadas de deslocabilidades, e devem ser identificadas pelo nome Dj, sendo j o ntiimero da deslocabilidade.
Sugestdo: imprima a imagem da tela do programa e desenhe as deslocabilidades com seus nomes, valores e
unidades a mdo. Anote os valores das deslocabilidades (com sinal) para usar no item (f).

Item (b) - Sistema Hipergeométrico

Obtenha uma estrutura completamente indeslocavel (todos os nés com deslocamentos e rotagdes impedidos)
a partir da insercdo de vinculos externos (apoios ficticios) na estrutura do item (a). Essa estrutura sera o Sis-
tema Hipergeométrico (SH) para a resolucao da estrutura original pelo Método dos Deslocamentos. Mostre
0 SH em uma figura com os apoios ficticios numerados de acordo com a numeracao das deslocabilidades.

Item (c) - Caso basico (0)

Para o Sistema Hipergeométrico do item (b), mantenha o carregamento do item (a). Isto corresponde ao caso
(0) do Método dos Deslocamentos. Mostre a configuragdo deformada da estrutura juntamente com o carre-
gamento aplicado, indicando as reac¢des de apoio (com valores e unidades) que correspondem aos termos de
carga fo. Sugestdo: imprima a imagem da tela do programa e desenhe os nomes, valores (com sinal) e uni-
dades dos termos de carga a mao.

Item (d) - Casos bésicos que isolam as deslocabilidades

Retire as cargas utilizadas no item (c) e imponha ao Sistema Hipergeométrico, alternadamente, deslocamen-
tos ou rotagdes prescritos com valores unitdrios nos nés onde os vinculos foram inseridos no item (b). Utilize
a opgdo Prescribed Displacements do menu Support Conditions para impor um deslocamento prescrito. Isso
deve gerar um caso de solicitacdo para cada deslocabilidade imposta independentemente, sendo que cada
um corresponde a um dos casos (j) do Método dos Deslocamentos, onde j é o nimero de uma deslocabilida-
de. Mostre a configuracdo deformada da estrutura para cada uma das deslocabilidades unitdrias impostas,
indicando as reacdes de apoio (com valores, sinais e unidades) que correspondem aos coeficientes de rigidez
globais K. Sugestdo: imprima a imagem da tela do programa e desenhe os nomes, valores, sinais e unidades
dos coeficientes de rigidez a mao.

Item (e) - Sistema de equagdes de equilibrio

Com base nos resultados dos itens (c) e (d), monte o sistema de equagdes de equilibrio que resulta da solucao
do quadro original pelo Método dos Deslocamentos. Os valores numéricos dos coeficientes deste sistema de
equagodes sdo obtidos dos termos de carga e dos coeficientes de rigidez.

Item (f) - Verificacao da solugdo do sistema de equagdes de equilibrio
Com base nos resultados da estrutura original do item (a), verifique se os valores das deslocabilidades cor-
respondem realmente a solugdo do sistema de equagdes obtido no item (e).

Item (g) - Obtencdo de esforcos internos
Indique os passos seguintes a solucdao do sistema de equagdes de equilibrio que seriam necessarios para
complementar o calculo dos esforgos internos da estrutura pelo Método dos Deslocamentos.



ENG 1204 - ANALISE DE ESTRUTURAS II - 1° Semestre - 2020
Grau G2 - 3% Questao - Aplicagao: 04/05/2020, 9 hs - Entrega: 11/05/2020, 9 hs

3? Questao (3,0 pontos)

Empregando-se o Método dos Deslocamentos e com o auxilio do Ftool, obter os diagramas de
esforcos normais (axiais), esforgos cortantes, e momentos fletores para o poértico plano mostrado
abaixo. Alguns passos da solucdo devem ser mostrados, conforme os itens indicados na proxi-
ma pagina.

Todas as barras tém material com médulo de elasticidade E=2x10° kN/m? e secdo transversal
com area A=0.0012m? e momento de inércia I=0.00036 m*. Considera-se deformacdes axiais e
por flexdo e despreza-se deformacdes por cisalhamento.

Aa barras e as deslocabilidades globais (D;) do modelo estrutural estio numeradas conforme
indica a figura da direita.

42
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Consulte pelo seu niimero de matricula os dados do seu modelo na tabela fornecida.

Matricula a [m] b [m] ¢ [m] d [m] g1 [kN/m] | g2 [kN/m] Py [kN] P, [kN]
1321330 6.00 4.00 5.00 7.00 12 14 16.00 17.00
1420321 7.00 3.00 4.00 6.00 14 16 18.00 20.00
1421699 8.00 6.00 3.00 5.00 16 18 20.00 18.00
1511787 9.00 5.00 2.00 4.00 18 12 22.00 21.00
1512423 7.00 5.00 2.00 3.00 14 16 17.00 18.00
1512478 8.00 4.00 3.00 4.00 16 18 19.00 21.00
1520758 9.00 3.00 5.00 6.00 18 12 21.00 19.00
1520812 6.00 6.00 2.00 3.00 12 14 19.00 18.00
1520887 8.00 6.00 4.00 7.00 16 18 18.00 19.00
1520996 9.00 5.00 3.00 6.00 18 12 20.00 22.00
1611378 6.00 4.00 2.00 5.00 12 14 18.00 16.00
1611768 7.00 3.00 3.00 6.00 14 16 20.00 19.00
1612042 9.00 3.00 4.00 6.00 18 18 19.00 20.00
1612589 6.00 6.00 5.00 7.00 12 16 17.00 19.00
1620460 7.00 5.00 3.00 5.00 14 14 19.00 17.00
1711313 8.00 4.00 4.00 6.00 16 12 21.00 20.00
1711666 9.00 3.00 5.00 6.00 18 12 19.00 20.00
1720639 8.00 4.00 2.00 3.00 16 14 18.00 21.00
1920012 7.00 5.00 3.00 4.00 14 16 17.00 17.00
2010186 6.00 6.00 4.00 5.00 12 18 16.00 18.00




Leia com atencao as instru¢des abaixo e os enunciados dos itens da questao.

A solugdo da 3% Questdo do grau G2 deve ser entregue na pagina da disciplina no Moodle/ CCEAD em um arquivo
em formato PDF com o seguinte nome: ENG1204-201-G2-Q3-matricula.pdf, em que matricula é o nimero de
matricula da aluna ou do aluno. N&o serdo aceitas respostas ap6s 09 hs do dia 11,/05/2020.

As respostas devem ser feitas como um relatério da memoria de calculo. A qualidade da apresentagdo vai ser con-
siderada na avaliacdo da resposta.

As solugdes podem ser feitas a mao em papel e digitalizadas, criadas digitalmente através de algum editor de texto,
ou por uma combinacdo de trechos e desenhos feitos a mao e digitalizados com trechos editados digitalmente.

Opcoes de configuracdo no Ftool:

Unidades gerais adotadas: [kN-m] (configure utilizando a opcao Units & Number Formatting... do menu Options).
Unidade para distancias: [m]; ntimero de casas decimais para distancias: 2.

Unidade para forcas: [kN]; nimero de casas decimais para forgas: 2.

Unidade para momentos: [kNm]; nimero de casas decimais para momentos: 2.

Unidade para forgas distribuidas: [kN/m]; nimero de casas decimais para forgas distribuidas: 0 (nenhuma casa
decimal).

Valor e unidade do médulo de elasticidade do material (Generic Isotropic) para todas as barras: E = 2x10° kN/m?
(2.0e+08 kN/m?). O demais parametros de material ndo sao utilizados nesta solugdo. Deixar os valores default.

Parametros de secdo transversal (Generic/Integral Properties) para todas as barras:

Valor e unidade da area da secéo transversal: A =0.0012 m? .

Valor e unidade do momento de inércia da secéo transversal: I =0.00036 m*.

O demais paradmetros de segdo transversal ndo sdo utilizados nesta solugdo. Deixar os valores default nulos.

Todas as barras dos modelos estruturais sdo consideradas com deformacao por flexdo, com deformagdo axial e sem
deformagcédo por cisalhamento (efeito cortante). Para configurar isso no Ftool, no menu Deformation Constraints sele-
cione Flexible Member, deixe a opgao Axial Deformation selecionada e deixe a opgdo Shear Deformation NAO selecio-
nada. Aplique isso para todas as barras.

Pede-se:

Item (3.a) - Diagramas de esforgos internos (0,5 ponto)
Mostre os diagramas de esfor¢os normais, esforgos cortantes e momentos fletores utilizando as unidades e a preci-
sdo numérica (ntmero de casas decimais) indicadas acima.

Item (3.b) - Matriz de rigidez local no sistema global (0,5 ponto)

Mostre as expressdes dos coeficientes de rigidez da matriz de rigidez local [k] da barra 1 no sistema global de eixos
em funcdo do comprimento b da barra, do médulo de elasticidade E do material, da drea A da secdo transversal e
do momento de inércia I da secdo transversal. Calcule numericamente os coeficientes de rigidez locais no sistema
global e mostre os valores com sinal e unidades. Utilize uma casa decimal para os coeficientes de rigidez. Vocé po-
de verificar os valores comparando com resultados do Ftool para um modelo com a barra 1 isolada.

Item (3.c) - Coeficientes de rigidez global (0,5 ponto)

Mostre as expressdes dos coeficientes de rigidez global Ki1 e K31 em fungdo dos comprimentos a, b e ¢, do médulo
de elasticidade E, da area A da secdo transversal e do momento de inércia I da secédo transversal. Calcule numeri-
camente esses coeficientes de rigidez globais e mostre os valores com sinal e unidades. Utilize uma casa decimal
para os coeficientes de rigidez. Vocé pode verificar os valores comparando com resultados do Ftool.

Item (3.d) - Esforcos internos finais nas extremidades de barra (1,5 pontos)

Calcule os esforgos internos nas extremidades da barra 6 e compare com os resultados obtidos para esta barra pelo
Ftool. Os esforcos internos devem ser calculados superpondo as reacdes de engastamento locais provocadas pelo
carregamento na barra - caso (0) - com os esforcos provocados pelos deslocamentos e rotagdes dos nés da barra.
Nesse célculo, os deslocamentos e rotacdes dos nds da barra devem ser obtidos da analise pelo Ftool.



ENG 1204 - ANALISE DE ESTRUTURAS II - 1° Semestre - 2020
Grau G2 - 3% Questao - Aplicagao: 04/05/2020, 9 hs - Entrega: 11/05/2020, 9 hs
Solucao

A solucao mostrada corresponde aos seguintes valores para os parametros:
a=6m;b=6m;c=4m;d=5m; P1=12kN; P, =18 kN; g1 =16 kN/m; e g2 = 18 kN/m.

WW@C T

400 m
500 m

12 kN/m
JWWILIIIIIIL)

16.00 KN N

600 m
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’\< 600 m

N

Item (3.a) - Diagramas de esforcos internos (0,5 ponto)
Mostre os diagramas de esforcos normais, esforcos cortantes e momentos.

Esfor¢o Normal (kN) Esfor¢o Cortante (kIN) Momento fletor (kN.m)
4965
(@)}
054 ] 2 _
- S R 164,64
2 é 2 A _5084
0 | < @
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N —
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101.87
S 3 0 >
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Item (3.b) - Matriz de rigidez local no sistema global (0,5 ponto)

Mostre as expressoes dos coeficientes de rigidez da matriz de rigidez local [k] da barra 1 no sistema global
de eixos em fungdo do comprimento b da barra, do modulo de elasticidade E do material, da drea A da se-
cdo transversal e do momento de inércia I da se¢do transversal. Calcule numericamente os coeficientes de
rigidez locais no sistema global e mostre os valores com sinal e unidades. Vocé pode verificar os valores
comparando com resultados do Ftool para um modelo com a barra 1 isolada.



O comprimento da barra 1 na solucdo é b = 6 m. Observe que a matriz de rigidez local considera
todas as deslocabilidades da barra, sendo que a deslocabilidade d4; ndo é considerada porque a

barra é articulada na extremidade inferior.

d, /I\Fdf’ ds %\
_F d4 \\\\
d, \
—> b
d Y o )
LJL 4) 3 /I; %
dy
d, 4

Célculo dos coeficientes de rigidez locais nas direcoes dos eixos locais da barra 1 e verificagao
com o Ftool.

A matriz de rigidez local é montada por coluna, sendo que cada coluna é formada pelos coefici-
entes de rigidez locais associados a imposicao de uma deslocabilidade isolada.

Deslocabilidade d;

(3E1/b3)-d1 K 3EI 100N
=2=—=1000 kN
78 /m N 6000 KNm
(3EI/b?)-4, kyy =0
ky =0 £
b h 3EI ©
\‘\ k4l = _b_3 =-1000 kN/m
ke =0
A\ \\’\ (SEI/bS).dl : 3EI 3 1000 KN &»W m
- Q94 v—> kg = - =-6000 kNm/m
<— b
Deslocabilidade d,
l(EA/b)-dz kip =0 g $
T ! kyy = % = 40000 kN/m T ¥
b 5 kyp =0 €
ksy = —% = 40000 kN/m
. £
v OEdZT(EA/b)dz ke =0 v 27977}
1
g

Deslocabilidade d5
Todos os coeficientes de rigidez sdo nulos porque a barra é articulada na extremidade inicial:

ki3 =0 ky; =0 ks =0 ky =0 kg3 =0 ke =0



[kl] =

Deslocabilidade d,4

3EI
k24 = 0
ksy =0
3EI
k54 = 0

Deslocabilidade d5
ks =0

kss =%= 40000 kN/m

k65 :0

Deslocabilidade dg
k26 = 0
kag =0
3EI
b_z
k56 B 0

keo = % =36000 kNm/rad

k46 = = 6000 kN/rad

3EI [ 1000
_b_2
_EA 0 0
0 0
1=
ap | [l
b_2 -1000
=4 0 0
3El
b | | —6000

0

40000

0

—-40000

0

0

T 000 ok |

v

1000 M

S
A\jG 00 kNm

~—

6m

v

«—
1000 KN

4000O‘ kﬂ N

6m

40000 kN
“«— b

1 rad

36000 kNm

6000 KN

Matriz de rigidez local da barra 1 no sistema global

-1000 0 -6000 |

0 —40000 0

6000

1000 0

0 40000 0

36000 |



Item (3.c) - Coeficientes de rigidez global (0,5 ponto)
Mostre as expressoes dos coeficientes de rigidez global K11 e Kz1 em fungao dos comprimentos a, b e ¢, do

modulo de elasticidade E, da drea A da secio transversal e do momento de inércia I da secio transversal.
Calcule numericamente esses coeficientes de rigidez globais e mostre os valores com sinal e unidades. Vo-

cé pode verificar os valores comparando com resultados do Ftool.

c (12EVeD1 (61D
E 9 4
8 0
- \‘ vy
K31
1 T ‘w T (1261
- . g
ereror _ @D g EARDT
2
=~
5 ! E (GEWHD1| | (GEW)DI
E X < |
! Y
- [ ~
/ x
Vi <
6.00 m (3EIb?)*D1
K = 3EI N EA N 12E1 K;; =54500 kN/m
11 b3 a C3
K, =0+0+0 Ky =0
3EI 6EI
Ky=77+0-7 Ks; =-21000 kNm/m
&

Verificacdo dos valores com o Ftool. Impondo uma deslocabilidade D1=1 m:

/77 77
777
773 3500 KN
27000 kNm
Tm
— | <«
1.000e+00 m 54500 kN 40000 KN
K 21000 KNm
11
K31
77777

75 77577 &

Verifica-se que os mesmos valores sdo encontrados.



Item (3.d) - Esforcos internos finais nas extremidades de barra (1,5 pontos)

Calcule os esforcos internos nas extremidades da barra 6 e compare com os resultados obtidos para esta
barra pelo Ftool. Os esfocos internos devem ser calculados superpondo as reagoes de engastamento locais
provocadas pelo carregamento na barra — caso (0) — com os esforcos provocados pelos deslocamentos e ro-
tacoes dos nos da barra. Nesse cdlculo, os deslocamentos e rotacoes dos nos da barra devem ser obtidos da
andlise pelo Ftool.

O célculo dos esforgos internos nas extremidades da barra é feito, depois de determinados os
valores dos deslocamentos e rotagdes dos nés da estrutura, o efeito em dois estagios, tal como
indicado na figura abaixo para uma barra genérica.

Exemplo de solicitagdo
externa atuando na barra:

7=(q,q,) (constante)

fl=—ql/2 fi=—q1/2
Estagio I: reacdes de ]jl 9:l/ (4 9.1/
engastamento perfeito fz/ =—q,1/2 f5/ =—q,1/2
no sistema local Y y

fi=-q,2 /12 f{=+q,1* /12

Estagio II: forgas {f,} = [k,] '{d’}
generalizadas
provenientes das

deformagdes das barras

Esforcos internos finais nas
extremidades da barra:

N;=f{+fi Nf=f4;+f4;

Superposigao para obter Q= fz’ +f2’ Qf = JA‘S’ +f5’
esforgos internos nas R n

extremidades M, =fi+f; Mg = fo+fg

Esforcos internos nas extremidades da barra seguem a convencao em que
os sinais estdo associados aos sentidos em relagdo aos eixos locais.

O estégio I corresponde ao efeito local de engastamento perfeito para a carga aplicada no interi-
or da barra e o estagio Il corresponde a superposi¢ao dos efeitos provocados por cada uma das
deslocabilidades da barra. Pode-se identificar o estdgio I com o caso basico (0) da solugao pelo
método dos deslocamentos e o estagio II como a superposicdo dos efeitos das deslocabilidades
dos demais casos basicos na barra.

Estagio I para a barra 6:

Y T
y fi=0
,\ 18 Ww/m x R 5
= f5 = +§18\/§ = +68.43 kN
. 1S
S Q p A fi=+ 18;’7 =+83.25 kNm
5
]?3 N /\ fi=0
37 .
‘ \e—" o ‘ fi =+%18J3_7=+41.06 kN
| " | X | fe=0




O estagio II é o efeito das deformagdes provocadas pelos deslocamentos e rotagdes dos nds nas
extremidades da barra. O estagio II pode ser condensado pelo produto da matriz de rigidez lo-
cal da barra pelo vetor das deslocabilidades locais, todos no sistema de eixos locais da barra. Is-
so é mostrado abaixo para uma barra genérica sem articulacao.

il [k 0 0 Ky 0 0] (4 T y
f2 0 Ky ki 0 ks ki | |d; o
HlL 10 Ky Ky 0 Ky Kl |ds I

, (= ’ , . " — k . d f
fa ky O 0 ky O 0 dy {f } [ ] { } 2
fl |0 Ky Ky 0 ki ki | |dl -

’ ’ , , , , ;
f6 0 k62 k63 0 k65 k66 ] d6 I

A matriz de rigidez local no sistema de eixos locais expressa a superposicao dos efeitos isolados
de cada deslocabilidade da barra mostrados na figura.

Kady Gt e by
Ko d) kesds fi =kndy +kiad;
[ ) fr =kapdy +ksady +ksds +kedg
p kgzd 2 e Ked Kssds k d & f3 = Kogdy + Kaads + K + Kooy
Tl - 6545 fa=kydy +kyd,
i g{ p f5: = k%zd% + k%Sd;’ + k%5d% + k%6d%
Kod, ?5 i') fo = keads +kzds +ksds + kggdg
7T T kipdy kaeds Ko d
<A 7 & 66 ’6
. i
Kiads Kads Ko k56d6

Entretanto, a solucao global do sistema de equagdes de equilibrio do método dos deslocamentos
fornece os valores dos deslocamentos e rotacdes dos nés da estrutura (deslocabilidades globais
{D}) na dire¢des dos eixos globais do modelo. Portanto, para obter os valores das deslocabilida-

des locais da barra no sistema local ({d} ) é preciso primeiro extrair do vetor global {D} os valo-
res das deslocabilidades locais da barra no sistema global ({d}) para depois transformar por ro-
tacdo o vetor {d} no vetor {d}:

1D} =14} {d}=[R]{d}

Vetor das deslocabilidades locais da barra 6 no sistema global ({d} ):




Extracao dos valores das deslocabilidades locais da barra no sistema global ({d}) do vetor das
deslocabilidades globais {D} obtido da solucao pelo Ftool:

18 W/

AV e—=C
18 kN Y
0 d, =D, =+3.337320x102 m
<
12 N/m d, =D, =-1.826458x10"° m
> I d, =D, =-3.699777x10" rad
1o 3 a. d, =D,, =+3.386921x10™ m
=Id= d, =D, =—4.719850x10™ m
d X
77777
Calculo das deslocabilidades locais no sistema local ({4} ):
Y
f
d; =+d, -cosff+d, -senf i /4
d, =—d, -senfi+d, -cosf X
dy =d, I= (X, =X, +(Y, -’ =37 m
d, =+d, -cosff+d; -senf N
d; =—d, -senf+d, - cosf COS’B:(XJ’_Xf /1=6/N37
senf=(Y,-Y,)/1=1//37
d; =+3.337320x107 (6 /+/37 ) - 1.826458x 107 -(1/+/37 ) =+3.261885x10™ m
d; =-3.337320x107 (1 /+/37 | -1.826458x10" -6 /+/37 | =—7.288127x10"° m
d}, =3.699777x107 rad
d; =+3.386921x10 (6 /+/37 ) —4.719850x10” (1 /+/37 ) = +3.263244x10> m
d; =—3.386921x107 (1/+/37 ) - 4.719850x107 (6 / /37| =-1.022370x10 m
Calculo dos coeficientes de rigidez locais no sistema local (k;):
EAQDd (EA/)-di K, =+E4 _ 1304558 kN/m Ky = -4 _ 304558 kN/m
o 37 37
| di | k=0 ks =0
! : ! ki =0 ke =
(BEI/1P)-a; K, =0 Ky =0
______ Kp=t—ol—19507KN/m Ky =——t _=9597 kN/m
b FBEr/2)dy Tl (
9 K, =+—EL_ _ 158378 kNm/m e =0

BEL/ ). (37)
| ! |




BEL/12)-df -

, ~

¢
dS S

T

(3E1/1)-d (3El/l2)-d§1

(EA/1)-d} (EA/1)-d}
<_ _________________________
O
<A
l=_ l | d4
[ 1
(BE1/1%) 4 T

SO

----- o

(3EI /1)
I ! I

k13 :0

Ky =+—EL__ 15837.8kN/rad

()

Ky = +£ =+35510.2 kNm/rad

37

oo B 14508630 kN/m

k —
14 \/ﬁ

ks = — =-959.7 kN/m

Ky =— - =-5837.8 kN/rad
=

Ky, = +-CA — 114508630 kKN/m

37
ki, =0

kis =0

kis =+ SEL__ 4+959.7 kKN/m

(Va7)
kis =0

Célculo das forcas generalizadas locais provocadas pelas deslocabilidades locais no sistema

local ({f}):

fi =kipdy +kjudy

fi = (+39455.8) - (+3.261885x 1072 ) + (-39455.8) - (+3.2632444 x 10 %) = —0.54 kN

f2 =k + Kyady +Kisds

£ =(+959.7) - (=7.288127x107°) + (+5837.8) - (~3.699777x 10> ) + (-959.7) - (~1.022370x 10 2) = 18 78 kN

fa =kapd; +ksads + ks ds

f5 = (+5837.8) - (—7.288127 x 107°) +(+35510.2) - (-3.699777 x 10 ) + (-5837.8) - (1.022370x10?) = ~114.24 kN

fa =Kiady +kiud;

fi = (~39455.8) - (+3.261885x 102 ) + (+39455.8) - (+3.2632444 x 10 %) = +0.54 kN

f3 = kspd; +kiads +kisds

fL=(-959.7)-(-7.288127 x107°) + (~5837.8) - (=3.699777 x 107> ) + (+959.7) - (-1.022370x 102) = +18.78 kN

Estagio II para a barra 6:

Y

y fx
, iy [f=-054kN
iy s A £ =-114.24 kNm
fi=+054kN
f2 N m/\ FL=+1878 kN
L— \ fi
\ 6m \




Esforcos internos finais nas extremidades da barra 6: superposicao dos estagios I e II:

Y I\}/ 18 W/m
Ny X |Ni=fi+f/=0-054=-054kN
" — :QE Q; = fs+ f3 = +68.43-18.78 = +49.65 kN
N, B QN — M; = fi + f; =+83.25-114.24 = -30.99 kNm
f Al ’
0 /\ Ny =fi+f;=0+054=+054kN

l 37 m Qs = fi+ f3 =+41.06+18.78 = +59.84 kN
Ll | M, = fi+ fi=0
I 6m | X

Comparacao com os diagramas de esfor¢os internos obtidos pelo Ftool para a barra 6:

Y

Ny 18 W/mM
0.54kN __x

—
30.99 kNm
054 kN 59.84 kNN

49.65kN
. m/
— X

Esfor¢co Normal (kN) Esforco Cortante (kN) Momento fletor (kN.m)

49085
"

_50 A



ENG 1204 - ANALISE DE ESTRUTURAS II - 1° Semestre - 2020
Grau G2 - 4° Questao - Aplicacao: 25/05/2020, 9 hs - Entrega: 01/06/2020, 9 hs

3% Questao (3,0 pontos)

Empregando-se o Método dos Deslocamentos, obter o diagrama de momentos fletores para o
portico plano mostrado abaixo com barras inextensiveis. Todos os passos da solucdo devem ser
mostrados.

Despreza-se deformacdes axiais e deformacdes por cisalhamento. Considera-se apenas defor-
magdes por flexdo. Todas as barras tém material com médulo de elasticidade E=2x10° kN/m? e
secdo transversal com 4rea A=0.0012m? e momento de inércia I=0.00036 m*. A &rea da secdo
transversal nao é utilizada porque sao barras inextensiveis.

Sugestdo: Crie o seu modelo estrutural no Ftool e verifique quais sdo as deslocabilidades do
problema. Nao se esqueca de especificar todas as barras sem deformagao axial e sem deforma-
¢do por cisalhamento conforme indicado abaixo. Vocé pode verificar os valores dos termos de
carga e coeficientes de rigidez globais pelo Ftool.

FT Ftool - Two-Dimensional Frame Analysis Tool:
File Options Display

Tp|™ Z b N @&
QZ BRIA ,cﬁ o & ol
LLLLLLLLLITN
B 2 C Deformation Constraints
B gl
© C /| Flexible Member
a v bl btermaen

Rigid Member

Consulte pelo seu nimero de matricula os dados do seu modelo na tabela fornecida.

Matricula a [m] b [m] ¢ [m] g1 [kN/m] | g2 [kN/m]
1321330 3.50 3.50 2.00 8 16
1420321 4.00 3.50 3.00 10 14
1421699 4.50 4.00 4.00 12 12
1511787 5.00 4.00 5.00 14 10
1512423 5.50 4.50 2.00 16 8
1512478 6.00 4.50 3.00 8 16
1520758 6.50 5.00 4.00 10 14
1520812 7.00 5.00 5.00 12 12
1520887 7.50 5.50 2.00 14 10
1520996 8.00 5.50 3.00 16 8
1611378 3.50 6.00 4.00 8 16
1611768 4.00 6.00 5.00 10 14
1612042 4.50 5.50 2.00 12 12
1612589 5.00 5.50 3.00 14 10
1620460 5.50 5.00 4.00 16 8
1711313 6.00 5.00 5.00 8 16
1711666 6.50 4.50 2.00 10 14
1720639 7.00 4.50 3.00 12 12
1920012 7.50 4.00 4.00 14 10
2010186 8.00 4.00 5.00 16 8




PUC-Rio - Anélise de Estruturas II - Luiz Fernando Martha

ENG 1204 - Solugao da questdao Q4 do grau G2
Método dos Deslocamentos

Pértico com barras inextensiveis e triangulo com giro

Pértico com barras inextensiveis e triangulo com giro

ﬁ
RS
3
b b
RS
ﬁ
ﬁ
>
B 2 C
- C
A
77777 —

| a
Todas as barras sdao inextensiveis, com inércia a flexdo EI constante.

Pede-se o diagrama de momentos fletores.




Pértico com barras inextensiveis e triangulo com giro

Deslocabilidade interna e chapa ficticia no Sistema Hipergeométrico:
(o portico ainda apresenta uma deslocabilidade externa)

SH

Observagoes sobre a configuragao deformada do pértico

2= Daa/b) ]

e Considerando que os deslocamentos sdao pequenos, 0s
angulos podem ser aproximados por suas tangentes.

e Vé-se que o tridngulo de barras sofre uma rotagdo de corpo
rigido, ainda que as barras tenham deformacao por flexao.




Pértico com barras inextensiveis e triangulo com giro

Como o tridangulo tem uma rotacdo de corpo rigido, o apoio do 1°
género a ser inserido também deve prender essa rotagao.

Alternativas para o apoio ficticio 2 do Sistema Hipergeométrico:

Pértico com barras inextensiveis e triangulo com giro

Sistema Hipergeométrico adotado:




Pértico com barras inextensiveis e triangulo com giro

Caso (0) - Solicitagdo externa (carregamento) isolada no SH
IMp = 0= +fab + fro+ (q0)-(b/2) - (q2a)-(a/2) + Via =0
D

—> 0 -
B
[KNm]
T q2 b
+q00?2/85 FLILLLLLLLLING L,
—» | H o —f
Pro +g2-02/8 0T o
P C
Pro=+q1-b>/8 + q2-a?/8 lo J
77'77A
B =-5q1:b/8 - 5-q2a%/ (8-) TS = gra
]
| 4 SF,=0

Pértico com barras inextensiveis e triangulo com giro

Caso (1) - Deslocabilidade D1 isolada no SH

IMp=0=>Kn-b+K1=0

x D1

| Ku1 = +3E1/b + 3E/a |
K21 = -3EI/ (?) - 3EI/ (a-b)




Pértico com barras inextensiveis e triangulo com giro

Caso (2) - Deslocabilidade D> isolada no SH

IMp =0= Kynb+ Kpp + H§~(b+c) + M,i =0

I !

" "—3EI/(ab) ; c
D,=1 +3EI/cY y
— 77777
Kio = 3EI/(¥’) - 3EL/(@b)| 2 _ +3E1/cz\«) 3EI/c3
K = +3EI/b3 + 3EI/ (a-b?) + 3EI/ 3 Ha=-3EI/c

Pértico com barras inextensiveis e triangulo com giro

Equacoes de equilibrio e cdlculo das deslocabilidades:

Sro=+q1-b*>/8 + go-a?/8

o =-5-g1:b/8 - 5-q2-a%/ (8-D)
Ki1=+3EI/b+ 3El/a

K12 = Kn = -3EI/(b?) - 3EI/ (a-b)
Ko = +3EI/b® + 3El/(a-b?) + 3EL/ 3

{,310 +Kq1D; +KppD, =0
By + Ky D1 +KyDy =0

(q2 a* +q,b* )(—ab3 +4bc® +4ac’ )

D=t/ = 245%(a+b)

3 2 2
D, =A, /El P (‘72”6;‘71b )

5 =




Pértico com barras inextensiveis e triangulo com giro

Diagrama de momentos fletores finais: |M =M, +M,;D; + M,D,

Pértico com barras inextensiveis e triangulo com giro

. q 92 Msp Mop Mia
Matricula | a [m] b [m] ¢ [m] (N/m] | [kN/m] | [kNm] | [kNm] | [kKNm]
1321330 3.50 3.50 2.00 8 16 -6.1 6.1 84.0
1420321 4.00 3.50 3.00 10 14 -7.8 7.8 148.5
1421699 4.50 4.00 4.00 12 12 -4.8 4.8 217.5
1511787 5.00 4.00 5.00 14 10 -4.9 4.9 296.3
1512423 5.50 4.50 2.00 16 8 1.6 -1.6 125.8
1512478 6.00 4.50 3.00 8 16 -32.5 32.5 246.0
1520758 6.50 5.00 4.00 10 14 -28.2 28.2 336.6
1520812 7.00 5.00 5.00 12 12 -27.3 27.3 444 .0
1520887 7.50 5.50 2.00 14 10 -18.2 18.2 179.3
1520996 8.00 5.50 3.00 16 8 -13.3 13.3 271.6
1611378 3.50 6.00 4.00 8 16 13.7 -13.7 161.3
1611768 4.00 6.00 5.00 10 14 15.8 -15.8 243.3
1612042 4.50 5.50 2.00 12 12 11.3 -11.3 110.2
1612589 5.00 5.50 3.00 14 10 12.8 -12.8 183.7
1620460 5.50 5.00 4.00 16 8 8.0 -8.0 256.8
1711313 6.00 5.00 5.00 8 16 -27.9 27.9 388.0
1711666 6.50 4.50 2.00 10 14 -33.3 318,38 176.4
1720639 7.00 4.50 3.00 12 12 -32.9 32.9 277.0
1920012 7.50 4.00 4.00 14 10 -36.1 36.1 393.3
2010186 8.00 4.00 5.00 16 8 -32.0 32.0 480.0




Pértico com barras inextensiveis e triangulo com giro

Diagrama de momentos fletores finais: |M =M, +M,;D; + M,D,

Adotandoa=4m; b=3m;c=2m; g1 =8 kN/m; g2 =16 kN/m:

()

[KNm]

14.4

77777




