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18 - METOD LEMENTOS FINIT

MODELOS DE ELEMENTOS FINITOS
PARA ANALISE ESTRUTURAL

Marcelo Gattass e Luiz F. Martha

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é bastante difundido na pratica de engenharia para
analisar diversos tipos de problemas. Ele permite, por exemplo, o estudo dos deslocamentos e
tensdes em pecas mecanicas, barragens, minas e estruturas das mais diversas formas, tais como:
torres, edificios e coberturas. Tal método é também utilizado para determinar percolagio,
adensamento, pressio neutra, fluxo de calor, e muitas outras analises utilizadas em engenharia.
Todas as analises mencionadas tém em comum o fato que elas se baseiam na solugdo de um problema
onde sio estabelecidas equagdes diferenciais parciais relacionando variaveis de campo fundamentais
dentro de um determinado dominio, tendo que satisfazer condigoes de restrigoes para as variaveis
fundamentais e suas derivadas na fronteira do dominio.

O MEF pode ser interpretado como uma generalizagao dos procedimentos adotados em uma
analise estrutural convencional de sistemas reticulados. De fato, a formula¢ido matricial pelo Método
dos Deslocamentos de estruturas aporticadas € o proprio MEF na sua formulag@o em deslocamentos.
A diferenca basica entre a analise de quadros e o MEF esta no préprio modelo estrutural. Em ambos
os casos 0 modelo estrutural é formado pela montagem de componentes ou elementos estruturais
individuais. No primeiro caso, os elementos aparecem quase que naturalmente a partir da propria
concepcao da estrutura (Fig. 1.0-a). No segundo, a estrutura é modelada (idealizada) por um mimero
finito de elementos (regides) para representar um meio continuo, exemplificado pela se¢ao transversal
de uma barragem de gravidade mostrada na Fig. 1.0-b.

(e} w)

Fig. 1.0 - Idealiza¢des de estruturas por elementos finitos [CLOU6S], mostrando
(a) elementos unidimensionais e (b) elementos bidimensionais.

1.1. CONSIDERAGOES SOBRE A GEOMETRIA DO MODELO

Tanto na analise estrutural de sistemas reticulados como na de meios continuos, o objetivo é
obter a solucgdo para distribuigGes de tensoes e deformagoes e o campo de deslocamentos em todo o
dominio (em todos os pontos) da estrutura. Os problemas analisados podem variar desde treligas e
quadros planos, distribui¢des de tensdo em meios bidimensionais (chapas), sélidos com simetria
axial, placas (lajes), quadros espaciais, cascas, até solidos tridimensionais. No entanto, estes tipos
dg analises se diferem quanto & natureza da geometria do modelo estrutural (modelo matematico)
adotado.

Os dominios dos modelos matematicos adotados sdo definidos a partir da forma geométrica
dos objetos e de hipoteses basicas sob o problema. A forma geométrica dos objetos é um dado do




problema ¢ esta segio procura discutir algumas destas hipSteses bisicas que
modificam o domfnio do MEF.

Em andlises de tensdes de objetos do tipo mostrado na Fig. 1.1, por exemplo,
o domfnio €¢ bem préximo da forma real do objeto. Para estes problemas a definigao
do domfnio das equagbes praticamente s¢ confunde com a modelagem geométrica do

sélido.

Prétese mecdanica
para substituir uma
cabeg¢a de fémur.

Fig. 1.1 - Domfnio da equagio diferencial ¢ forma do objeto

Existem problemas, entretanto, em o domifnio das equagdes diferenciais que
modelam o comportamento de objetos tridimensionais € plano. Esta simplificagao
ocorre quando, por exemplo, a geometria do objeto pode ser descrita através do
arrasto (sweeping) de uma sego transversal constante € a componente do campo que
se pretende determinar possa Ser suposto nio variar na dire¢do do arrasto. A
Fig. 1.2 mostra exemplos onde a geometria do objeto € descrita por um arrasto a0
longo de um segmento de reta e de um circulo. '
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Fig. 1.2 - Modelos planos de objetos tridimensionais



As simpliﬁcm%bcs dos domfnio nem sempre seguem hipéteses tho 6bvias quanto
as mostradas na Fig. 1.2. A anflise estrutural, por exemplo, s¢ bascia em trés
simplificagbes de geometria presentes nos modelos de barras, placas ¢ cascas.

Barras sfio objetos caracterizados por uma seglio transversal de dimensdes
pequenas quando comparadas com o seu comprimento. A anélise de tensdes em barras
fletidas se baseia na hipbtese de que segdes transversais permanecem planas ¢
ortogonais a curva definida pelo seu eixo. Esta hipStese foi primeiramente

posta pelo matemético holéndes, Jacob Bemoulli (1645-1705), com um erro
tlustrado na Fig. 1.3 (a segdo € suposta girar em tomo do base e¢ ndo do
centréide da segdo).

Modelo de Bernoulli para uma viga em balango.

AN

Fig. 1.3 - Hip6tese de Bernoulli para barras fletidas

A hipStese correta (que pode ser comprovada experimentalmente), foi
formulada pelo professor de engenharia francé€s, M. Navier (1785-1836). Esta
hip6tese define o campo de deslocamentos de uma barra fletida da forma ilustrada
na Fig. 1.4.

Segdo frarsvena pemanece plona e gro com 0 cuvo do ebdo.

Fig. 1.4 - Deslocamentos de uma barra fletida



Com & hip6tese de Bernoulli-Navier o campo de deslocamentos (u,v,w) de todos
os pontos de uma barra fica definido pelo deslocamento da curva do centr6ide das
secdes. Com isto a equagho diferencial que descreve o comportamento deste campo
deixa de ser parcial e torna-se ordindria. A descricio dos delocamentos de uma
curva cubica a partir da extremidade e¢ a continuidade do campo de deslocamentos
entre elementos (curvas) requerem, entretanto, & utilizagio  de rotagdes como
medidas de deslocamentos. Na mecénica de pequenos deslocamentos estas rotagdes
sdo aproximadas por derivadas de deslocamentos ¢ tratadas como vetores
(comutativas). Toda estas simplificagbes permitem que estruturas da complexidade
das ilustradas na Fig. 1.5 sejam comriqueiramente analisadas nos projetos de

engenharia.

Fig. 1.5 - Exemplos de projetos baseados em modelos de barras

Uma outra simplificagio de geometria importante € a que ocorre no estudo de
placas e cascas. Placas e cascas sdo objetos com uma dimensio bem menor que as
outras duas, como ilustra a Fig. 1.6.

A exemplo do que ocorre com os deslocamentos das barras que sio descritos a
partir da curva do centr6ide, os deslocamentos das placas ¢ cascas sdo descritos
a partir dos deslocamentos de sua superficic média. O alemfio G. Kirchhoff foi
quem primeiro estabeleceu, em 1850, a hipStese de que a normal da superficie
média permanece reta ¢ perpendicular & superficic apés o deslocamento da placa,
conforme ilustra a Fig.1.7. A equagdo parcial de placas e cascas € fungiio das
duas varidveis que descrevem a superficic média e sua discretizagdo requer o uso
de rotagbes para reprensentar o campo de deslocamentos. As simplificagdes de
geometria propostas nos modelos de placas e cascas permitem a andlise de
deslocamentos ¢ tensbes em pisos ¢ em juntas tubulares de plataformas mar{timas.
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Fig. 1.6 - Geometria de placas e cascas
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Fig. 1.7 - Hip6tese de Kirchhoff para placas

Outros modelos de elementos finitos também  apresentam  dominios
interessantes. Sdo os casos, por exemplo, dos problemas com dominios: infinitos,
com juntas (interfaces), com fronteira livre ou frara. A Fig. 1.8 ilustra um
modelo de escavagio com domfnio infinito. A fronteira externa do modelo ¢
arbitrada em pontos onde o campo de deslocamentos podem ser supostos conhecidos.
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Fig 1.8 - Domfnio infinito com fronteira arbitrada

Modelos com juntas procuram representar O comportamento mecdnico das
interfaces entre materiais presentes no modelo. Cada material é modelado por uma
equagdo diferencial diferente e 2 interface € atribufdo um comportamento que
relaciona as grandezas de ambos os dominios. A Fig. 1.9 ilusta um problema de

escavagdo com uma junta horizontal no meio do tinel.

Elementos
de Junta

.

Fig. 1.9 - Modelo de escavagio de ninel profundo com junta




Modelos com domfnios com fronteira livre ¢ modelos da mechnica da fratura,
possuem @ particularidede de redefinir o domfnio da andlisc a medida que a
andlise prognde. A Fig. 1.10 mostra a evolugio do domfnio em uma anélise de

mecfnica da fratura.
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Fig. 1.10 - Dominios na anélise de fratura [WAWRS7]

1.2. DISCRETIZACAO DO DOMINIO

De uma maneira geral pode-se dizer que a idéia central do método dos
clementos finitos € subdividir os domfnio da equagdo que descreve o fendmeno
fisico em pequenas regides (elementos) onde o comportamento do campo possa ser
aproximado por um polindmio de grau baixo. Este polindmio € escrito em fungio de
valores do campo nos vértices (n6s) destes elementos ¢ estes valores (incOgnitas
do problema discreto) sio determinados através da minimizagdo de um funcional as-
sociado dequagio dikkrencial. A Fig. 1.11 ilustra alguns tipos de elementos
comumente encontrados na engenharia.
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Fig. 1.11 - Elementos finitos




Ao longo das @ltimas trés décadas, pesquisadores t8m desenvolvido elementos
- finitos que produzem boas aproximacbes para as equagbes diferenciais encontradas
nas simulagbes de engenharia. Atualmente, na anflise estrutural, por exemplo,
pode-se dizer que esta investigagio jd estd conclufda para os problemas lineares.
A pesquisa para desenvolver elementos ¢ formulagbes mechnicas que reproduzam o
comportamento nio linear de material ¢ geometria, entretanto, continua.

As condigdes de convergéncia ¢ & acuricia das solugbes do método dos
clementos finitos dependem n@o s6 da formulagiio dos elementos, mas também da
malha gerada para analisar um determinado problema. Isto €, n#o basta se utilizar
um programa bem desenvolvido com bons algoritmos numéricos ¢ baseado em
excelentes elementos. E preciso que a discretizagfio feita para o domfnio do
problema em questdio também seja adequada.

Programas de elementos finitos trabalham com a malha fornecida pelo usudrio
¢ ndo com o dominio das equagdes ou geometria dos objetos. A tarefa de subdividir
o dominio em elementos, quase sempre nio € nem mesmo verificada pelo programa.
Esta responsabilidade recai toda sobre o usudrio. Mais ainda, as condigdes de
convergéncia de cada elemento finito raramente sdo especificadas pelo programa.
Cabe ao wusudrio ter conhecimentos sobre os elementos fornecidos ¢ suas

formulagGes.

Explicitar as condigbes que garantam a convergéncia e acuricia de todas as
solugbes do método dos elementos finitos, estd além do estado atal do
conhecimento na 4rea. Apesar disto, algumas consideragbes gerais podem ser
enunciadas. Como o estudo de técnicas para geragdio da malhas é um dos objetivos
deste texto, estas consideragbes sdo, na realidade, o objetivo central desta

segao.

Existem basicamente dois tipos de condigbes: umas relativas & geometria dos
elementos ¢ outras relativas ao arranjo entre diversos elementos. Os elementos
finitos sdo objetos de geometria quase sempre convexa ¢ suas formulagdes tendem a
privilegiar as formas mais regulares. Ou seja, elementos finitos triangulares sdo
em geral melhores quanto mais se aproximam do tridngulo equildtero. Quadrados sdo
usualmente melhores que retingulos e estes melhores que paralelogramos, ¢ assim
por diante. A exigéncia de convexidade sdo oriundas da necessidade de inversio do
Jacobiano da fungdo que mapeia um dominio elementar do tipo [-1,1}x[-1,1] no
dominio do elemento, conforme ilustra a Fig. 1.12(a). Na realidade, esta
exigéncia de inversibilidade do Jacobiano € uma condigio mais restritiva que a
convexidade, mas existem casos em que o Jacobiano € inversivel ¢ o domfnio do
elemento nio convexo. A Fig. 1.12(b) ilustra este caso.

Quanto ‘as relagdes entre elementos, pode-se dizer em geral, que dois
elementos € € s6 podem se interceptar em uma face, uma aresta ou um vértice

(n6), ou seja:
(¢
né (vértice)
€M% =1 lado (aresta) (11)
face
\
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(@ elemento Inecr () elemento quadritico

Fig. 1.12 - Regras para unicidade dos mapeamentos [ZIEN89]

A Fig. 1.13 mostra malhas que atendem a esta condigdo. Intersegbes que resultem
em trechos de uma face ou aresta, como ilustra & Fig. 1.13 devem ser evitadas.

Arranjo errado Arranjo certo

Fig. 1.13 - Condigdo bdsica para arranjos de elementos em malhas

Uma outra forma de enunciar esta propriedade seria a dizer que dois
elementos de uma determinda dimensdo s6 podem se interceptar em uma entidade de
dimensio inferior. Quando o elemento for de dimensbes diferentes (um cubo ¢ um
quadrado) a dimensio da intersegio pode ser igual ao elemento de dimensdo
inferior.

As condigdes sobre a intersegio de clementos de uma malha véo, entretanto,

mais longe. No MEF a avaliagio da integral sobre o domifnio, £, € feita pela soma
das integrais sob os dominios internos de cada elemento, L2, sem consideragdes de

suas fronteiras, ou seja:
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Por isto € preciso garantir que & integral nas fronteiras dos elementos €
nula. Esta condigfio impbde duas outras. A primeira é de que as fronteiras comuns a
dois elementos devem se infinitesimais no espago do domfnio £2. A segunda € de que
os valores do campo inc6gnita ¢ de suas derivadas que aparecem na integral devem
ter valores limitados na fronteira. Se, por exemplo, & derivada de ordem méxima
que aparece na integral apresentar um comportamento do tipo Delta de Dirac na
fronteira, sua integral poderia ter valor finito violando a equagdo (1.2). Esta
condigio pode ser traduzida em termos de exigéncia de continuidade do campo
nestas interfaces.

A ordem de continuidade na interface € fungdo da ordem de derivada do campo
que aparece na integral. Se a integral contém derivadas de ordem m, as fungdes
precisam ser contfnuas até a derivada m-1 para que a derivada m seja limitada.
Assim, por exemplo, elementos tipp placa com derivadas de segunda ordem nos seus
funcionais requerem continuidade C' para garantir convergéncia.

Uma maneira comumente utilizada para garantir continuidade ao longo de
interfaces de dois elementos consiste em garantir que nela o campo incégnita seja
fungiio apenas dos valores dos nés comuns aos dois elementos. Isto implica que,
por exemplo, o campo incéginta no lado dos elementos finitos tridngulares
mostrados na Fig. 1.14, seja fungdo apenas dos valores vV, €V, Caso o campo no

lado 23 fosse fungdo dos valores v, o ouv, nada poderia garantir a continuidade

deste campo uma vez que estes valores s3o independentes e podem variar
livremente. Por isto, em formulagbes que ndo utilizam rotagdes a variagdio do
campo inc6gnita nos lados de clementos triangulares de trés nés € linear. Para se
obter uma variagio parab6lica utiliza-se elementos tridngulares com seis nés, um
no meio de cada lado.

Mudang¢a deste valor
n&o pode afetar a
distribuic@o na aresta

oposfo\v: }‘v:;ﬁ‘

V2

Fig. 1.14 - Dependéncia do campo incégnita nas interfaces
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Algumas vezes analistas de elementos finitos utilizam malhas com
inconsisténcias dos tipo de um elemento quadrilétero de oito nés colocado ao lado
de outro de quatro, criando um lado comum com campo descontinuo como ilustra a
Fig. 1.15. Neste caso espera-sc que o programa de anflise possa ftratar estas
inconsisténcias através de técnicas do tipo dos multiplicadores de Lagrange que
procuram minimizar o erro cometido. Estas solugdes sdo, entretanto, pouco
clegantes ¢ devem ser evitadas.

R
arga cQ
]

p —

Variagdo linea

Fig. 1.15 - Incompatibilidades no campo de deslocamentos

1.3. O PROCESSO DE GERACAO DE MALHAS

Quando, na década de 60, o método dos elementos finitos foi introduzido nos
processos de projeto de engenharia, coube ao engenheiro analista a tarefa de
descrever a malha diretamente para os programas entio disponiveis. De uma maneira
geral esta descricio € feita em quatro etapas. Na primeira etapa o analista
fornece as coordenadas dos nés que sio geralmente identificados pela ordem com
que sdo fornecidos.

Na segunda etapa o analista fornece tabelas de material e outros atributos
da malha. Na terceira etapa ele fornece um descrigdo dos elementos através de sua
incidéncia nodal (conectividade) e dos indices de material e outros atributos
especificos do tipo de elemento. No ultimo passo s3o fornecidas as excitagbes do
modelo (cargas). Estas excitaghes sdo geralmente atribuidas diretartmente a nés ou
clementos. A geometria do domifnio neste processo ndo € expecificada diretamente ¢
fica implicita na unido dos elementos fornecidos.

Toda esta informagBio era passada para os programas de andlise através de

arquivos texto. Um dos (gﬁmciros sistemas de uso geral que surgiu na engenharia,
o ICES (Integrated Civil Enginering System), foi desenvolvido no MIT
(Massachusets Institute of Technology) com preocupagdes de tornar estas etapas
menos sujeitas &8 erros. A Fig. 1.16 moswa um trecho do arquivo texto que
gcscrég a estrutura também mostrada na figura para um sub-sistema do ICES, o
TRUDL.
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Fig. 1.16 - Estrutura e arquivo de dados para o ICES/STRUDL

A descrigio do modelo para o sistema ICES/STRUDL, ilustrada nesta figura, € feita
através de uma liguagem orientada pelo usudrio. Este processo, apesar de ser
obsoleto atualmente, era bastante adequado para a baixa interatividade dos
computadores da época.

A preocupagdo com o desenvolvimento de novos elementos ¢ de técnicas
nimericas mais eficientes dominou a década subsegiiente. A  descrigio de um
problema para os sistemas que surgiram neste periodo passaram a utilizar arquivos
numéricos formatados onde o significado de cada nimero era fungdo da ordem de sua
linha no arquivo ¢ de sua posigdo na linha. A Fig. 1.18 mostra trechos de um
arquivo que descreve a estrutura da Fig. 1.17 para o programa SAP V (Structural
Analysis Program). Este programa, que teve sua origem em Berkeley em 1965, teve
seu fonte distribuido pelo mundo e influenciou de modo marcante o desenvolvimento
do Método dos Elementos Finitos.

10 20 30 40 50 60
1234567890123 45678901234567890123456789012345678901234567890123456

TORRE ESPACIAL
4 | 1 0 0 O 0
1 0 0 0 1 1 1 0. 8. 0.
2 1 1 1 1 1 1 0. 0. 0.
3 1 1 1 1 1 1 8. 0. 6.
4 1 1 1 1 1 1 8. 0. -3.
1 3 1
1210000000.
1 2 1 1
2 3 1 1
3 4 1 1
1 1 0. -10. 5.

Fig. 1.17 - Entrada de dados do programa SAP
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Erros nesta descrigiio detalhada eram comuns até que, no final da década de
70, a Computagho Gréifica passou a ser utilizada neste processo. Através dela, o
usuério pode ver uma imagem da malha que sintetiza niio s6 a geometria do domfnio,
mas também o arranjo dos elementos.

Técnicas da computagiio gréfica interativa foram usadas na década de 80 para
promover um ambiente onde a criagio da malha fosse feito dentro de um processo de
didlogo orientado por computador. Estes programas que criavam dados para a
andlise, passaram a se¢ chamar pré-processadores.

Os primeiros pré-processadores que surgiram procuravam reproduzir 0 processo
de criagio do arquivo de texto. Eles basicamente permitiam que a cada comando do
usudrio, feito ainda no modo semelhante aos do ICES/STRUDL, o usudrio pudesse
visualizar a malha gerada. As primeiras versdes do programa ANSYS e do MTABS
exemplificam este enfoque. A &nfase nestes programas estava na geragido automética
de nb6s ¢ elementos a partir de comandos do tipo "repita um dado elemento n vezes
em incrementos de tanto" ou “interpole n nés entre o né tal ¢ o né tal". Uma
forma priméria destes comandos jé4 exitia nos arquivos texto € eram causas
freqiientes de erros. O feedback visual possibilitado pelo uso da Computagdo
Gréifica minimizou estes erros.

Uma nova geragio de pré-processadores surgiu com a utilizagio de técnicas de
geragio automética de malhas a partir da fronteira de seu dominio. A Fig. 1.18
exemplifica esta idéia.

Uma evolugio natural desta idéia vem ocorrendo com a introdugdo de
ferramentas de Modelagem Geométrica para ndo s6 criar a geometria inicial do
objeto como também para auxiliar no processo de geragio automitica da malha.

: —
0 \ \
LN NN\
. : LV N N\
Contorno Regldes Malha

Fig. 1.18 - Geragio de malha a partir da fronteira do domfnio
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1.4. CONVERGENCIA E ERRO DE DISCRETIZACAO

Na modelagem por elementos finitos existem duas questSes que devem ser abordadas: “Qual o
grau de aproximacéo da solugao encontrada?” e “Como a solugiio aproximada pode ser sistematica-
mente melhorada para chegar a solugéo exata?”.

A primeira pergunta € dificil de ser respondida pois ela pressupde o conhecimento da solugio
exata. E o que € necessario para se responder a segunda pergunta é uma garantia de que o modelo vai
convergir para a solugio exata a medida que o tamanho hdos elementos vao diminuindo. Para tanto,

argumenta-se [ZIEN89] que, se a aproximacio para o campo incognita for capaz de, no limite,

reproduzir exatamente qualquer distribuicio de deslocamentos dentro do meio continuo e se a solucdo
de cada aproximacéo for unica, entdo o modelo vai convergir para a solucio exata e tinica no limite

h — 0. Estes fatos sio observados em modelos do MEF. Em alguns casos, a solugio exata é
encontrada mesmo com uma discretizagio finita (ou mesmo com um dnico elemento) se esta solugio
for formada pelas mesmas fungdes que sio usadas na aproximagio dentro de cada elemento. Assim,
por exemplo, se a solugio exata for da forma de um polindémio quadratico e a aproximacéo utilizada
incluir todos os polinémios desta ordem, a aproximagao resultara na solucdo correta.

A argumentag@o acima auxilia na determinagdo da ordem de convergéncia de um modelo de
elementos finitos [ZIEN89]. Considere que a solugiio exata u pode ser expandida em uma série de
Taylor na vizinhanga de qualquer ponto (ou né) i como um polinémio

ol + (53]
= .+ |2 -X:) + |— -y ¥+ ...
u =+ o) (x- x) 3y (y-x) (1.3)

Para isso nao pode haver singularidade do campo na regidio da expansio. Se dentro de um elemento
de tamanho caracteristico s uma aproximagdo polinomial de grau p for empregada, entio a solugio
aproximada ajusta localmente a expansio em Taylor da solugéo exata até este grau. Como xe ysio
da ordem de magnitude A, o erro em u vai ser da ordem O(h P*!) porque somente os termos de ordem
ppodem ser representados corretamente. Uma ordem de erro O(h™!) corresponde a um grau de

precisdo n. O grau de precisdo se refere ao grau do polinémio completo de mais alta ordem que pode
ser representado exatamente.

Assim, por exemplo, se o polinémio utilizado na formulagdo do modelo de elementos finitos
for linear (p= 1), a (velocidade de) convergénciaesperada € O(h2), isto é, o erro em deslocamentos é
reduzido para 1/4 se o tamanho caracteristico dos elementos da malha for reduzido pela metade.
Analogamente, as deformagdes (ou tensdes), que sio obtidas por derivadas de grau mdo campo de
deslocamentos, devem convergir com um erro de ordem O(hP*!-m), Para o caso de elasticidade
plana (m= 1), no exemplo com aproximagio linear a convergéncia para tensées é O(h ). :

Tipos de refinamento de malha

Existem duas maneiras classicas de reduzir o erro de aproximacio de um modelo de elementos
finitos. Estes procedimentos (Fig. 1.19), denominados de refinamento do tipo “h”e refinamento do
4 .

tipo “p”, sdo duas formas de aumentar o nimero de graus de liberdade de um modelo, de forma a
reduzir o erro de discretizagio em uma andlise subseqiiente.

Original mesh h refinement p refinement

Fig. 1.19 - Refinamentos do tipo “A” ¢ “p” [COOK89].
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O refinamento do tipo “h”, Fig. 1.19-a, se refere a uma diminuicfio do tamanho caracteristico
(1) dos elementos, dividindo-se cada elemento em dois ou mais elementos, mas sem alterar o tipo de
elemento usado. O refinamento do tipo “p” Fig. 1.19-b, se refere a um aumento do grau ( p) do
polinémio completo de mais alto grau na formulagdo dos elementos, acrescentando-se nés aos
elementos ou graus de liberdade (por ex., rotagdes) aos nés, ou ambos, mas sem alterar o nimero de
elementos usados.

Uma terceira alternativa para refinar uma malha consiste na modificacdo da posiciio dos nds,
movendo-os na direcdo das regides onde haja gradientes acentuados na solugfio, mantendo-se o
mesmo numero de graus de liberdade do modelo e a ordem dos polindmios nos elementos. Este € o
chamado refinamento do tipo “r”[CASA88, CYRI89]. Este procedimento aumenta a densidade da
malha nas regi6es mais criticas e torna o modelo menos refinado em outras areas.

Uma seqiiéncia sucessiva de refinamentos da malha produz uma convergéncia para o resultado
correto. Este processo € conhecido como convergéncia-h, convergéncia-p ou convergéncia-r, depen-
dendo do procedimento de refinamento adotado. O programa de analise por elementos finitos é
chamado de ‘adaptativo’ se a adi¢do de graus de liberdade, ou modificacio da posicio dos nds, € re-
andlise sdo executados com um minimo de intervensio do analista. O programa é chamado de ‘auto-
adaptativo’ se ele pode decidir automaticamente onde dentro da malha graus de liberdade adicionais
sdo necessarios, modificar esta malha, refazer a andlise e continuar a executar este procedimento até
que um critério de convergéncia pré-estipulado seja alcancado [COOKS89].

As areas de estivativa de erros de discretizagiio e andlise auto-adaptativa sio relativamente
recentes na pesquisa sobre 0o MEF. Uma introdugio a este assunto pode ser obtida no capitulo 14 da
referéncia [ZIEN89]. A referéncia [SZAB91] aborda o assunto em maior profundidade.
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_V,__,,_,‘_,vEsfe,,,&' d'urf*o.v\g\cw‘fc o caso de ,V,‘"@M,, tom _caraod. traniverdaic, e
O ‘lpumu‘owa,( dec eb\erSLQ ]oa‘tev\c—ia-(. ﬁofa_(, Covrtewn ‘éermo,t A ::(Lﬁ\_

Poréamfb, NS r‘ofnqo'd ten -T,u—e ser Comr.a,(fvo‘s ot encoutios af" ,
. dos _elementos, De,{fa ,{\OFMM,@x(ﬁe _ «f.ehau. vma. AScontinvidade

ne ,Qf(OKIWQqQB de_dln | mar ndo oxitle vna prea” it . R
i :

] _E’_ioor sso éraz L um _modelo  de vida Com carge trawgversal

€m}£‘6"{\ _deok  aravse Ae (tberdade fyar hwe': © ie:/oc,aw\cufb
o francersad e o vobagaS.

__Sevapre g os condigods de com abibibdade de desocamentosr

for  saficfeta ma froutera dos  elementos a Brmo lagio do
viébde dot clemmentor Fraitbor e vdlida., Nea verdade ecta o

- Uhaa __Cm{.ao&{‘qa? ,_,do_,,,m;"tO,d«o de R“’j le‘sk - Rite % AxiQe

o Hungdic de sporoamagde admisaveu st f, oue soticlarern a5
towndicoes  d c,ow\,fai'a'b(‘(.{do.p(e om todar o5 pounitvs do donnliub.
o A,Agl:'(”_l!,_u%@ov\.dﬁgq; _far,,a.,,, A ;auye.tsénan o metede.

o Babrebointo; axistom casesemque, mecimo b saticfarends ot condids
| »,,4¢,wwd~'b<"«‘ia¢‘e. nas Fronfeiros dor elementus, os ttegras
_do fouciowal adraves destas froubrivas @m nade coutriboem,
Neste Caso, A Q,Fr\omwa.qa} do vmetodo dos elementor fluitos o
€ vdllida pocs vas el Fevdo\ de euergR guamde e caleulon

G .él/t&Y3L'Q Fokcha'o.l total atraves da. sonma olas emevamu
Vindas Jde cade clement chdividvalimente.

H¥



