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CIV 2552 — Métodos Numéricos em Problemas de Fluxo e
Transporte em Meios Porosos

Fluxo hidraulico em meios porosos — modelo bidimensional

Formulacao por Volume de Controle em Diferencas Finitas —
Técnica de Direcoes Alternadas

Parametros do modelo

h — carga hidrdulica [L]

k — permeabilidade do meio (considerado meio homegéneo) [L/T]

Ss — armazenamento especifico (specific storage) do meio poroso [1/L]
e — espessura do meio bidimensional [L]

Lx — dimensdo do modelo na dire¢ao horizontal x [L]

Ly — dimensdo do modelo na diregdo horizontal y [L]

Lei de Darcy
gx = —k-oh/dx — fluxo hidrdulico na direcao x [L/T]
qy =—k-0h/dy — fluxo hidraulico na direcao y [L/T]

Parametros da malha i=nr—

nr — nimero de linhas (rows) do grid

nc — namero de colunas do grid

sy

Ax =Lx/(nc-1) — tamanho do lado da célula na direcdo x [L]

Ay =Ly/(nr —1) — tamanho do lado da célula na direcdo y [L]

Condicoes de contorno

h(x=0,y) = hl — carga hidraulica prescrita no bordo esquerdo; ou
gx(x=0,y) = gl — fluxo prescrito no bordo esquerdo

h(x=Lx,y) = hr — carga hidraulica prescrita no bordo direito; ou
gx(x=Lx,y) = qr — fluxo prescrito no bordo direito

h(x,y=0) = hb— carga hidraulica prescrita no bordo inferior; ou
qy(x,y=0) = gb— fluxo prescrito no bordo inferior

h(x,y=Ly) = ht — carga hidraulica prescrita no bordo superior; ou
qy(x,y=Ly) = qt — fluxo prescrito no bordo superior

Fonte externa

s — fonte externa de vazdo hidraulica distribuida por area [L/T]
(a fonte pode ser pontual, mas na dedugdo ela sera considerada distribuida)

Balanco de vazao hidraulica em uma célula

(a célula é um volume de controle; convengdo: vazdo que entra na célula é positivo)

[Vazio que entra na célula) = [Vazdo que sai da célula) + [Vazdo retida dentro da célula)
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Usando a Lei de Darcy e a aproximagdo de derivadas em diferengas finitas:

(g =—k-AnjAx; qy=—k-Ah/4y)
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Solucao implicita da resposta transiente

Considerando que os valores de temperatura em todos os pontos sdo conhecidos em um passo de tempo
genérico (m), a aproximagdo da solugdo para o passo seguinte de tempo (m+1) resulta em um sistema de
equagdes para solucdo no passo m+1, cuja matriz de coeficientes tem um formato “penta-diagonal”
simétrico:
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| X X X| X

Esse sistema pode ser resolvido por métodos diretos (eliminagdo de Gauss, método de Cholesky, etc.) ou por
métodos iterativos. Essa solugdo pode ser lenta do ponto de vista computacional se a malha for muito
grande. Uma alternativa é a Técnica de Dire¢des Alternadas que vai ser mostrada a seguir.
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Técnica de Direcoes Alternadas
Ref.: Frind, E.O., Groundwater Modelling (Numerical Methods), Lecture Notes Earth 456/656, Department of
Earth Sciences, University of Waterloo, 1995.

1 — Resolvendo em X (primeiro sub-passo no tempo m-+1)

M DM R WOk s, W s, WSt
A’ Ay? k Atk At kee
T T T
desconhecido consideradoigual desconhecido
ao do passo anterior
pt (upr; —2m + 1y ) h" s
= hlmlﬂl ol hy1]++11_§._14_.4 2 _ _ViLj J i+1,j AxZ_i.Lf.AXZ_J.AxZ
ko At Ay koAt k-e

1.1 — Solucao da linha genérica (i = 2:nr-1)

1.1.1 — Caso geral (células do interior da linha)

Adotando |r,=——| |f, =—|e 1] =

; ; 1 1
(z=2:nr—1)(]=2:nc—1) 9_hln,1’+—11+ 2+ 'hlnj’+1 1m_:—11 fx 11 _2fx hTJ’_fx 1+1 l] sz
] r ] /] ] r ] ] k-e
x

X

1.1.2 — Condicées de contorno no bordo esquerdo
1.1.2.1 — Condigao de contorno de carga hidrdulica prescrita no bordo esquerdo

((=2:nr=1) (j=1)| — [h,=H

1.1.2.2 — Condigao de contorno de fluxo prescrito no bordo esquerdo
hi,—hig
2Ax

2Ax

qx:—k-Z—Z-nx — qx;1 =—k- (-1)=ql > hjg=h;,—ql-=—

S.
_hm+1+[2+_] hm+l 117+1 fx 11+(rl_2fx] +fx' 1+11+k1__’1e'4bc2 =

X X

X X

—(hzn,g—l —l]l—j (24'7—) hm+1 m+1 fx 11 +(1’__2ij +fx H—ll +E Ax =

\(i:2:nr—1) (j:1)| N [2+—] W —2n = f ok 11+[£—2fo M fy h"711+k—A 2 qz-%

X X

1.1.3 — Condigbes de contorno no bordo direito

1.1.3.1 — Condicao de contorno de carga hidraulica prescrita no bordo direito
‘(i =2:nr-1) (j=nc)| — |l e =hr

1.1.3.2 — Condicao de contorno de fluxo prescrito no bordo direito
h

=_k. inc+1 _hi,nc—l

i,nc — 2Ax

2 Ax
'(+ 1) =qr — hi,nc+1 = hi,nc—l —qr-——

X = —kﬁn — gx;
1 ix b K

m
m+1 m+1 m+1 1 m Sz,nc 2
_hz ne— 1+(2+r_) hz ne _hz ne+l — fx i— 1nc (r__zfx) hz nc+fx' 1+1nc k-e - Ax =
x x

1 1 1 1 2Ax 1 Sm 2
inc
_hzmr-l‘—c 1+(2+r_J h:ﬂ;c (hln;:—c 1 j fx i— 1nc (r__zfx] h1"7nc+fx 1+1nc k-e - Ax =
x x

3
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‘(i:221’”’—1) (jan)|_> hlm;cll-'—(z-'—lJ hlm;cl_fx i— 1nc (l_foJ 1nc+fx' z+1nc sz,nC'sz_qr'z;‘x
Ty Ty e k
1.2 — Solucéo da linha inferior (i = 1)
1.2.1 — Condicdo de contorno de carga hidraulica prescrita no bordo inferior
(i=1) (j=1:nc)| — |hy;=hb
1.2.2 — Condi¢do de contorno de fluxo prescrito no bordo inferior
dh hy,;j=ho,; 24y
=—k-—-n, > =k ——"(-1)=gb > hy;=hy, , —gb-—=
W=k My D W 2y (-1)=¢q 0 =haj=qb-=
m+1 1 m+1 m+1 1 m] 2
h1]1+ 2+r— -hy' 1]+1 =f- hO] -2f, h1]+fx h2]+k ‘AT =
X X
m+1 m+1 m+1 2Ay ] 2
h1]1+ 2+_ h 1]+1 fx'hZ] qb k r__zfx h1]+fx h2]+k AT =
JC X
; - 24
‘(z =1) (]=2:nc—1)| N hi“;rll +(2+—) hWrl hi";fl :(rl 2f, ) Wi +2f, h2]+ o i - Mx* —gb- f, Ty
JC X
1.2.2.1 — Condigdes de contorno no bordo esquerdo
1.2.2.1.1 — Condicao de contorno de carga hidraulica prescrita no bordo esquerdo
(=1 (=1 -
1.2.2.1.2 — Condicéo de contorno de fluxo prescrito no bordo esquerdo
hi,—h
qx:—k.ﬂ.nx N qxllg_k.u.(_l):ql - h102h12 ql 2ﬁ
dx ’ 2Ax ’
24
—hygt +[2+—] ht -3t :[rl—zij h'y +2f, -y + A k La?—gbf, 2L =
X X
(h'““ qz-zixj 2+ L hyT -nst = l-zfx ' +2f, -hyy + L 42 b f, 24
k Ty ’ 7y k-e k
24
(=D G=1] - |2+ o = Loap, [y s2p, gy + S0 g, 2 g 2
Ty ’ 7y k k
1.2.2.2 — Condicées de contorno no bordo direito
1.2.2.2.1 — Condigcao de contorno de carga hidraulica prescrita no bordo direito
(i=1) (j=nc)| — |hy, =hr
1.2.2.2.2 — Condicao de contorno de fluxo prescrito no bordo direito
h -h
qx = —k- ﬁ n, — qX1 e = —k- Lnet] Lnel (+1) =qr — hl,nc+1 = hl,nc—l —qr 2ﬂ
dx 24x k
m
hin:;g 1 +(2 +T_) hin:;g _hi'f11—c1+1 = (1’1_ 2fx \J ' h‘Tnc + 2fx : hgfnc + SLnC qb fx 2Ay
X X
sy’ 24
h{n:l—;l 1 +(2+_j h{n:l—;l _(h‘T;}—l _qr'z%j :(l_zfx]'h‘ﬁnc +2fx 'hgn,nc + Lnc 'sz - bfx Ty =
X rx e
m
(1=1) (j=7’lC) - —2hT2}1+(2+—J hgn;tsl=[l_2fo'h{r,lnc+2fx'h£n,nc+51,m'sz_qb'fx 2%_ Z%Ax
7y 7y e
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1.3 — Solucao da linha superior (i = nr)

1.3.1 — Condicdo de contorno de carga hidraulica prescrita no bordo superior
=ht

(i=nr) (j=1:inc)| - |

nr,j

1.3.2 — Condicdo de contorno de fluxo prescrito no bordo superior

dh _ hnr+1,j _hnr—l,j ZA]/
qy =_k'd_y'ny _>l’7]/nr,j =_k'T'(+1)=qt - hnr+1,j =hnr—1] qt T
1 1 Ji
h1t1nr+]11+(2+ \J h$’+]1 Z1r+]1+1_fx' Tr—l,j'i_(__zfx] nr]+fx' nr+1] o 'sz =
Ty Ty e
1 24y Sur,j
h;n:;l 1 +(2+1’_] hZT—]l 11111'+}+1 fx Trar- 1] [__2ij nr,j fx ( rrlnr—lj qt y] I:”'e] 'sz =
x
. . Sur,j 24
‘(121/11’) (]:2:nc—1)| h;":]ll+[2+rlj h;’f;]l 1,:1r+]1+1 2fx nr-1,j [——foj nr,j %sz L]t fx y

1.3.2.1 — Condicées de contorno no bordo esquerdo

1.3.2.1.1 — Condicao de contorno de carga hidraulica prescrita no bordo esquerdo
(i=nr) (j=1)| - |h,=H

1.3.2.1.2 — Condicéo de contorno de fluxo prescrito no bordo esquerdo

dh hnr 2 _hnr 0
=—k.—. — = L T
qx dx ny qxnr,l 2 Ax (

2A4x

_1)=ql - hnr,0=hnr2 ql_

nrl

- 1
nr+2l _zfx hnr 11+[__2fo nr1+ ke
Ty

—hs [2+—J hpel — A gt f, - 2% =
T

X

Sp 24
(h;n:Zl L]l Zﬁj 2+_ h1lz1r+11 1’:1r+21_2fx hm’ 11+ __zfx nrl+ nr ] Ax2_[]t'fx'_y =
k . k-e k
(l=1’l7‘) (]=1) - 2+_ hnr+11_2hnrt21_2fx hnr 11+ __zfx nr1+ 2 Ax2_qt'fx'_y_ T
Ty Ty k-e k k
1.3.2.2 — Condicées de contorno no bordo direito
1.3.2.2.1 — Condicao de contorno de carga hidraulica prescrita no bordo direito
‘(iznr) (j:nc)‘ = |y e =hr
1.3.2.2.2 — Condicéo de contorno de fluxo prescrito no bordo direito
dh h 1 -h -1 2A4x
qx = -k a My = GXyppe = —k- nrr”C‘*'ZAx e '("" 1) =qr — hnr,nc+1 = hnr,nc—l —qr T
m 1 m m 1 m S:;”T,HC ZA
hnrJri}c 1+[2+_J hnrJri}c nr+1}c+1 _zfx nr -1,nc (T_ f J hnr ne W'AXZ_qt'fx'_ =
X
sh 24
1’:1:715 1+(2+ J hm’*—?}ﬂ (hm’-;}Cfl qr 2ij fo nr—1,nc (__foJ nr,nc %AXZ_qtfxTy =
(l = (] TLC - _Zh:ﬁ:}c 1 +(2 +l) h:ﬁ:}c - zfx nr—1,nc ( zij nr,nc SZ”,”E ’ _qt fx ZA]/ Z%Ax
Ty Ty 4
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2 — Resolvendo em y (segundo sub-passo no tempo m+2)

hlm]+‘l1 2hm+1 +hm+1 hm+2 _2h1ﬁ,1;—2 +hlnl-_+l—2 S hm+2 S hm+1 Smj—l

1]+1 i-1,j 1,]
Ax2 Ay* koAt kAt ke
T T T
considerado igual desconhecido desconhecido
ao do sub - passo anterior
S lmj—Z (h1m+11 2hm+1 + hlm-:_ll ) S hlmj—l Sl(nj%—l
- hm+2*—2hm+2+hm+2'——s'#'ﬁ 2= ] /] AZ——S'#'A Z_L.AZ
i-1,j i+1,] k At Y sz Y k At Y k-e Y
2.1 — Solucao da coluna genérica (j = 2:nc-1)
2.1.1 — Caso geral (células do interior da coluna)
k At A
Adotando |, = fy= L e [x(-1)] =
S Ay f . Ax?
1 1 m+l
\(izzznr—l) (j:2:nc—1)| —h"2 + (2+r—].h372 W% = £, hf]-*_11+[r——2fy]~hi"ffl £y hﬁf;}ﬁk— Ay?
y y

2.1.2 - Condig¢des de contorno no bordo inferior

2.1.2.1 — Condigao de contorno de carga hidraulica prescrita no bordo inferior
(i=1) (j=2:nc-1)| - |hy;=hb

2.1.2.2 — Condigao de contorno de fluxo prescrito no bordo inferior

, 2Ay
2Ay (_) Qb—) hO]_h2] qb

dh
qy =—k- " n, = qy;=-

Sm+1
hm+2 {24__] hm+2 m+2 fy hiﬂ;—ll +[ 1 f j hm+1 f h{n;—jl + l:] .AyZ =
Ty Ty ¢
m+1
_(hgir-]*-Z q 2?3%) 2+_ hm+2 m+2 fy hiﬂ;—ll'i' 1 f hm+1 m+1 1j AyZ =
r, r, k-e

Ty

S
\(i=1) (j:2:nc—1)\_>[2+—j W% =2n3 = f, - h;“;lﬁ[: 2fy]-hff]ﬂ+fy-hff]+31+%-41y2—qb-2i

y

2.1.3 - Condi¢cdes de contorno no bordo superior

2.1.3.1 — Condigao de contorno de carga hidraulica prescrita no bordo superior
‘(i =nr) (j =2:nc—1)| = |hy,j=ht

2.1.3.2 — Condicao de contorno de fluxo prescrito no bordo superior

hnr+1,j _hnr—l,]’ 2Ay
T'(+1)=qt = Nypyr,j =l —qt-——

dh
S LN = k.
qy dy "y = qYur,j P

1 1 Sm+1

m+2 m+2 m+2 m+1 m+1 m+1 nr,j 2

_hnr—l,j + 2+1’_ hnr] nr+1] fy hnr] 1t __ny hm’] f 'hnr ,j+1 + k-e Ay =
y Ty

1 1 Sm+1

2 2 2 1 1 1 nr,j 2

—h::;tl,]-+[2+r ] b (a2 = g, i { f]h:f:] Hfy s Ay
y y

Y Y

Sm+l
(i=nr) (j=2:nc-1)|- -2h;;1+21,].+[2+rl] oyt = fy- h$+}1+[rl—2fy] )+ fy e 4= Ay =t

24y
k
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2.2 — Solucao da coluna da esquerda (j = 1)
2.2.1 — Condigéo de contorno de carga hidraulica prescrita no bordo esquerdo

(i=1:nr) (j=1)| - |h;=H

2.2.2 — Condicdo de contorno de fluxo prescrito no bordo esquerdo

dh hip—hig 2Ax
=—k —- = k.2 0 (_1)=gl h,o=h 1.2~
gx dx My = 4Xi1 2 Ax ( ) g — i,0 i2~—49 k
m+1
—hm11+ 2+_ hm+2 171-‘!1-21 —fy hm+1+ __2f1,/ hm+l+fy hm+1 Ayz =
ry ]/ k e
m+1
hm11+ 2+_ hm+2 171-‘%1—21 —fy (hm+1_ 1. 2%) __zfy hm+1+fy hm+1 Il{,l Ayz =
ry y 4

m+1

Ty

\(i=2;nr—1) (j=1)| - —h"111+(2+l] 2 — hﬁﬁ:(rl—zfy].hgﬁuzfy hST Sk - -Ayz—ql~fy~2—fx
y

2.2.2.1 — Condigcoées de contorno no bordo inferior
2.2.2.1.1 — Condicao de contorno de carga hidraulica prescrita no bordo inferior

(0 G=0] - [

2.2.2.1.2 - Condicao de contorno de fluxo prescrito no bordo inferior
h2,1 - hO,l
24y

A?/

dh 2
qy:_k'@'ny_)qyl,lz_k' (—1)=qb—> h0,1:h21 qb

m 1 m m m m m+l 2Ax
h0{2+(2+r—] W2 —hys? _(——2@} ht+2f, - h1;1+ - 2—ql~fy~T =
Yy y

m+l
[h””z g .z—fy}r e Lo | L oop Lptaog gt S g2 gy g 2AC
r, r, k-e k
. . s’"“ 2Ax 24
(i=1) (j=1)| - ( p J hi'? —2ng'? = ( ny] Wt +2f, g+ - y? —ql- f, - Sl —ky
Y y

2.2.2.2 — Condigoes de contorno no bordo superior
2.2.2.2.1 - Condicao de contorno de carga hidraulica prescrita no bordo superior

(l = 1’17‘) (] = 1) - hnr,l =ht

2.2.2.2.2 - Condigcao de contorno de fluxo prescrito no bordo superior

h -h =
M-(+1)=qf—> Hyrirq =Moo — 4t 2y

—_k.ﬂ.n - =—k-
qy d]/ y an— 2Ay , - k

sm+1
hm+11+[ +rl]'hr’7rff—hr’fﬁ21,1=(rl—2fy}hﬁ11+2fy'h$§ ;:1 - Ay? —ql- fy = Ax =
y y

k

y Y

oA Z;+1
h”’+11+(2+r—] h21r+12_(h$+—21,1_q -Tyjz(%—ny] h1’:;+11+2fy h;:lrg +Sk__';'4‘3/2_ql'fy'2ﬁ =

m+1

2Ax

H H m 1 m 1 m m s’/”,/
(i=nr) (j=1)| - |-2h +11+[2+r_]'hnrjr12 :(r__zfy]'hnrjrll+2fy'hnrJ,r21+ k-; ’ _ql fy __qt
Y

Y

24y
k
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2.3 — Solucao da coluna da direita (j = nc)
2.3.1 — Condigéo de contorno de carga hidraulica prescrita no bordo direito

‘(izl:nr) (jznc)‘ — |l e =hr

2.3.2 — Condigéao de contorno de fluxo prescrito no bordo direito

dh hi ne+1 hi ne—1
=—k.— - = f. T BT
" dx T Hine 2Ax ( k

+1)=’77’ - hi,nc+1 zhi,nc—l —’77"%

m+1
m+2 m+2 m+2 m+1 1 m+1 m+1 Si,nc 2
hz 1,nc ( ] hlnc _h1+1nc fy hznc 1+(r__2fy] hlnc f hlnc+1+ k-e A]/ =
Ty

y

24x
k

1 1
hzm-{znc (2-"’, ] h?irzz ﬁ—-{znc fy hzmr:—cl (r__zfy] h?ir-ltfl-"fy (hzmr:—cll qr-——
Y y

m+1

k-e

)_'_si,nc AyZ -

m+1

ke

: : m 1 m m m m Slnc
‘(1=2:nr—1) (]=nc)|—> hz Jlrznc [24__} hl r:rcz_ 1+J1r2nc _zfy i r:rcll+{__2fyj hl n+1 Ay —qr: fy

Ty Ty

2.3.2.1 — Condigoes de contorno no bordo inferior
2.3.2.1.1 — Condicao de contorno de carga hidraulica prescrita no bordo inferior
(i=1) (j=nc)| - |uy, =ub

2.3.2.1.2 - Condicao de contorno de fluxo prescrito no bordo inferior

hy, . —h
kM(—l)qu - hOnc:thc qb 2Ay

—_k.@.n N ~_
qy dy y Wan = 24‘]/ , , k

m 1 m m m m szl/n:;;l
—ho,23+[2+r—}h1,23— zJﬁcz 2f, hlﬁ 1+( _zfy] hy, we t ke Ay —qr: fy
y Ty

m 2A 1 m m m m sng
—[hz;? qb- ky] [2+—]-h1,23 zJﬁcz zfy hﬁ?ﬁ{——%] hlch ! Ay -q

r- =
r, r, k-e fy
m+1
; ; 24
(=1 (j=n0)] - B2 =2 =2f, W 4| -, e Sy g p 2 gy 2
ry r, k-e k
2.3.2.2 — Condigoes de contorno no bordo superior
2.3.2.2.1 - Condicao de contorno de carga hidraulica prescrita no bordo superior
(i=nr) (j=n0)| - |hy.c=ht
2.3.2.2.2 - Condi¢cao de contorno de fluxo prescrito no bordo superior
dh Rorst,ne =M, 24y
qy = _k'd_y'ny - qynr,nc =—k- a HCZAynV - '(+1): qt - hnr+1,nc = hnr—l,nc l]t T
2 1 2 2 1 1 L L Shn 2 24x
h:T;l ne T +2+— hz'*—nc hl’:l’/i'-:’l ne = ny h:ﬁ"‘—nc 1+ ——ny hzj—nc —=. Ay —qr- fy — =
r, r, k-e k
1 24y 1 sml 2Ax
_hm+21 nc (2"-7_] hz'-:fc (h:{?—%,nc _qt ' T] = ny hz'*gc 1 +[7__2ny hz'_jc Zr o A}/ —qr- fy T =
y y
m+1
((=nr) (i=n0] - |21, +[z+ - ] R =2, s +[f—2fy] ks g gy g, 2 gy 2
y

v




