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Representacoes de
Curvas e Superficies

Quatro tipos de representacoes para curvas e
superficies sao comuns em Computacao Grafica
e Projeto Geométrico: explicita, implicita,
paramétrica e procedural.

Cada uma dessas alternativas sera brevemente
introduzida, entretanto apenas uma forma
particular serd enfatizada, a representacao
paramétrica, utilizada ao longo do curso.

Fonte:
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Representacoes
Explicitas

Ao estudar geometria analitica, € comun utilizar coordenadas
retangulares e considerar equagdes da forma y = f(x). Os
graficos (x, f(x)) dessas fung¢des sao curvas no plano. Por
exemplo, y = 3x + 1 representa uma linha reta, e y = x?
representa uma parabola (ver figura).

Similarmente, podem-se gerar superficies ao considerar
equagoes da forma z = f(x,y): a equagéo z = 2x + 5y - 7
representa um plano no espago, e z = x? - y? representa um
paraboloide hiperbdlico.

Expressdes da formay = f(x) ou z = f(x,y) sdo chamadas de
representagoes explicitas porque elas expressam uma
variavel explicitamente em termos das outras variaveis.
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Representacoes
Implicitas

Nem todas as curvas e superficies podem ser prontamente
capturadas por uma unica expressao explicita. Por exemplo,
o circulo de raio unitario e centrado na origem é
representado implicitamente por todas as solugdes da
equagdo x2 + y2 - 1 = 0. Se tentar resolver explicitamente
paray em termos de x, obtém-se y = \Il—x2

que representa apenas a metade superior do circulo.

Portanto, tem de usar duas férmulas explicitas y = +v1 —x°
para capturar o circulo inteiro. Muitas vezes € mais facil ficar
com a equacao implicita original em vez de resolver
explicitamente por uma das variaveis. Assim, x> + y2- 1 =0
representa um circulo, e X2 + y2 + z2 - 1 = 0 representa uma
esfera. Equagbes da forma f(x, y) = 0 ou f(x, y, z) = 0 s&o
chamadas representagdes implicitas porque representam a
curva ou superficie implicitamente sem resolver
explicitamente por uma das variaveis.
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Representacoes
Implicitas

Representacdes implicitas sdo mais gerais do que as
representagdes explicitas. A curva explicita y = f(x) € a mesma
curva implicita y - f(x) = 0, porém como ja foi visto, nem
sempre € uma questao simples converter uma curva implicita
numa unica formula explicita. Além disso, as equagdes
implicitas podem ser utilizadas para definir curvas e
superficies fechadas ou curvas e superficies que se auto-
interceptam, formas que sao impossiveis de representar com
funcoes explicitas (figura no préximo slide).

Para curvas e superficies fechadas, a equagéo implicita pode
também ser usada para distinguir o interior do exterior,
olhando para o sinal da expressao implicita. Por exemplo,
para pontos dentro do circulo unitéario x* + y? - 1 < 0, e para
pontos fora do circulo unitario x° + y2 - 1 > 0. Esta capacidade
de distinguir facilmente entre o interior e o exterior de uma
curva ou superficie fechada é frequentemente importante em
aplicagbes de modelagem de sdlidos.

Representacoes
Implicitas

1
~14

A lemniscata de Bernoulli: (x2+y?)? - (x?-y?)2 = 0. Note que
diferentemente de fungdes explicitas, os graficos de
equagoes implicitas podem se auto-interceptarem.
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Representacoes
Implicitas

No entanto, as representagbes implicitas também tém suas
desvantagens. Dada uma representagéo explicita y = f(x),
pode-se facilmente encontrar muitos pontos da curva (x,f(x)),
selecionando valores para x e calculando f(x).

Se as fungdes f(x) forem restritas a fungdes elementares
como polinémios, entdo para cada x existe um Unico y
facilmente calculavel. Assim, é uma questéo simples
representar graficamente a curva y = f(x).

Por outro lado, pode nédo ser uma tarefa tao facil encontrar
pontos na curva f(x,y) = 0. Para muitos valores de x pode nao
existir um valor correspondente y, ou pode haver varios
valores de y, mesmo que as fungdes de f(x,y) sejam restritas
a polinbmiosem x e y.

Encontrar pontos em superficies implicitas f(x,y,z) = 0 pode
ser ainda mais complicado. Assim, pode ser dificil renderizar
curvas e superficies definidas implicitamente.

Representacoes
Paramétricas

Existe outra forma padrdo para representar curvas e superficies,
que é mais geral do que a forma explicita e que é ainda facil de
renderizar. Pode-se expressar curvas e superficies
parametricamente, representando cada coordenada com uma
equagao explicita em um novo conjunto de parametros. Para
curvas planas tem-se x = x(t) e y = y(t), para superficies em 3D
tem-se x = x(s,t), y = y(s,t) e z = z(s,1). P20r exemplo, as equagodes
parameétricas 2t 1t
M=—"—% )=—s
oI+ 1+t .
representam o circulo unitario centrado na origem. Pode-se

facilmente verificar que x2(t) + y2(t) - 1 = 0. Da mesma forma, as
equagobes paramétricas

L (S' E)' = L ( f) . WO P
1+5% +4 AT R
representam uma esfera unitaria: x3(s,t) + y2(s,t) + z3(s,t) - 1 = 0.
Muitas vezes, restringe-se o dominio do parametro. Deste modo,
uma curva paramétrica é tipicamente a imagem de um segmento
de reta; uma superficie paramétrica, a imagem de uma regiao -
geralmente retangular ou triangular - do plano.

i iR
)= 1—s5"—¢

Curvas e Superficies — Parte 1



CIV 2802 - Sistemas Graficos para Engenharia - PUC-Rio

Representacoes
Paramétricas

A representagdo paramétrica tem varias vantagens. Assim como
a representacao explicita, a representacdo paramétrica é facil
de renderizar. basta avaliar as fungdes de coordenadas em
varios valores dos parametros. Assim como as equagdes
implicitas, equagdes paramétricas também podem ser usadas
para representar curvas e superficies fechadas, bem como as
curvas e superficies que se auto-interceptam. Além disso, a
representagao paramétrica tem outra vantagem: é facil estender
para dimensdes maiores. Para ilustrar: caso deseja-se
representar uma curva em 3D, tudo o que precisa fazer é
introduzir uma equagéo adicional z = z(t). Assim, as equacgdes
paramétricas x(1)=2t—5 y()y=3t+7 2(H=4r+1
representam uma linha em 3D. A figura

ilustra uma curva paramétrica mais

complicada em 3D. A hélice:

x = cos(t), y = sin(t), z = t/5.

Representacoes
Paramétricas

A representagao paramétrica tem suas préprias idiossincrasias.
A representagao explicita de uma curva é Unica: o gréfico de

y = g(x) € a mesma curva como o graficodey - f(x) =0 se e
somente se g(x) = f(x).

Analogamente, se restringir as fungdes polinomiais, entdo a
representacdo implicita f(x,y) = 0 & essencialmente Unica.

No entanto, a representagao paramétrica de uma curva nao é
Unica. Por exemplo, as equacgdes

2 1-
x(t) = —[2 ¥t) = —1‘2 x{r) = sin{r) »(r) = cos(1)
1+¢ 1+1

sao duas representagdes paramétricas muito diferentes para o
circulo unitario x? + y2 = 1. Além disso, para parametrizagdes
polinomiais ou racionais, sabe-se que para uma dada curva ou
superficie paramétrica encontra-se uma curva ou superficie
polinomial implicita. O inverso, no entanto, néo é verdade.
Existem curvas e superficies polinomiais implicitas que nao
possuem parametrizagao polinomial ou racional. Assim, a forma
polinomial implicita € mais geral do que a forma paramétrica.
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Representacoes
Paramétricas

No entanto, por causa de seu poder, simplicidade e facilidade
de uso, a representagéo paramétrica de curvas e superficies
€ a mais utilizada. Além disso, a representacdo paramétrica
funciona igualmente bem em um numero arbitrario de
dimensodes. Note-se que no caso unidimensional a
representagao paramétrica € a mesma que a representagao
explicita, portanto as representagdes explicitas seréo
cobertas automaticamente como um caso especial.

As vezes sera Util pensar sobre o caso especial de
representagdes explicitas, mas que nao gere confusao,
porque as curvas paramétricas apresentam propriedades
geomeétricas tais como a auto-intersecg¢ao que nunca ocorre
em representagdes explicitas. Curvas paramétricas planares
(x(t), y(t)) sdo muito mais flexivel do que os gréficos planares
(t,x(t)) de fungbes explicitas.

Representacoes
Paramétricas

Resta dizer que tipos de fungdes serdo permitidas nas
representagdes paramétricas de interesse. A questao principal
é a selegao das fungdes paramétricas que devem ser
utilizadas para gerar curvas e superficies adequadas.
Geralmente as fungdes utilizadas serao variantes de
polindmios: ou polindmios simples ou fungdes racionais
(razdes de polindmios), ou ainda polinémios por partes
(splines) ou fungdes racionais por partes.

Polinémios tém muitas vantagens, especialmente quando
usados em conjunto com um computador. Polinémios sdo
faceis de avaliar. Além disso, as fungdes mais complicadas
sdo geralmente avaliadas calculando alguma aproximagéo
polinomial, entdo nédo esta se perdendo nada ao se restringir a
polindmios em primeiro lugar. Além disso, hd uma teoria bem
desenvolvida de polinémios em andlise numérica e teoria da
aproximagao; computacao grafica e modelagem geométrica
empregam extensivamente conhecimentos dessa teoria.
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Representacoes
Procedurais

Ainda tem-se que mencionar as curvas ou superficies
proceduralmente definidas. Em projetos geométricos, offsets,
composicoes e filetes sao frequentemente especificados por
procedimentos em vez de férmulas. Na modelagem de
sélidos, a geometria é frequentemente construida
proceduralmente através de operagdes booleanas, como
unido, intersegéo e diferenga. A maioria das superficies
fractais e curvas que preenchem completamente um espago
sao definidas por algoritmos recursivos e nao com férmulas
explicitas.

Nao serao discutidos quaisquer destes tipos de
procedimentos neste curso. Subdivisdo € um outro
paradigma para a definicdo de curvas e superficies,
explorando procedimentos recursivos. Uma vez que certas
técnicas de subdivisdo estao intimamente relacionadas com
curvas e superficies paramétricas, sera mais negocio discutir
sobre esses métodos mais adiante neste curso.

Curvas

Talvez a maneira mais facil de descrever uma forma é
selecionar alguns pontos sobre essa forma. Dada uma
quantidade suficiente pontos, o olho tem uma tendéncia
natural de interpolar suavemente entre os dados. Aqui este
problema sera estudado matematicamente. Dado um
conjunto finito de pontos no espago afim, serdo investigados
métodos para gerar curvas e superficies polinomiais que
interpolam os pontos. Comega-se com esquemas para
curvas e, posteriormente, estende-se tais técnicas para
superficies.
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Curvas

* Linhas

* Beziers

* B-Splines
* NURBS

+ Qutros tipos especiais de curvas:
Poli-linhas, arcos de circulo e arcos
de elipses

Curvas
Requisito 1: Independéncia de eixos
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Curvas
Requisito 2: Valores Multiplos

Curvas
Requisito 3: Controle Local
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Curvas
Requisito 4: Pouca Oscilacao

polindmio de grau elevado

Curvas
Requisito 4: Continuidade Variavel
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Curvas
Requisito 5: Versatilidade

Curvas
Requisito 6: Amostragem Uniforme

Finalizando:

Curvas - Requisito 7:
Formulacao matematica tratavel

Curvas e Superficies — Parte 1
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Solucao

o t=0

Curva representada por partes através de
polindmios de grau baixo (geralmente 3)

t-1 /\/x(r) —a+b i +ci+d,

x(t) = axl‘3 +bxl‘2 te i+ ()= at +b\,1“ +(’:1‘+d:

b

yy=a, +b i’ +c1+d,

(= all‘3 + bll‘2 +ct+d,  continuidade no
ponto comum dos

trechos
Parametrizagdo
re[01] local
t=0 t=1 t=0 t=1t=0 =1
. ° ou
g . ue[uo,u“] global
u, u; u, u,

2

) — 3 2
y)=atr +bit +ct+d,

Geometria Diferencial

Parametro genérico: u
Parametro de comprimento: s = s(u)

Curvas e Superficies — Parte 1
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Requisitos da parametrizacao

P, Pu)=(1-u)P,+uP,
P(u)

P, (d-u) u

(-fw) S

W
Plu)= (- f@)B,+ fu) P |

1 ! U, Uy

u, “
0 Uy, d—ﬁ(u)zo
du ‘Se U, > U, :>s(u2)>s(u1)‘

Continuidade Geométrica e
Paramétrica
////)&\\* R(0)=R,(1)
Descontinua Continua: C%e G Continua: C! e G!
Geométrica Paramétrica
R,(0) = R,(1) Ry(0)=R,(1)
T,(0)=T,(1) 7.(0) =T, (1)
Cle Gl Cle@®
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Curvas de Bézier

P. de Casteljau, 1959 (Citroén)
P. de Bézier, 1962 (Renault) - UNISURF
Forest 1970: Polindomios de Bernstein

Z n
P(t)=)B,,(0)V,
VZ V,,./ i=0
Vl ° d [ ] t=1
/\/\_.
v, onde:
’=0/ P(1) :’3

n A
V() Bi,n (t) — [ j (1 _t)n—l tz

y l

pol. Bernstein

ny  nl
* i) iln—i)

coef. binomial

Bézier Cubicas

D : ¥4 3 3-0 ,0 3
P(t)=Y B )V, Bys(0=| | a=0"" 1" ==
i=0

0= >
13 = 1

Vs B, ()= @(1 N7 =31-0r
/ 33(t) (J

X > B ()= [(1-n+ef =1

A-0"" ' =30-1)*

w

3 Q-0 =r

P(t)=(1-1)* V, +3(1=1)*t V, +31-0)* V, +1 V,

Curvas e Superficies — Parte 1
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Polinomios Cubicos de Bernstein

BO,S B[,3
1

N ay .30

3

0 T 0 T

B,; B;;

1
3(1-0¢ 8

ﬂ

0 1

Bys+ B3+ Bys+ By

Propriedades da Bézier Cibica

P ==V, +3(1=0*tV +30-0)* V, +£ V,
0 1 2 3

%i)(z) =3(1-1)2 V, +|- 60 -0 +301 -0V +[- 32 + 6(1-10|V, +1° V,

R(0)

P(0)=V,

| Pm=V,

P@t) d

" P(0)=-3V, +3V,

4

X dt
R(1)

P()=-3V, +3V,

Curvas e Superficies — Parte 1
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Controle da Bézier Cuabica

Fecho Convexo

ﬁ(t)=ia'i\7i com iai =1
i=0 i=0

Curvas e Superficies — Parte 1
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Demonstracao
Indugdo n=I
i)(t):aovo+a1vl a0+a1:1| é} Ok
n=2

P=a,V,+a,V,+a,V, oy +o,+a,=1

~ a, . a, . _
Pit)=(a, +, 0V + LV |+, V, a,+a)+a, =1
() ( 0 1)|:(a0 +(Zl) 0 (a0+al) li| 272 ( 0 1) 2

& ok

13(1‘) é interior

n=

Equacao do Foley

v,

P(7) B}

Yo

P(t)=(1—1) V, +3(1—=1)*t V, +3(1-0)* V, +1° V,

-1 3 -3 1 VOx VOy VO:
B} 3 -6 3 0|V, V, V.
P(t)=<t3 2ot 1> T
-3 =3 0 0|V, V,, V,,
1 O O 0 V3x V3y ‘/32
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Reducao de n=3 para n=2

P(t)=(1-1)’ V, +3(1=0)*t V, +3(1=0)* V, +1° V,

Vi =(1-0)V,+1V,
VO =1-0V,+tV,

Vi) =(1-0)V, +tV,

Bt)= (11 |1=0WV, +1V |+ 20 =) A=)V +1V. ]
210V, +1 V]

P(t)=(1=1)" V) +2(1-0)t V' +1* V| Beziern=2

Reducao de n=2 para n=1

P(t)=(1-1)* V) +2(1-1)t V' +1* V,

Vi =A-1)V) +1V}

V20=(1-0V +tV,

P(t)=(1-1) [(l—t)Vo1 +t\711]+ t[(l—t)Vl1 +ﬂ721]

P)=(-1) V> +tV!|  Beziern=1
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Calculo de um Ponto

Mostre que: Bi,n (t) = (1 - t) Bi,n—l (l) + 1 Bi—l,n—l (l)

Subdivisao de Bézier Cubicas

V)=
V- 8 0 0 0], VR
Vil 1[4 4 0 0|V, Vel 1
Vil 812 4 2 0]V, Ve 8
Vi 133 1]V, Vi

S O N W

S b b W

(o N N S R

ST TR TiST]

Curvas e Superficies — Parte 1
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Construcao de uma Bezier

u=1/2

P(172)

Curve fitting

P =(1-1V, +31=0*tV +30-0)* V, +£ V,
0 1 2 3

gﬁ(z) =-3(1-0"V, + 1= =6 -0]V +|61— 1) =3[V, +3 V,
t
B(1=1)* V, +331> =4t + 1)V +3(3 +20) V, +31° V,

< B0 =-37,+3%,=3(V,-7))

diﬁ<1>=—32@+3173=3(@—%)
t

2
%ﬁ(r) =6(1—1) V, +3(6t —4) V, +3(—6t +2) V, +3* V,

?
%ﬁ@:svﬂ-uq +6V,=6(V, -2V, +V))

2
%}—’(l):6‘71—12X72+6V3 =6(vV -2V, +V))

Curvas e Superficies — Parte 1
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Nova notacao

Derivadas na nova notacao

P@)=(1-0’°p, +31-D*t . +3(1-* L, +p,
i i i i+l i+l

d -
—B0)=3(r,-p,)
dt

P J
2 EO =3(p,; —L.)

2

4 -
ﬁPi(O)zﬁ(pi_zri-i_liﬂ)

d
% P()= 6( r,—21,, +pi+1)

Curvas e Superficies — Parte 1
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Construcao de uma curva que passa
por 2 pontos

Construcao de uma curva que passa
por 3 pontos

Bm=B"©0) 5, _ P —21,+1,=0
d-p)l,+pr, =p,
r0_2ll+p1:pl_2rl+12

r—21,+p,=0

-1 0 O0]|r P,
d=p) p O | |p
-2 2 -1 0
0 -1 2|\ p,

2
0
1
0
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Método construtivo: dados n pontos
acrescentar mais um

(I=-pl,+pr,=p,
rnfl _2ln +pn =pn _2rn +ln+1

r,= 2 ln+l +pn+l = 0

n

d=-p) p 0|1, P,
-2 2 —-1|r |=|-r
O _1 2 ln+1 pn+1

Interpolacio: dados p,,...p,, encontre I’s e r’s
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Bezier interpolation

Given: np points

Po>Pris 5Py

P, Find: 2(np-1) points

11’12’“ .’ln[kl
r()’rl" ) "rn[rZ

Criteria:
P=0 = 6p,—2,+)=0 = 2n—I=p,
p',,.=0 :6(1'”,)-2 -2, +pnp—1):0 = 1,,+2,,=p,,

dp

i

lgﬁzdi—lpi',;gllt = 3di(pi _li):3di—l(r' _pi) = dl+d_x=(d_+d)p,

:>6(I;—1 —2]}. +pi)=dpi _ﬁ:‘—l +l;) = 5, +2 -2 +[=0

right i1 i -1 7%

'l =P,

Bezier interpolation Criteria:

g -, =p,
dl+d_x,=(d_+d)p,

|

: (% i
pn[rl i

1

—1,+2 -2+, =0

_rnp—Z +2]np—l :pnp—l

, P

resulting linear system:

210 00 0 0 0y B
0dd 000 0 0f] (dy+d)p,
122-10 0 0 O0|r 0
000dd 0 0 0L || d+dp,
001 -22- 0 0| | 0
0000 0d,d, 0L, |ds+d,p,
00001 -2 2 -, 0
00000 0 -1 2L, P,

solve for / and r
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B-Splines

@

v, . %

S Py = Z N, , )V
i=0

p = grau do polindmio N, ,(u)
controla a continuidade ( C?!)

—u, Uy, o —U
S VA P ) VA L Sl VAR
* vértices (u,, —u;) (U poy = Uiyy)

+ nds

obs.: %:1 por definigdo.

U={ug, uys ooy 1) u; = nos (knots)
[u;,u;,,] = trechos (spans)

1 seuelu, u,) —
N"“("):{o Cavocon;rtir;;)l mentp
A *———o0
H N,'yo(u)
Ug Uy Uy U; Ui o Uy u

UgSu; S uy < ... < u,

Propriedades de N,-,p(u)

* Nao negativa: N, ,(1)20 para qualquer u, i, e p.
* Particio da unidade: > N,

pu)=1 para todo ue [ug,u,,].
* Suporte local: N; (u)=0 se u¢ [u;, u;,,,,]. Mais ainda,
in qualquer intervalo dos nés no maximo p+1 das

N, ,(u) sdo ndo zero.

* Diferenciabilidade: todas as derivadas de N, ,(u)
existem no interior de um intervalo de nés (onde é
polindmial) . Nos n6s N, ,(u) € p-k diferencidvel, onde k
¢ a multiplicidade do nd.

* Extremo: exceto para o caso p=0, NV,

,(u) tem apenas
um ponto de maximo.
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Spline Uniforme
—U. u, —u
N. (u):Lu’)NA B (u)+MN. ()
ip i,p—1 i+l,p—1
(MHP —U; (ui+p+l _ui+l)
l/tj+1- l/tj =d
—u, +(p+Dd -
N, ,(u)= (updul) N, o)+ & (ppd) Y Ny pa (10)
Splines Uniformes
p=0e p=1
p=0 Nio(u)
————0O
N {1 se uelu, u,)
o) = + ——d
N 0 seuéfu, u,) o .. u-d uAd - n
=1 —u. +2d—
P N, ()= w dMX) Ni.p—l (w+ Uhs d “) Ni+1,p—1(”)
0 se uel0 u,)
(e ;u,) se uelu, u,)
N = (u; +2d —u)
T se ue [ui+l ui+2)
0 se uelu,, u,l
N, 5(u)
u-d u; u[;-d u+2d
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Splines Uniformes
p=2

Ny @) N ) Ny (w)

i

w-d w, uw+d u~+2d u+3d

i

p=2 _(u—-u,) (u, +3d —u)
N,,w)= =N, w+— Ny, (W)
2d 2
0 se ue(0,u;)
(w—u,)’
EEYE se uelu,u,,)
u—u)u, +2d —u)+ (u; +3d —u)(u—(u;, +d
Ny = | ), )+, o= td)
2d*
(u, +3d —u)*
- 2d? se ue[u,,u,;)
0 se uelu,;,u,l
o A ___e . o
Polinomios da B-Spline Uniforme
(u—u,) u, +(p+1)d—u)
N e i
Ni,p (I/i) - d Ni,p—l (u) + d N[+1,];—1 (u)
p p
u uj uitd u+2d u+3d u+dd
NoG) |0 1 0 0 0 0
Niwto() | 0 0 1 0 0 0
Nia (u) 0 (u-ui) (ui+2d-u) 0 0 0
Nowa@) | 0 0 (u-(urtd)) (ur+3d-u) 0 0
2 2 (u-u)(u+2d-w)2d + 2
Na@ | 0 f@wyd | ey (ur+3d-u)'l2d® 0 0
. (u-(ukd)) (it 3d-w)/2d + 5
Nita@) | 0 0 (u-(ud))'12d’ (ot (ua2dynd | @rd’2d 0
[u-tai) (ui+2d-u) + 2
[(u-u;) (ui+3d-u)” +
Na@ | 0| @wyied (”‘”')(Z;M'”)(”"”’*zd” (urdd-u)u-(utd))uA3d-u) | (urrdd-uyled’ | 0
HrdOU DY | dd a2 o
' 1=(u-u)ld 1= (u-(urrd))d 1 = (u-(u2d))d i=(u-(u+3d))ld
Nis( | 0 16 (37437 +31+1)/6 (3r-63r+4)/6 (1176 0
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Segmentos da B-spline cabica

Pg? (3P-6244)/6 (364324304 1)/6
0,6 \ /
0,5

el /\ -
0,3 / \
ZT (1-)%/6 £/6

0,0 ‘ - p
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Funcoes da base

Fori=0,..,n
Fort=0,..,1
o 32 23 2 = 3
P,.(z)z(l 1) VH+3t 61> +4 : 3 +3¢ +3Z+IVi+I+LVi+2
6 6 6
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B-Spline Periodica
- Foley -

Para cada parV, V,,,,i=0,...n
Para cada t=0,...,1

-1 3 -3 1 ‘/i—l.x ‘/i—l,y ‘/i—l,<

. 3.-6 3 0}V, Vi, V.
Paoy=( ¢ 1 1) ’ ? :
-3 0 0 ‘/Hl,x ‘/HZ y ‘/HZ

1 4 0 ‘/i+3,x ‘/1+3,y ‘/i+3,

Periddica:
i=0,...,n
V-l = Vn
Vi =V
Vi =V,

B-Spline Nao Periddica
- Foley -

P(0) = (V. 1+ 4Vt V,)/6
P(0)=V, 2V V=0
=V, =2V,-V,

i=0; P(0) =V,

P(l)=(V,  +4V+V, )6
P’(D)=V, -2V +V,,

= Vn+l = ZVn - Vn—l
i=n-1; P() =V,

Curvas e Superficies — Parte 1
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Base Periodica

Vo= V,. v,
.
V=V,
s=Voq VeV,
.
Vi=Vre e Vo=V
B-Spline Ctibica Uniforme Periédica
U =1{0.0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9, 1.0}
0.7
s JAWAWAWAWAWANWA
AVARVAVAVAVAVA —voy
.
2 0.4 T N(u,2,3)
S A AWAWAWAWAWAER )
M AVAVRAVATAN W =
o A A A A A
ol S NN NN NN\
0.0 0.2 0.4 0.6 ”‘f) 8 ) 1.0 . .
T I A
Base Nao Periodica
B-Spline Ciibica Uniforme e Aperiédica
U={0,0,0,0, 1/4,2/4,3/4,1,1, 1, 1}
1.0
0.8
—N(u,0,3)
—N(u,1,3)
= 0.6 —N(u,2,3)
5 —Nwu3,3)
= 04 —N(w4,3)
—N(u,6,3)
—Nu73)
0.2
0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
u
W= (‘z“:;) W6 (‘(‘;::fi;) WG
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Bézier e B-Spline

Bézier através da B-Spline Ciibica
U={0,0,0,0,1,1,1,1}

10
0.8
~ 06 — N(1,0,3)
= \(x —N(u,1,3)
s —Nu2,3)
=
0.4 W —Nw3.3)
0.2
0.0 ‘ ; ‘ ‘
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
u
N (“xl‘ni“\) " (“H\Ili“ﬂ]) e
W (W= oo W 9+ " w) WG
B-Spline Periodica
- Interpolacao -
V= Vo

Vi =Vi

* vértices

Considere os nos
como os pontos dados

P0) = (Vi + 4Vi+ V,)I6;

v, v,
(4 100 0 1]v,] [P
1 4100 0(V| [P
110 1 4 1 0 0[|v,| _|P,
6/0 01 41 oflv,[ |B
0001 4 1|lv,| |P
1000 1 4|V [P
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B-Spline Nao Periddica

- Foley -
|
- vV,
v, i=3 V.
. V.,  Considere os nds
V como os pontos dados
1
1 Py=V,;P,=V,;
‘70 ' Parai=1,..., n-1

P,0)=(V_+4V+ V,)/6;

1000 o0 0 [P
14100 0|V| |P
110 1 4 1 0 0||V,| |B,
60 01 41 ollv.[ |P
0001 4 1(|V,] [P
00000 1]V |P

Funcoes Racionais

Da trigonometria:

O
© 0.8 TN
— 1-u®* 2u
P(u)_[1+u2’1+u2] 06 h\
uel0,1] 0.4 \
0.2 \
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Conicas

conica qualquer escrita num sistema de
eixos cuja origem é um ponto da conica

X

ax* +bxy+cy’ +dx+ey=0

X=1y

at’y*> +bty* +cy’ +dty+ey =0
dt+e dr’ +et

Cat’+bt+c  a’ +bt+e

Qualquer conica pode ser representada parametricamente
como uma fragdo de polindmios quadrdticos

NURBS
Non Uniform Rational B-Splines

w(u)x(ut) WX,

wu)yW) | & WY,
=N'N.

wiozw |2

x(u X.
| wN, @) |

Y=Y, ,-

z(u) = szNk»p () g
k=0

Xh y(M) =iRi_p(M) y,' Onde Ri.p('/t) :M
2w z S wN, , @)
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Conicas como NURBS
Bw) = By, (w)w,V, + B, (w)w,V, + B, ,(ww, V,
Bm(u)w0 + Bly2 (u)yw, + Bzy2 (u)w,
onde:

B ,(u)=N,,(w) com U={0,00,L11}

Faux et al. Vi w=s/1-s)

wow,/w, - determina a conica

Hipérbola (w;>1)

Pardbola (w,=1)

B(%)=S e
.§:(1—S)M+s‘7l

Circulo através de NURBS
x(u 8 . o
{ E ;} ) ZR’”Z("){ } onde R =Nz
u & _
y i=0 yt ZWkavz(u)
k=0
{w}= 0202 02 V2 0.0, 0, 14, 18, 12, 12, 3430, 1,1 1)
2 2 ) 2
(3, y3) ,/15&\’}? 1oy
4 I 0.8 - )
¢ a 06
04
! 02 “
n=2 (x4 > y4)g ‘v (x() ) y0>
frl_zlz A ‘:‘ 08 -0.6-04 '0-?0?2 02 04 06 08 1 (XS i ys)
04 /
N -
o ]
()CS > yS) (xﬁ . yﬁ) (x% }’7)
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