Relacdes diferenciais de equilibrio para vigas

Jé foi visto que o equilibrio de vigas pode ser imposto globalmente, o que resulta na determinacéao
das reacOes de apoio (para vigas isostaticas), ou em por¢odes isoladas, o que possibilita a
determinacdo dos esforgos internos (também para vigas isostaticas).

As condices de equilibrio para vigas também podem ser impostas em pequenas por¢oes isoladas, 0
que resulta em relac6es diferenciais de equilibrio entre a taxa de carregamento transversal, o esfor¢o
cortante e 0 momento fletor.

Considere a viga biapoiada com carga uniformemente distribuida mostrada abaixo.

O objetivo desta analise é determinacgéo das
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O equilibrio da pequena por¢do de comprimento Ax resulta em:
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A relacdo AQ/Ax mostrada acima tem uma interpretacdo que é indicada no diagrama de esforgos
cortantes da viga:

TQ(X) A inclinacio da reta do diagrama, isto ¢, 0
coeficiente angular do diagrama de esfor¢os
+ql/2 cortantes é igual a —q (igual a menos a taxa
a . . ,
de carregamento transversal distribuido

X aplicado de cima para baixo):

’5;;’ Ie AX el
1/2 @:—q = tana =q
= AX
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A taxa variacdo do esforco cortante no
trecho de comprimento Ax é igual a —q.
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A relagdo AM/Ax também tem uma interpretagdo que é indicada no diagrama de momentos fletores
da viga:

|e 2 e| X A inclinacéo da reta que interpola os valores
7\ do diagrama de momentos fletores no trecho
LT & com comprimento Ax é igual a taxa de
2ol variacdo do momento fletor no trecho:
2
M(x) +qF/8 | M- =tnp
X

Agora imagine que o comprimento do trecho isolado Ax tenha um valor tdo pequeno quando se
queira. Isto €, imagine no limite quando Ax tender a zero. Nessa situacao, as taxas de varia¢do do
esforco cortante e do momento fletor vao tender a valores pontuais das inclinagcdes dos diagramas.

Matematicamente, os limites das taxas de variacdo de esforco cortante e momento fletor quando o
comprimento do trecho tende a zero sdo representadas por:

lim 29 - aQ ; sendo que aQ é chamada de derivada do esforco cortante em relacéo a x.
&x-0 AX  dX dx

lim 2M = dM ; sendo que IM ¢ chamada de derivada do momento fletor em relagéo a x.
&x-0 AX  dx dx

A derivada de uma funcéo qualquer representa a taxa de variacao pontual da fungéo.

As expressoes para as derivadas do esforgo cortante e momento fletor séo:

dQ _ . AQ _ . - dQ _ _ : . _
™ ‘JLTMX —ZII)I(II]O 4= - | = (derivada do esforgo cortante € igual a —q)

dM _ . AM . _qx) _ M _ . L.
W"E%K_AIQTO(Q — j—Q - Q(x)| (derivada do momento fletor é igual a Q)

Estas expressdes sdo chamadas relagGes diferenciais de equilibrio de vigas.

Observe que estas expressdes sao gerais, isto €, ndo sao especificas para o caso da viga biapoiada
com carga uniformemente distribuida. Isto porque, mesmo no caso de carga distribuida ndo
constante, no limite quando Ax tende a zero, a taxa de carregamento distribuido no trecho de
comprimento dx € constante e igual a g(x), sendo g(x) o valor da carga no ponto de avaliagéo.

A interpretacdo da derivada do momento fletor € mostrada abaixo:

JLLIVLLLLILLILLELLLLLELLELLLL L L] a A derivada do momento fletor é a inclinago
AN 'S A da curva do diagrama de momentos fletores
v XQI Ve em qualquer ponto de avaliag&o, isto € a sua
A - ~ . ,
| taxa de variacdo pontual (ou sua derivada) €
' S L igual a:

N M - Quy=tan g
dx

lM(x) B
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Pode-se combinar as relacdes diferenciais do esforco cortante de do momento fletor para obter uma
relacdo diferencial de segunda ordem entre 0 momento fletor e a taxa de carregamento distribuido:

2
Q__ = i(%—'\)f) =—q = '™ _ -q| (derivada a segunda do momento fletor é igual a —q)

ax dx dx?

Analise qualitativa dos aspectos dos diagramas de esforcos internos

As relac@es diferenciais de equilibrio de vigas sdo muito Uteis para descrever os aspectos
qualitativos dos diagramas de esforcos cortantes e momentos fletores, tal como feito a seguir.

Duas importantes propriedades das derivadas de fungdes devem ser salientadas:

» Nos pontos de maximos ou minimos de uma funcéo a sua derivada (taxa de variacao pontual) é
nula.

» Aderivada a segunda de uma funcéo da uma indicacéo de sua curvatura ou concavidade da
funcéo.

df
— =0 (derivada nula) df
Ponto de | dx — < 0 (derivada negativa)
méaximo | 2 Trecho ] dx
——— <0 (curvatura negativa) reto 2
2 def
dx — = 0 (curvatura nula)
dx
f =0 (derivad |
Trecho || dx =0 (derivada nula)
horizontal 42
—— =0 (curvatura nula)
dx?

© ' ar >0 (derivada positi
\ Trecho | dx (derivada positiva)
-- < -- reto d2f
— = 0 (curvatura nula)
dx
df )
— =0 (derivada nula)

Ponto de || dx
minimo [ ;2

d .
— >0 (curvatura positiva)
dx

Com base nessas propriedades das derivadas, os diagramas de esfor¢os cortantes e momentos
fletores de algumas vigas serdo analisados a seguir.

Deve ser observado que o diagrama de momentos fletores é desenhado com os valores positivos em
baixo e 0s negativos em cima. Portanto, um trecho descendente do diagrama tem derivada positiva
e um trecho ascendente tem derivada negativa. Consistentemente, um trecho com concavidade
voltada para cima tem derivada a segunda negativa e um trecho com concavidade para baixo tem
derivada a segunda positiva.
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Viga biapoiada com cargas concentradas

Voo

A7 AN

‘A“ Trecho horizontal pois aQ =0 %

dx
/ (carga distribuida nula)

Descontinuidade com valor da

@ carga concentrada aplicada
/ @

Descontinuidade com valor da

reacdo de apoio concentrada 74 £ |Descontinuidade com valor da
© <—| reagéo de apoio concentrada

Valor maximo de momento
fletor pois esforco cortante
troca de sinal neste ponto

@ \Z
Q > 0 = momento fletor )//

Carga concentrada para
aumenta de valor . e .
baixo = ““bico” para baixo

Reacdo concentrada para /
cima = “bico” para cima

Reagdo concentrada para
cima = “bico” para cima

™~

Q < 0 = momento fletor
diminui de valor

| '

A7 AN

‘A“ Trecho horizontal pois 9429 _ %

dx
/ (carga distribuida nula)

Descontinuidade com valor da

@ @ carga concentrada aplicada

Al

AN
Descontinuidade com valor da / =

reacdo de apoio concentrada Descontinuidade com valor da
\ © <—| reacéo de apoio concentrada

Valor méximo de momento
fletor pois esforco cortante
troca de sinal neste ponto

Reacdo concentrada para //
cima = “bico” para cima

|\ Reacéo concentrada para
cima = “bico” para cima

Q < 0 = momento fletor
f\ diminui de valor

Carga concentrada para
baixo = ““bico” para baixo

Q >0 = momento fletor
aumenta de valor
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Viga continua com balancos e com carga uniformemente distribuida

q
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Todos os trechos tém a mesma inclinagéo
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Descontinuidade com valor da
reagdo de apoio concentrada
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esforco cortante é nulo na

Valores minimos locais de momento
Tangente horizontal pois fletor pois o esforco cortante troca de

sinal nestes pontos

extremidade
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Reacéo concentrada para
cima = “bico” para cima

Tangente horizontal pois
esforco cortante é nulo na
extremidade
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Valores maximos locais de
momento fletor pois o esforgo
cortante é nulo nestes pontos

/

2
IM_ =
dx?

Todos os trechos tém concavidade para cima
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