CIV 2552 — Métodos Numéricos em Problemas de Fluxo e
Transporte em Meios Porosos — 2008.2

Formulacao de Problemas de Adensamento por
Volume de Controle em Diferencas Finitas

Camada homogénea: parametros do modelo

u — excesso de poropressdo [F/L?] q — sobrecarga [F/L?]

1o — excesso inicial de poropressao devido a A — drea da secdo da coluna unidimensional [L2]
sobrecarga [F/L?] H — espessura da camada [L]

uy — poropressdo hidrostética [F/L?]

h — carga hidraulica [L] LLLLLLLLLLLLLILLLLLLLLLLLLL LT LLLLLL L L

he — carga de elevagdo (em relagdo ao referencial
de carga hidraulica) [L]

hw — nivel do lengol freatico [L]

k — permeabilidade do meio [L/T]

% — densidade do fluido (dgua) [F/L3]

my — compressibilidade do esqueleto [L2/F]

S, =¥, -my — armazenamento especifico

(specific storage) do meio poroso [1/L]
Cy =k /S, — coeficiente de adensamento [L2/T]

Relacao entre carga hidraulica e excesso de poropressao

Considerando que o nivel do lengol freatico nédo se altera, a poropresséo final em regime permanente é a
poropressdo hidrostatica. Dessa forma:

p=t e S h=y M e M —he)rhe h="t1h,
Yw Yo Vo Vo Yw
Lei de Darcy
fluxo hidréulico [L/T] —  q=—k- oK du_p dhy g=—r .2
dz 7, dz dz Vo 4z
[ |—i=n
Parametros de discretizacao —
n — nimero de pontos (células) ao longo da espessura da camada -
Az =H/(n—1) — comprimento da célula na diregdo z [L] —
(H — do centro da primeira célula para centro da tltima célula) |
H[]
Condicoes de contorno ]
u(z=0) = ub — excesso de poropressio prescrito no bordo inferior (bottom) —
ou ]
du v :4— i=1
q|z_0 =0 — -l = 0 — camada impermeével no bordo inferior
N Zl2=0

u(z=H) = ut — excesso de poropressdo prescrito no bordo superior (fop)
ou

=0 — camada impermedavel no bordo superior




Balanco de vazao hidraulica em uma célula

(a célula é um volume de controle; convengao: vazdo que entra na célula é positivo)

[Vazdo que entra na célula] = [Vazdo que sai da célula] + [Vazdo retida dentro da célula)

oh; ,
[qi—l'A]:[qi+1'A]+|:Ss'AZ'A'¥:| i+l
oh; oh,; 5]i+1’]‘
Qi A= A=S,- Az A-—L [+A] = gy —q =5, Az —F | |
ot ot i Az
Usando a Lei de Darcy e a aproximacgao de derivada em diferengas finitas: qi_ll
q= —i-Ah/Az e = (—k'—hi =iy j—(—k'—hi“ il j =S, Iine = -1
3 Az Az ot
k- hi 1 —2h+h;yy -3 oh;.
AZ* ot
Usando a relagdo entre carga hidraulica e excesso de poropressao:
Ui —%+ Ui thy,—2h, +h, Observe que:
P R ¢ _o O
Az ot oy _ 1w Ohy _ 1 Ou;
g =2 twy S, B I A
Yo Az Vo Ot

U, —2u; +u, S, du; Ui —2U; +u; 1 Jdu;
% kKl = i-1 i i+l _Ys % N i-1 i i+1 _ & Ui
bera /1 Az? k ot AZ? C, ot

Solucao explicita da resposta transiente

Considerando que os valores de excesso de poropressdo em todos os pontos sdo conhecidos em um passo de

tempo genérico (), a aproximagdo da resposta para o passo seguinte de tempo (m+1) na solucdo explicita é

tal que cada valor u!"*! s6 depende de valores do passo anterior. Isso resulta em:

%:u,’-”“—uf” oo u™t :_ui"il—Zu?+uﬁ1_ ul"
o At Cy - At AZ? Cy -At
. Cy -At
X(=Cp-At)] = (i=2:n-1) > u"'=u"+ Zzz '(u?il—Zu,?”+uﬁ1)
Cy - At
Sendo |r= ZZ = (=2:n-1) - [ =r-u" +(1-2r)-ul" +7r-ul’y
z

z

Uma questdo importante que aparece é quanto aos valores de Az e Atl. Eles podem ser escolhidos
independentemente? Para responder esta pergunta, considere uma situagdo em que At >> Az, fazendo com
r tenha um valor grande e (1 — 2r) negativo. O valor de u/"*! passaria a depender negativamente de u!" e
positivamente dos dois valores visinhos. Isso resulta em uma solugdo oscilatéria da equagdo acima. Para
evitar essa situagdo, e como r > 0 sempre, é preciso manter (1 —2r) > 0. Além disso, quanto r =12, o valor de
#; no novo passo de tempo ndo receberia influéncia do valor no mesmo ponto no passo de tempo anterior,
mas somente dos dois pontos visinhos, o que é uma situagdo ndo realista fisicamente. Portanto, na solugao

explicita existe um requisito para a estabilidade numérica do processo:

Cy -At < 1 Esse requisito, dado que em geral o incremento Az da discretizagdo do dominio é
AZ2 2 estabelecido a priori, estabelece um limite para o valor do incremento de tempo At .

1 Ref.: Frind, E.O., Groundwater Modelling (Numerical Methods), Lecture Notes Earth 456/656, Department of

Earth Sciences, University of Waterloo, 1995.
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Condicoes de contorno do tipo Dirichlet
(i=1) — 1 =u] (i=n) = [u, =ut]

Condicoes de contorno do tipo Neuman

(i=1):
2 .
% =0 —> M2 uO:O% ”0=“2 A
Zlz=0 2Az Az
% =0 1 —X
ul™ =l + (1-2r)-ul +7r-ulf = dz R
célula ficticia 2
(i=1) - |[u™' =1-2r)-ul +2r-u} 0o | —¥
(i=n):
1 | —
du Upy1 — Uy /’ n+
_ = —> —:0 - Uu =u, . L A
az|,_y 2Az n+1 n-1 célula ficticia Az
d_u =0 n Vv
u™ =™+ (1-2r)u" rou, = dz
Az
(i=n) — luy™ =2r-u)y +(1-2r)-u) n-1 | —%

Solucao implicita da resposta transiente: Método de Crank-Nicolson

A aproximacdo em diferencas finitas da segunda derivada do excesso de poropressdo em relagdo a z é
considerada como uma média de valores calculados no passo de tempo (1) e no passo seguinte de tempo
(m+1):

g =2u; +uy, |" L1 Hia —2u; + it " _ 1 u™ —u" N
2 AZ? 2 Az? Cy At
E(AZZ] N uiridl-l _2u1m+1 +1/ll."_1'_*1'1 ~ ulm*—l Ag? e u;’il —Zulm +u,-"_11 _ u,‘m A2
Cy - At ) 2 2
Y = ZZZ = (l =2: l’l—l) - —],[1."1'*1'1 +(2+7juim+1 _uirj_‘i‘l = uiril +(7—2julm +u;’i1

Condicoes de contorno do tipo Dirichlet
6= - =) - =]

Condicoes de contorno do tipo Neuman

(i=1): (i=n):
Valor da poropressdo na célula ficticia: 1y =u, Valor da poropressao na célula ficticia: u,,; =u,_;
2 2 2 2
— ! +(2 + T T 7—2 '+ ul —u™l 4 2+7 um gy =y 7—2 u +ult
. 2 2 , 2 2
(i=1) - (2+— w2y = 22 4 2ull (i=n) - |-2u™ 4] 24+Z ™ =2u™ 4] 22 ™
r r r r




Camada dupla (heterogénea): parametros adicionais do modelo
ka — permeabilidade do meio A [L/T] :

ks — permeabilidade do meio B [L/T]
mya — compressibilidade do esqueleto do meio A [L2/F] He | colo B
myp — compressibilidade do esqueleto do meio B [L?/F]
Ha — espessura da camada A [L]

Hp — espessura da camada B [L] Hal solo A

~ “—i=n
Parametros de discretizacao —
Az — comprimento da célula na direcdo z (adotado o mesmo para as duas camadas) [L] Hy —
n4 — nuimero de pontos (células) ao longo da espessura da camada A ]
ng — ndmero de pontos (células) ao longo da espessura da camada B [ $az
N :4— i=p
- . . —i=pl
Permeabilidade equivalente na interface entre as camadas ]
dp-1 :‘7;)4—1 :‘75—1 HA:
h,—h, h,_—h, a2, Az I
Al Tt ho o —h, =-pt 22 —
T =T T T A T I T T -
h,—h, h,—h qB_ Az 3L:<—l:l
B o, P P PP h,—h =-pt 2%
T =7 a0 T Az T T
A .hp—hp_l — .hp_l—hp =k .hp 1 =hy+hy —h,
p-1 e Az e Az e Az B p —
las /ka ) (a2 /2)+ (gl /Kg)- (22 /2) ke (11 Tafy] 422
qp,1=kg‘ p-1/ %A p-1/"B - {=lfe | 1 = qA_llt\ AAZ/Z
Az 2 \ka kg pp_l Vv
© kytkg
Balanco de vazao hidraulica nas células da interface p )
Célula p-1: 1p T e
oh,_, — A
[qp—z'A]:[qp'A]'i—{SsA'AZ'A' apt :| [+A] = p-1 z
hy o —h,_ h,—h, o, Tp-2| ko
Sy S R Y e A i - i Y p-2
Az Az ot
kA '(upf2 /710 +hw)_ kA ’ (upfl /710 +hw )_ke ’ (upfl /710 +hw )+ ke '(up /710 +hw)_SLA' aupfl
Az Yo Of
kA Upo /7w _kA Upq /7w _ke Uy /7w +ke u, /7w +kA 'hw _kA hw _ke hw +ke 'hw aup—l
Az
1 kaup o=k, =k, 1, q+k,-u, oup,_y
— =My -
Yw Az ot
kAup_z_(kA +ke)up_1 +keup aup_l
2 =Vw Mya —,—
Az ot




p+1
Célula p: pe 11\kB
| A
ahp
[qp—l'A]=[qp+1'A]+ SsB'AZ'A'? [_A] = p Az
A
—k .M | —k .hP“_hF’ -S -%-Az ‘ip—1|ke
¢ Az B Az B ot p-1

ke’(upfl /7w+hw)_ke‘(up /7w+hw)_kB '(up /7w+hw)+k8‘(up+1 /7w+hw):SLB‘aﬁ‘

Az Ve Of
ke'up—l /7lu_ke'up /7zu_kB'up /7w+kB'up+1 /7w+ke'hlu_ke'hw_kB'hw+kB'hzu —m '%'AZ
Az oot
i‘keoup,l—kgoup—kB'up+kBoup+1 . aﬁ
Voo Az VB ot
AZ? w VB o
Solucao explicita da resposta transiente
Célula p-1:
8up_15u$f11—uy_1 ~ ym 'qu’f=_kA-uZ1_2—(kA+ke)-uy_1+kg-u$_7 . '”21-1
ot At w VAT A Az © VA A
1 At
ra = —| = (=p-1) - u;,"fll=rA-kA-u;”_2+[1—rA-(kA+kK)]-u;”_1+rA-ke-u;”
Yw Mya Az
Célula p:
Wy T gy Rtk kg,
o At v VB A Az v VR A
_ 1 At . m+l _ m m m
rB_7w'mVB'E = (i=p) > |u, —rB-ke-up_1+[1—r3-(kg+k3)]-up +1g-kp -ty

Solucao implicita da resposta transiente: Método de Crank-Nicolson

Célula p-1:

. m 2 m m m 2 m m
(i=p-1) = |-k,-up™ +{(kA +ke)+a}-up_+11 —kupt =k uy, J{Z—(kA +ke)}-up_1 +k,-up
Célula p:

(i=p) > |-k u +[(ke +kB)+r£}-uZl+l —kp-uptl =k, u) {%—(ke +k3)}-u;” +kp ey,
B B




