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Primeiro Trabalho - Programacao em C:
Implementacao de elementos finitos isoparamétricos

O objetivo deste trabalho € implementar funcdes bédsicas de uma familia de quatro elementos finitos
isoparamétricos planos de continuidade CP.

A familia de elementos a ser implementada é:

Elemento Forma N° de nés Tipo de interpolacdo
T3 triangulo 3 Linear

Q4 quadrildtero 4 Linear

T6 triangulo 6 Quadriética

Q8 quadrilatero 8 Quadratica

Numeracao local dos nds dos elementos:
3 4 3

Etapa 1
Os elementos finitos sdo caracterizados pelas chamadas func¢des de forma, que definem a interpolacao do
campo fundamental (deslocamentos, por exemplo) dentro do elemento. O objetivo desta etapa do
trabalho € escrever fungdes em C que avaliam as fun¢des de forma dos elementos implementados em um
ponto qualquer no seu interior e definido pelos valores de suas coordenadas paramétricas (7, s):

(a) shpT3Shape: Esta funcdo avalia as fungdes de forma de um elemento triangular linear (T3). Sao
dadas as coordenadas paramétricas r e s correspondentes ao ponto de avaliacdo. As duas
coordenadas paramétricas correspondem as duas primeiras coordenadas de drea triangulares que
definem a posi¢ao do ponto de avaliacdo. Os valores das trés funcdes de forma avaliadas no ponto
dado sao retornados no vetor shape.

void shpT3Shape( double r, double s, double shape[] );

(b) shpQ4Shape: Esta fungao avalia as fungdes de forma de um elemento quadrilatero bilinear (Q4).
Sao dadas as coordenadas paramétricas r e s correspondentes ao ponto de avaliagdo. Os valores das
quatro funcdes de forma avaliadas no ponto dado sao retornados no vetor shape.

void shpQ4Shape( double r, double s, double shape[] );

(¢c) shpT6Shape: Esta funcdo avalia as funcdes de forma de um elemento triangular quadratico (T6).
Sao dadas as coordenadas paramétricas r e s correspondentes ao ponto de avaliacdo. As duas
coordenadas paramétricas correspondem as duas primeiras coordenadas de drea triangulares que
definem a posi¢ao do ponto de avaliacdo. Os valores das seis fungdes de forma avaliadas no ponto
dado sao retornados no vetor shape.

void GetT6Shape( double r, double s, double shape[] );

(d) shpQ8Shape: Esta funcdo avalia as funcdes de forma de um elemento quadrilatero quadratico (Q8).
Sao dadas as coordenadas paramétricas r e s correspondentes ao ponto de avaliagdo. Os valores das
oito fungdes de forma avaliadas no ponto dado sdo retornados no vetor shape.

void shpQ8Shape( double r, double s, double shape[] );
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Etapa 2
Na formula¢do de um determinado elemento finito isoparamétrico € necessdrio avaliar as derivadas das
funcdes de forma do elemento em relagdo as coordenadas paramétricas que as descrevem. O objetivo
desta etapa € escrever fungdes para avaliar as derivadas das funcdes de forma em relacdo as suas
coordenadas paramétricas para os quatro tipos de elementos finitos planos. E definida uma estrutura em
C que serve para declarar varidveis que armazenam os dois valores das derivadas de uma fun¢do de forma

em relacdo a cada uma das coordenadas paramétricas (r, s):

typedef struct _derivnat {
double r;
double s;

} DerivNat;

(e) shpT3Deriv: Esta fungdo avalia as derivadas das fun¢des de forma de um elemento triangular linear
(T3). Sao dadas as coordenadas paramétricas r e s correspondentes ao ponto de avaliacdo. As duas
coordenadas paramétricas correspondem as duas primeiras coordenadas de drea triangulares que
definem a posi¢do do ponto de avaliacdo. Os valores das derivadas das trés funcdes de forma
avaliadas no ponto dado sdo retornados no vetor deriv.

void shpT3Deriv( double r, double s, DerivNat deriv[] );

(f) shpQ4Deriv: Esta funcdo avalia as derivadas das funcdes de forma de um elemento quadrildtero
bilinear (Q4). Sdo dadas as coordenadas paramétricas r e s correspondentes ao ponto de avaliagdo.
Os valores das derivadas das quatro fungdes de forma avaliadas no ponto dado sdo retornados no
vetor deriv.
void shpQ4Deriv( double r, double s, DerivNat deriv[] ),

(g) shpT6Deriv: Esta funcdo avalia as derivadas das funcdes de forma de um elemento triangular
quadratico (T6). Sao dadas as coordenadas paramétricas r e s correspondentes ao ponto de avaliagdo.
As duas coordenadas paramétricas correspondem as duas primeiras coordenadas de 4rea triangulares
que definem a posicao do ponto de avaliacdo. Os valores das derivadas das seis fungdes de forma
avaliadas no ponto dado sdo retornados no vetor deriv.
void shpT6Deriv( double r, double s, DerivNat deriv[] );

(f) shpQ8Deriv: Esta funcdo avalia as derivadas das funcdes de forma de um elemento quadrildtero
quadratico (Q8). Sao dadas as coordenadas paramétricas r e s correspondentes ao ponto de
avaliacdo. Os valores das derivadas das oito fungdes de forma avaliadas no ponto dado sdo
retornados no vetor deriv.

void shpQ8Deriv( double r, double s, DerivNat deriv[] );

Etapa 3
Na formulagao isoparamétrica do método dos elementos finitos a distor¢ao de forma de um elemento fica
caracterizada por um tensor chamado de Jacobiano, que no caso bidimensional é representado por uma
matriz 2x2 que pode ser avaliada em qualquer ponto no interior de um elemento:

_|ox/dr dy/or
[J]_{ax/as ay/as}

O determinante da matriz do Jacobiano, IJ/l, ¢ um fator de escala de area para o mapeamento que leva do
espaco paramétrico para o espago cartesiano. O valor de I/l ¢ uma medida da distor¢dao do elemento finito
em um determinado ponto. Valores negativos ou nulo de |Jl indicam que existe uma distor¢ao exagerada
do elemento finito. O objetivo desta etapa do trabalho é escrever uma funcdo que avalie a matriz do
Jacobiano e seu determinante para um elemento finito isoparamétrico bidimensional, sendo dadas as
coordenadas cartesianas dos nds do elemento e as derivadas das fungdes de forma em relacdo as
coordenadas paramétricas avaliadas em um ponto qualquer.
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Pede-se entdo escrever a funcdo shpElemJacobian abaixo, que serve para calcular o Jacobiano de
qualquer elemento finito isoparamétrico plano (continuidade C°). E definida uma estrutura em C que
serve para declarar varidveis que armazenam os dois valores das coordenadas de um né no espaco
cartesiano bidimensional:

typedef struct _point2 {

double x;
double y;
} Point2;

(g) shpElemJacobian: Esta funcdo calcula a matriz do Jacobiano e seu determinante para um elemento
finito isoparamétrico plano, sendo dadas as coordenadas cartesianas dos nés do elemento e as
derivadas das fun¢des de forma em relacdo as coordenadas paramétricas avaliadas em um ponto
qualquer. A matriz do Jacobiano € retornada no dltimo argumento da funcdo e o seu valor de retorno
€ o determinante do Jacobiano.

double shpElemJacobian(  int num_nodes,
Point2 node_coords/[],
DerivNat deriv| ],
double jacobian[2][2] );

Etapa 4
Esta etapa consiste em escrever as funcdes que utilizam as funcdes desenvolvidas nas etapas anteriores.
Nesta etapa serd escrito um modulo que gerencia um elemento finito por vez. Serdo escritas funcdes para
ler os dados de um elemento finito de um arquivo, para salvar os dados do elemento finito corrente em
um arquivo, para avaliar a posicdo de um ponto dentro do elemento, sendo dadas as suas coordenadas
paramétricas, e para avaliar o determinante do Jacobiano em um ponto.

Fornecido e Pedido
Os arquivos para execug¢do do trabalho estdo disponiveis dentro de um arquivo comprimido
(civ2801trablvc6.zip), que estd disponivel no site da disciplina na web. Sao fornecidos os seguintes
arquivos do programa:

drv.c (Driver: fungdes que controlam o programa)
elm.c (elm: moédulo de elemento finito)

elm.h

shp.c (shp: médulo de fungdes de forma e jacobiano)
shp.h

Os arquivos elm.c e shp.c estao incompletos. O trabalho constiste em complementar estes arquivos
conforme indicado dentro do cédigo. O entendimento do cédigo existente nestes arquivos € considerado
parte do trabalho. Também sdo fornecidos arquivos contendo dados de um elemento finito para serem
lidos pelo programa. Pede-se também, em papel, somente as linhas que foram adicionadas nos arquivos.
Estas linhas devem ser indicadas da seguinte forma:

COMPLETE AQUI: XX
LINHAS ADICIONADAS

Anexo
Expressoes analiticas das funcdes de forma dos elementos considerados e de sua derivadas parciais em
relac@o as coordenadas paramétricas.



FUNCOES DE FORMA DE ELEMENTOS FINITOS
ISOPARAMETRICOS PLANOS E SUAS DERIVADAS

Elemento Finito T3

Funcdes de Forma (em coordenadas paramétricas r e s):
L1(r,s) =r L2(r,s) =s L3(r,s) =1-r-s

N1(r,s) :=L1(r,s) N2(r,s) :=L2(r,s) N3(r,s) :=L3(r,s)

Derivadas das funcdes de forma em relacdo as coordenadas paramétricas:

OI—Nl(r,s)$1 OI—Nl(r,s)so
dr ds
OI—N2(r,s)$0 OI—N2(r,s)$l
dr ds
OI—N3(r,s)$fl OI—N3(r,s)$fl
dr ds

Elemento Finito Q4

Funcdes de Forma (em coordenadas paramétricas r e S):

N1(r ) ::%-(17 1)-(1_s) N3(r s) ::%-(.u 1)(1+s)

N2(r s) ::%-(.u 1)-(1_s) N4(r s) ::%-(17 1)1+ s)

Derivadas das funcdes de forma em relacdo as coordenadas paramétricas:

d—Nl(r,s)$i+E-s d—Nl(r,s)$£+E-r
dr 4 4 ds 4 4
d—NZ(r,s)éifE-s d—NZ(r,s)sifE-r
dr 4 4 ds 4 4
OI—N3(r,s)$3+3s ‘le(r,s)sE+E.r
dr 4 4 ds 4 4
d—N4(r,s)$ifE-s d—N4(r,s)$}fE-r
dr 4 4 ds 4 4



Elemento Finito T6

Funcdes de Forma (em coordenadas paramétricas r e s):

L1(r,s) =r L2(r,s) :=s L3(r,s) =1-r-s

N1(r,s) =L1(r,s)-(2:LL(r,s) - 1) N2(r,s) =L2(r,s)-(2:L2(r,s) - 1) N3(r,s) =L3(r,s)-(2:L3(r,s) - 1)

N4(r,s) =4-L1(r,s)-L2(r,s) N5(r,s) :=4-L2(r,s)-L3(r,s) N6(r,s) :=4-L3(r,s)-L1(r,s)

Derivadas das fun¢bes de forma em relacdo as coordenadas paramétricas:

d—Nl(r,s)$4-r71 d—Nl(r,s)$0

dr ds

d*NZ(r,S) -0 OI—N2(r,s) =45 1

dr ds
d*N3(r,S)$f3+4-r+4-S d—N3(r,s)$f3+4-r+4-s
dr ds

d—N4(r,s) —4s d—N4(r,s) —=4r

dr ds

OI—N5(r,S)$f4-s d—NS(r,s)$474-r7 8s
dr ds

4 Ne(r,s) =81+ 4 4s d Ne(r,s) >4

dr ds



Elemento Finito Q8

Funcdes de Forma (em coordenadas paramétricas r e S):

N5(r, s) ::%-<17 r2>-(17 S) N7(r,s) ::%-<17 r2>-(1+ S)
N6(r, s) ::%-(17 f)(1+71) N8(r,s) ;:%.(17 f)(1-71)

N1(r,s) ::%-(17 r-(1-s)- %-NS(r,s) - %-NS(r,s) N3(r,s) ::%-(1+ rN-(1+s)- %-N6(r,s) - %-N?(r,s)

N2(r,s) ::%-(1+ rN-(1-s)- %-NS(r,s) - %-NG(r,s) N4(r, s) ::%-(17 rN-(1+s)- %-N?(r,s) - %-NB(r,s)

Derivadas das funcdes de forma em relacdo as coordenadas paramétricas:

d—Nl(r,s)%E-sfi-sz+E-r-(17s) d—Nl(r,s)%E-wE-s-(lfr)fi-r2
dr 4 4 2 ds 4 2 4
d—NZ(r,s)$£-s+}-r-(lfs)+i-sz d—NZ(r,s)%i-rfi-r2+£s-(1+r)
dr 4 2 4 ds 4 4 2
dnserg) =tse b iy dngrs) =t tsin LR
dr 4 4 2 ds 4 2 4
d—N4(r,s)$£-s+}-r-(l+s)7£-sz d—N4(r,s)%i-r+£r2+£s-(1fr)
dr 4 2 4 ds 4 4 2

9 Ns(r,s) = -r(1-9) d ns(rs) = 112

dr ds 2 2

dNers) >3 L 9 Ne(r,s) = -s(1+1)

dr 2 2 ds

9N7(r9) = r(1+9) dN7rg =1 12

dr ds 2 2

dNgrs) > L 9 Ng(r,s) = s(1-1)

dr 2 2 ds



