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CAPITULO 1

Conceitos Iniciais e

Metodo dos Residuos Ponderados

1.1 INTRODUGCAO

Para a representacdo de fenémenos fisicos, os engenheiros e fisicos geralmente
estabelecem um sistema de equacdes diferenciais validas em certa regido (dominio) e
imp&em nesse sistema condi¢cbes de contorno e condic¢des iniciais. Até esse estagio, o
modelo matematico esta completo e, para aplicacdes praticas, necessita-se “somente” a
solugdo para um conjunto particular de dados numéricos. Aqui surge a maior dificuldade,
pois apenas formas muito simples de equacfes, dentro de contornos triviais, sdo
possiveis de serem resolvidas exatamente através de métodos matematicos. Equacdes
diferenciais ordinarias, com coeficientes constantes sdo alguns exemplos para os quais
solucdes analiticas séo possiveis.

Para solucionar tais dificuldades, ha a necessidade da utilizacdo de métodos
numéricos, obtendo-se assim solucdes aproximadas da equacdo diferencial que se
deseja resolver, sujeita a certas condicbes de contorno e condi¢des iniciais. A idéia
basica dos métodos numéricos para solucionar tal classe de problemas é ‘discretizar” o
problema continuo. Ou seja, o conjunto infinito de nimeros que representam a funcao ou
funcdes desconhecidas € substituido por um conjunto finito de parametros
desconhecidos, sendo que esse processo requer alguma forma de aproximagéo. Os
parametros desconhecidos sédo encontrados através de solucédo algébrica, ou seja,

obtém-se um sistema algébrico de equacgdes do tipo

| 4K x} ={b} (1.1)
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onde [A] € uma matriz quadrada e ndo-singular, {b} € o vetor independente e {x} € o

vetor que contém os parametros desconhecidos da solugdo aproximada, ou seja, € 0

vetor solucéo. Por vezes a matriz [A] pode depender do vetor {x} , caracterizando um
problema n&o-linear. Ou ainda [A], {x} e {b} podem ser todos dependentes do tempo,

desejando-se a solucdo ndo somente para um instante, mas para um determinado
intervalo de tempo, necessitando solucionar a equacao (1.1) varias, ou inUmeras vezes.

Dentre os métodos numéricos mais conhecidos e utilizados pode-se destacar o
Método das Diferencas Finitas, o Método dos Volumes Finitos, o Método dos Elementos
Finitos e o Método dos Elementos de Contorno. Os trés primeiros métodos sdo métodos
de dominio, isto é, a discretizacdo é ao longo de toda a regido. JA o Método dos
Elementos de Contorno, como o proprio nome diz, € um método de contorno,
necessitando apenas fazer a discretizacdo ao longo do contorno da regido de estudo.
Outra classe de métodos numéricos que esta se destacando sdo os chamados métodos
sem malha (meshless methods) onde, contrario ao Método dos Elementos Finitos, ndo
necessita da definicdo de uma malha, mas somente de pontos ao longo do dominio.
Maiores detalhes sobre métodos sem malha podem ser encontrados em Duarte (1995) e
Duarte e Oden (1995).

Na engenharia, outras formas de abordar a obtencdo de solucdes aproximadas
sao utilizadas, tais como os principios de equilibrio, conservacédo e métodos energéticos.
Mas a qualquer uma dessas formas de abordar o problema pode-se sempre também
associar uma equacéao diferencial.

Assim, de uma forma geral, o Método dos Elementos Finitos (MEF) pode ser
encarado como um método numérico aproximado, para solucionar equacdes diferencias,
com precisao aceitavel para engenheiros. Seu desenvolvimento inicial foi em aplicacdes
de analise estrutural em aeronaves, utilizando o principio de equilibrio de forcas e analise
matricial. Posteriormente foi aplicado a outros fendmenos, sendo atualmente utilizado na
solucdo de muitos problemas, dentre os quais pode-se citar: analise de tensoes,
vibragBes, acustica, escoamento de fluidos, distribuicdo de temperatura, campo
eletromagnético, injecdo de plastico, etc., tanto para modelar fenébmenos lineares como

nao-lineares. Existem inUmeros softwares comerciais no mercado:
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- Ansys: andlise estrutural linear e ndo-linear, acustica, eletromagnetismo, escoamento de
fluidos, distribuicdo de temperatura

- Pro-Mechanica: analise estrutural linear e distribuicdo de temperatura

- Abaqus: analise estrutural linear e ndo-linear

- Nastran: analise estrutural

- Cosmos: analise estrutural

- Algor: andlise estrutural linear e ndo-linear, andlise térmica, escoamento de fluido

- LS-Dyna: conformacao mecanica de metais, "crash"

- I-Deas: analise estrutural linear e nao-linear, analise térmica, escoamento de fluidos.
- C-Mold: simulagéo do processo de injecdo de plastico

- Mold-flow. simulagéo do processo de injecao de plastico

1.2 CONCEITOS INICIAIS

No estudo de solugbes aproximadas de equacdes diferenciais, € necessario

introduzir alguns conceitos e defini¢des.

Funcional: expressao integral escalar que contém implicitamente as equacdes
diferenciais que descrevem o problema. Na mecéanica estrutural, o funcional mais
largamente utilizado é a expressdo da energia potencial total. Funcionais também sédo
avaliados para problemas de conducéo de calor, escoamento de fluidos, acustica, etc.

De uma forma genérica, um funcional, no espaco A?, pode ser escrito da seguinte

forma

PSR 75 U S
I—C{)’gc,y,u,v,‘”x,.”y,ﬂx,...,.”x2 —!.adxdy (1.2)

sendo x e y as variaveis independentes, u e v fungbes dex e y.
O termo funcional indica que I depende ndo somente de u, v e suas derivadas em

um ponto, mas também do seu efeito integrado sobre a regido de interesse. Na mecéanica



6 Introducdo ao MEF — M. A. Luersen

dos sélidos, um exemplo de funcional é a expressdo da energia potencial total p de um
corpo elastico, que escrita em notacao indicial € dada por
] AN Y
p:—é U.eijd\N- QAW - ou,dG (1.3)
w G

2w

onde s ;, sdo as componentes de tensdo, e, as componentes de deformagao, b, as

forcas de corpo, ¢, as for¢as de superficie, u, os deslocamentos, W o dominio de

i

interesse, e G o contorno do dominio de interesse.

Calculo Variacional: parte da matematica que se preocupa em encontrar valores

estacionarios (extremos) de funcionais. Ou seja, para o funcional 7 da expresséo (1.2)
procura-se as funcdes u(x,y) e v(x,y) de modo que [ seja estacionério. As fungbes u e v
gue satisfizerem esta condicdo sao também a solucdo das equacdes de Euler-Lagrange
associadas ao funcional. As equagdes de Euler-Lagrange representam, em formato de
equacdes diferenciais, 0 mesmo problema representado, de forma integral, pelo funcional
a elas associado. Nocdes sobre célculo variacional podem ser encontrados em Dym &

Shames (1978), Tauchert (1974), Bassanezi & Ferreira Jr. (1988), entre outros trabalhos.

Principio Variacional. usa uma expressao integral, chamada funcional, que possui

implicitamente as equag0des diferenciais e as condigdes de contorno ndo essenciais de
um problema, e nele sdo aplicados os principios do calculo variacional, procurando uma
posicdo estacionaria, geralmente um minimo para o funcional. Freqientemente o
funcional € uma forma quadratica. O Principio da Minima Energia Potencial € um, dentre
0s varios principios utilizados na mecanica. Assim, no sentido classico, quando se fala
em formulac&o variacional pressupde-se a minimiza¢do de uma forma quadratica.

Utilizando um pincipio variacional, o Método dos Elementos Finitos pode ser
apresentado como uma generalizacdo do Método de Rayleigh-Ritz. Detalhes sobre o
Método de Rayleigh-Ritz podem ser encontrados no livro Energy Principles in Structural
Mechanics (Tauchert, 1974).

Em outras areas que nao seja a mecanica estrutural, um principio variacional pode
nao ser obtido. Isto acontece se a equacao diferencial do problema contém derivadas de

ordem impar, ocorrendo na mecanica dos fluidos, para alguns tipos de escoamento.
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Mesmo assim, o Método dos Elementos Finitos pode ser aplicado, utilizando o Método
dos Residuos Ponderados. Tanto o Método de Rayleigh-Ritz como o Método dos
Residuos Ponderados usam expressodes integrais que contém as equacdes diferenciais
do problema fisico. Ambas as formulacdes, funcional e residual, sdo conhecidas como
forma fraca das equacdes que governam o problema. A equacéao diferencial € conhecia
como forma forte. A forma fraca for¢a as condi¢bes de continuidade na média (integral
sense), ao passo que a forma forte forgca as condi¢des de continuidade em cada ponto.
Note que a solucéo da forma forte € sempre também solucéo da forma fraca, ao passo
que a afirmagdo contraria nem sempre € verdadeira. A solucdo da forma fraca é

conhecida também como solugdo generalizada.

1.3 METODO DOS RESIDUOS PONDERADOS

Para se aplicar o Método dos Residuos Ponderados necessita-se primeiramente
saber a equacao diferencial que rege o problema fisico em questao.
Seja a equacao diferencial, que governa um determinado problema fisico, com

condicoes especificadas no contorno (problema de valor no contorno)

Du- f =0 nodominio W
Bu- g=0 nocontorno G  (condi¢des de contorno) (1.4)
onde:
u = variavel dependente. Por exemplo: deslocamentos em um ponto, temperatura
em um ponto, potencial elétrico;
x = variavel independente. Por exemplo, coordenadas de um ponto;
f, g =fun¢bes de x, constantes ou zero, dependendo do problema;

D, B = operadores diferenciais.

Se o operador diferencial D é de ordem 2m, define-se dois tipos de condi¢cbes de
contorno, de acordo com a ordem do operador diferencial B. Esta classificacdo é
importante no estudo de solugcdes de equacdes diferenciais, pois cada tipo de condi¢céo

de contorno é abordada de uma forma.
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Condicoes de contorno essenciais (ou condicbes de contorno de Dirichlet):

condicdes de contorno que envolvem derivadas de ordem (0 a m-1. Em andlise estrutural
as condicdes de contorno essenciais também s&do conhecidas como condi¢cdes de
contorno geométricas ou cinematicas.

Condicoes de contorno naturais ou ndo essenciais (ou condicbes de contorno de

Neumann): condicdes de contorno que envolvem derivadas de ordem m a 2m-1.

Uma equacao que combine uma condi¢cdo de contorno essencial e uma natural é
chamada de condigdo de contorno mista.

Para um mesmo ponto, apenas um tipo de condicdo de contorno pode ser
especificada, isto €, se € especificada uma condicdo de contorno essencial, a natural,
nesse mesmo ponto, ou regido, ndo pode ser especificada, pois depende da condicao
de contorno ja fornecida, e vice-versa ao se especificar uma condicdo de contorno
natural. O que é possivel é ter-se uma condig¢do de contorno mista, isto &, para um mesmo
ponto ou regido, uma equacao que envolve os dois tipos de condi¢des de contorno.

Por exemplo, para uma equacao diferencial de segunda ordem, condicdes de
contorno essenciais sdo as derivadas de ordem zero, ou seja, a propria funcéo, e

condi¢des de contorno naturais sdo as derivadas primeira da funcao.

A seguir sdo mostrados alguns exemplos de equacdes diferenciais associadas ao

problema fisico que representam.

Flexéo de viga (material elastico-linear e teoria de pequenas deformacgées):

d4
Y= pix)

=
X

El

para este caso,

d4
D=EI pacy u=w (deflexdo) f = p (carregamento transversal)
X

e as condi¢Oes de contorno naturais (Bu- g=10)

d’w
El—-- M, =0 (momento fletor)
X
d’w
El -V, =0 (esforco cortante)

x3
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Como condi¢cdes de contorno essenciais para este problema tem-se a deflexdo w e sua

: dw - <
derivada . esta Ultima representando a rotagao.
X

Conducao de calor unidimensional, em regime permanente:

O ORL

g A(x)
onde
T = temperatura
k = condutividade térmica
A = é&rea

Q = fonte de calor

- kﬂ = fluxo de calor
dx

. - dT
Como condicdo de contorno natural tem-se a especificacdo do fluxo (g =- kd—),
X

condicéo de contorno essencial a temperatura (7) e, para este problema, ha a ocorréncia
comum de uma condicdo de contorno mista, representada pela troca de calor por

conveccao:

dT
-kE-h(T-T*‘):o,

onde
h € o coeficiente de troca de calor por convecgdo e 7% a temperatura do meio

envolvendo a superficie do contorno.

Conducéo de calor bidimensional:

- regime permanente
- sem fonte de calor (0=0)

- k e A constantes

N’T=0 (Equacéo de Laplace)
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onde

(operador laplaciano bidimensional)

Escoamento potencial bidimensional:

N’f =0
onde
ﬂf i . ~
— =y (velocidade na dire¢éo x)
Ix
ﬂf i . ~
— =y (velocidade na dire¢éo y)
%
Eletrostatica:
d é df (x)u
—e(x)A(x )——L7+1 (x)A(x) =0
dxs()()dxl?l (x)A(x)
onde
f = potencial elétrico
e = permissividade
A = area

I = densidade de carga elétrica

df o
— = campo elétrico
dx

Considerando o caso unidimensional, em geral desconhece-se a solugdo u(x) do

problema em questéo, e procura-se uma soluc¢ao aproximada u(x ). Tipicamente u(x) é

um polinbmio que satisfaz as condi¢cdes de contorno essenciais, e contém coeficientes a

determinar a,, a,, ...,a, . Assim, para se obter a solu¢éo aproximada #(x) deve-se

determinar os coeficientes a, tal que u e % sejam suficientemente proximas, segundo
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um determinado critério estabelecido. Ou seja, L’T:czo+cz]>c+c¢2x2 +..., sendo os

coeficientes a, determinados segundo critérios que serao vistos.

Substituindo # no lugar de u nas equacdes diferenciais (1.4), tem-se dois tipos de

erros, ou residuos

R, =R,(a,,x)=Du- f  (residuo interior, no dominio)

R.=R.(a,x)=Bu-g (residuo no contorno) (1.5

Em alguns casos, existem somente condi¢cdes de contorno essenciais. Assim, ao

se aplicar o Método dos Residuos Ponderados, R, ndo necessita ser considerado, pois

na escolha da solucéo aproximada # , esta deve, a priori, satisfazer as condi¢cdes de
contorno essenciais, tal como no método de Rayleigh-Ritz.

Os residuos podem se anular para alguns valores de x, mas s6 serdo nulos para
todos os valores de x se a solucdo aproximada u for a solucdo exata, isto €&, se

(x)° u(x). Presume-se que u € uma boa aproximacdo de u e 0s residuos sejam

pequenos. Residuos pequenos podem ser alcancados de varias maneiras, cada uma
delas resultando num sistema de equacdes algébricas de ordem n a ser resolvido, onde

as incognitas sao os coeficientes a,. Algumas dessas maneiras sdo apresentadas a
seqguir.
1.3.1 Método da Colocacgao

Para n diferentes valores de x, o residuo é imposto como sendo nulo

R, (a,x )=0 para i=I, 2, ..,j-1

R.(a,,x,)=0 para i=j,jt1l, .., n (1.6)
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u(x)

X Xi+

Figura 1.1: Representagdo do método da colocagdo, onde a solugdo aproximada & imposta igual &

solugdo exata nas coordenadas X, e X,,,.

1.3.2 Subdominio

Sobre n diferentes regies do dominio W e do contorno G, a integral do residuo é

imposta nula

OR»(a,, x)dN =0  para i=1I, 2, ..., j-1
w,

ORc(a,,x)dG =0  para i=jj+1, .., n (1.7)
G

1.3.3 Minimos Quadrados

Os coeficientes a, séo escolhidos de forma a minimizar a fungéao I:
—=0 parai=I2 ..n (1.8)

A funcéo / é formada integrando os quadrados dos residuos:
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1= R, (a,x)) dW+a R, (a,x)] dG. (1.9)

onde a € um escalar arbitrario que pondera a importancia de R. em relacdo a R, .

1.3.4 Colocagao dos Minimos Quadrados (ou Minimos Quadrados pontuais)

Similar ao anterior, sendo que a funcao / € dada de forma discreta, isto €,

1=8 [Ro(a, 5, F a8 [Re(a, x )F (1.10)
i=I i=j

1.3.5 Galerkin (0 mais importante!)

Selecionam-se fungdes peso W, =W,(x) e impde-se que a média ponderada do
residuo R, com relagdo as fungdes peso € igual a zero. Em termos matematicos, R, €

feito ortogonal as fungdes peso (o produto interno entre W; e R, € nulo - ver figura 1.2):

R, = JVi(x)R,(a,, x)dW=0  para i=1,2, .. n (1.11)
w

espago gerado pelas
fungoes peso

Figura 1.2: O residuo R,, é ortogonal ao espago gerado pelas fungées peso W, .



14 Introducdo ao MEF — M. A. Luersen

No método de Bubnov-Galerkin, ou comumentemente chamado simplesmente de

Galerkin, as funcbes peso sdo os coeficientes das coordenadas generalizadas a, .

AsSsim,

Yla,

(1.12)
Ou seja, a base de fungdes para aproximar u e para aproximar W, sdo as mesmas.
No método chamado de Petrov-Galerkin outras formas de W, séo utilizadas, ou

seja, 0 conjunto de funcbes peso € diferente do conjunto de funcdes utilizadas para a
aproximagao.
No método de Galerkin, o residuo no contorno R. € usado em combinacdo com

integracado por partes, para a imposi¢ao das condi¢des de contorno naturais.

Se existir um principio variacional associado a equacao diferencial, Galerkin e
Rayleigh-Ritz darao solugdes idénticas quando utiliza-se a mesma funcao aproximada u .
Exemplo - Método de Galerkin

Seja a equagcéo diferencial*

u,+tcx=0 para OE£Ex£L (1.13a)

com condicdes de contorno®

u=20 em x=0 (Dirichlet)
-b=0 em x=L (Neumann) (1.13b)

1 ~ . . , . ~
Na equacdo diferencial que segue, e frequentemente no decorrer do texto sera utilizada a notacéo

)

2
comma, u seja, (-) representa ——, (-) representa ﬂ—() etc.
X ﬂ'x Xy ﬂx
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associada com o problema de uma barra submetida a um carregamento distribuido ao
longo do comprimento, e um carregamento de tracdo na extremidade x =L (veja
Apéndice A). A barra possui secdo transversal constante igual a 4 e modulo de
elasticidade, também constante, igual a E. A figura 1.3 esquematiza o problema, sendo u

a funcao deslocamento ao longo do eixo x.

/—q(x):q X s,

Figura 1.3: Barra submetida a tragéo e carregamento distribuido..

Os valores das constantes c e b séo dados por
S
c=-1L b=—". (1.14)

Escolhe-se como funcéo aproximada #u , por exemplo, um polinbmio de segundo

grau, da forma
L7=a,x+a2x2 : (1.15)

Note que u satisfaz, independentemente dos coeficientes a, a serem
determinados, a condicdo de contorno de Dirichlet (essencial), que € o deslocamento nulo
em x = (. Ou seja, diz-se que # €é um campo de deslocamentos cinematicamente

admissivel.

Aplicando-se o método de Galerkin, onde

R, = Vi(x)Rp(a;,x)dWN =0  i=1,2 .. n (1.16)
w
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para o problema em questao, tem-se
L
Ry =Vi(x)(U x +cx)dx =0 i=1,2 (1.17)
0

O Método de Galerkin inicia com uma integracdo por partes, reduzindo a ordem da
diferenciacdo dentro da integral, relaxando assim a ordem da continuidade requerida
para a funcdo aproximada. A integracdo por partes também serve para introduzir as
condi¢bes de contorno naturais (ou de Neumann), conforme sera visto a seguir.

Integrando por partes apenas a parcela W, (x)u ., e lembrando a expresséo da

,xx !

integracao por partes:
(‘)tdv:uv- (‘)}du : (1.18)

faz-se u =W, e dv=u, dx tendo-se
L
Ro=Wixji, |+ - Wit +Wex)dx=0 =12 (1.19)
0

Como W, :ﬂ—u:x e W, :'H_u:x2

e, o termo fora da integral
fla,; Yla,

Wi(x=0)u,=0 (parai=I ei=2,pois W,(x=0)=W,(x=0)=0)

e
Wi(x=L)u,=W;,(x=L)b, (vercondicGes de contorno, eq. 1.13b)

tem-se

L
R; = d Wil +W; ex)dx + Wl =0 i=12 (1.20)
0
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e
W, =1
W2,x =2x
u,=a;+2a,x
obtendo-se as duas componentes do produto interno R;
i=1
L
R, = d— a - 2a2x+cx2)dx+bL =0
0
c uL
2 3
A a;xX-a,x  +—x" -, +bL=0
& 37 H,
- La,- L’a, =- §L3 - bL (1.21)

i=2
L
R, =d— 2a;x- 4c12x2 +cx3)a’x+bL2 =0
0
é 4 c 4
S asz-—a2x3 +—x?o +bL? =0
8 3 H

4
- L’a, - §L3a2 =- %L‘" - b

(1.22)

As equacbes (1.21) e (1.22) formam um sistema algébrico de equacdes lineares,

cujas incognitas séo a, e a,



18 Introducdo ao MEF — M. A. Luersen

€-L -7 Uau §-Lel’-bL
€ 2 _apU VI 4 0¥ (1.23)
e 3 a TTCL - bL b
sendo a solucéo deste sistema
g =pe L o o (1.24)
1 12 2 p . .

Assim, a solucao aproximada  fica

7cl’

I

D!

A

e i e
=

Y
I
M: @‘CD\
+
[N ey el
=
1

(1.25)

A solucéo exata deste problema é facilmente obtida, sendo dada por

%;x ) (1.26)
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Comparacdo de Resultados (software Mathcad)

Solugao Analitica X Solugéao via Galerkin utilizando como fung¢ao aproximada um
polinémio de ordem 2

$0:=45 E:=2110° A =150 qo =65 L :=900
b ::2 C .:ﬂ
E EA
cL? cl 3
Solucgéo analitica: u(x) =|b+—|x-[=]X
2 6
7.cL? el
Solucao via Galerkin: uap(x) = b+ x— [ 2]
12 4
x:=0,05..900
60
45 .,.--""‘.
u(x)
30
0
15
0
0 225 450 675 900

Calculo de Tensébes: s = E e = E du/dx

Solucéo Exata (tenséo): s(x) := Elg—
X

s(X) =E (b+ E-c-LZ— Ec><2)
2 2

2
Solugéo via Galerkin (tens&o): sap(x) := E-[d—“m- rel )-x- (C_L) XZH
dx 12

sap(x) :=E b+l-c-L2— E-c-L-x
12 2
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x:=0,0.5..900
2510"
4 |
1.875'10 St
5(%)
1.25'10"
Sap(x)
6250 .
<"
0
0 225 450 675 900

Fim da listagem do arquivo do Mathcad

Exercicio

Resolver o problema anterior através do Método de Rayleigh-Ritz,

a) utilizando como fungéo de aproximacao: u = aq;x + a2x2 ;

b) utilizando como funcéo de aproximagéo: u = a;x + a2x2 + a3x3

Comparar as duas solugfes com a solucéo analitica, ja dada anteriormente pela
expresséo (1.26), e com a solugao via Galerkin utilizando ¥ = a;x +a 2x2 (expressao

1.25).
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CAPITULO 2

Elementos Finitos Unidimensionais

2.1 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS DE GALERKIN

Seja 0 mesmo problema da barra resolvido no capitulo anterior, representado pela

equacéo diferencial

AEu . +q(x)=0 para O0E£x£L, (2.18)

e com condi¢des de contorno

u=20 em x=0 e
AEu, - P=0 em x=1L; (2.1b)

Figura 2.1: Barra submetida a tragéo.

Para aplicacdo do Método dos Elementos Finitos ao problema acima, subdivide-
se 0 corpo em analise, no presente caso a barra, em uma série de pedag¢os, chamados
elementos finitos, e aplica-se o0 método de Galerkin em um pedaco (elemento finito)
caracteristico da estrutura. A funcdo aproximada, no Método dos Elementos Finitos, tem

como incognitas os deslocamentos em determinados pontos do elemento, sendo esses
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pontos denominados nés. O nimero de nés depende do tipo de fungcédo de aproximacao
gue se esta arbitrando. Se for uma equacao de primeiro grau (polinémio de grau 1), isto
€, 0 deslocamento é linear ao longo do comprimento do elemento, ter-se-a dois nos,
localizados nas duas extremidades do elemento. Se se arbitrar uma funcdo quadratica
(polinbmio de grau 2), ter-se-4 trés nds, um em cada extremidade, e um terceiro
intermediario, e assim por diante. Deste modo obtém-se um sistema algébrico de
equacoes, caracteristico de um elemento finito, sendo as incégnitas os deslocamentos
nodais do elemento. Monta-se esse sistema para cada um dos elementos que formam a
estrutura, sendo feita depois a superposicao, isto é, juntam-se os pedagos do corpo, de
modo a preservar a continuidade, ou seja, deslocamentos em nds coincidentes serdo
iguais,. obtendo-se um sistema algébrico de equacdes para toda a estrutura. No estudo
de conducgdo de calor, ao invés de deslocamentos nodais como incégnitas, tem-se
temperaturas nodais. No caso da barra, tem-se uma incégnita associada com cada no,
portanto tem-se um grau de liberdade por n6. Posteriormente sera visto que pode-se ter
mais incognitas, graus de liberdade, associadas a apenas um nd, como é o caso da
elasticidade plana, onde tem-se como incégnitas dois deslocamentos, um em cada
direcéo, e portanto o elemento finito terd dois graus de liberdade por n6. Para elementos
finitos unidimensionais, sua representacao é apenas uma linha, unindo os seus nés (figura
2.4).

Na andlise do problema da figura 2.1, divide-se a barra em trés elementos finitos,

de comprimentos L,, L, e L,, conforme figura 2.2. O processo de divisédo do corpo em

elementos finitos chama-se discretizacéo.

— i s

Figura 2.2: Discretizagdo em elementos finitos.
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Analisa-se um elemento caracteristico, de comprimento L, conforme mostra a

figura 2.3.

(]

- = >

Figura 2.3: Elemento finito caracteristico.

Faz-se agora a aproximacao u , para o elemento. Esta funcdo aproximada tera
como incégnitas os deslocamento nos pontos nodais. Como exemplo, arbitrar-se-a uma
funcédo aproximada de primeiro grau, isto é, o deslocamento ao longo do elemento sera
uma interpolacéo linear entre os deslocamentos das extremidades. Portanto, o elemento

e ter4 dois nds, localizados nas extremidades, sendo seus graus de liberdade

(incognitas) os deslocamentos nessas posicoes, ou seja, u, e u,, conforme mostra a

figura 2.4.

Figura 2.4: Nés e graus de liberdade do elemento finito.

Sem perda de generalidade, considerando o sistema de coordenadas com origem

nond 1, u pode ser escrito da seguinte forma
ﬁ(x):gi- —u, +—u, (2.2)
ou, de uma forma mais geral

2
H(x)=Q N,(x)u, (2.3)
i=I
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onde N, sao as chamadas funcdes de interpolagéo, sendo que i varia de / ao nimero
de nés do elemento que, no presente caso, é igual a dois. As func¢des de interpolacdo N,

portanto, s&o dadas por’
(2.4)

Verifique que para as coordenadas nodais # € igual aos deslocamentos nodais, ou seja,
parax =0 u =u,eparax=L U =u,.

A expressao (2.3) pode ser expressa, em forma matricial
i(x)=[N|{d} (2.5)

onde [N] € denominada de matriz das funcdes de interpolacdo do elemento, e {u} 0
vetor de deslocamentos nodais do elemento. A expressao (2.5) é uma expresséao geral,
onde [N ] contém funcdes de interpolacdo (ndo necessariamente lineares), e {u}
representa todos os graus de liberdade do elemento. Esta forma sera extensivamente

utilizada no decorrer do presente texto. Para uma interpolacdo linear [N] e {u} sao

dados por

X0 aecou e [4={"y (2.6)
|

[N] g LD LQUIX2

Em uma forma gréfica, a equacdo (2.2) pode ser representada pela figura 2.5,
onde os deslocamentos ao longo do elemento séo interpolados, de forma linear, pelos

deslocamentos das extremidade, u, e u, .

2 A obtencdo das funcBes de interpolagéo sera vista no item 2.8.
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u /

Xy X, X3

Figura 2.5: Interpolagéo linear de deslocamentos.

Definida a funcéo de aproximacado u , pelo método de Galerkin, as funcdes peso

W, séo dadas por

W=-—=N ou 2.7)

e as equacdes de Galerkin sdo dadas por

L
R = Wi(x)(AEt,, +q)dx=0 (2.8)
0
Assim
L
Vi HET , +qg)ax=0 (2.9)

0

Integrando por partes a primeira parcela da expressao (2.9)
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L

L
OV.AEu dx =[N, AEW |, - )V, AEq dx (2.10)
0 0

Note que no contorno AEu, = AEe = As = P (carga concentrada aplicada), e portanto

sao as condicdes de contorno naturais.

Assim, tem-se

(N A Eii . + Nig)dx +[N,P], =0 (2.11)

=
Qo,h

Parai=1

- N AE(N, u, + N, u,)+ N,g)dx +[N,(x=L)P- N,(x=0)P|=0

L L

O N, AE(N, u, + N, u,)dx+ )V gdx +[N,(x=L)P- N, (x=0)P|=0
0

L L

u, + u,)dx = X - .
O (N, 4EN, u, + N, AEN, u,)dx=(y N qdx- P, (2.12)

0
como

1 1

N],x =- z e N2'x :z (2.13)
e multiplicando toda a expressao por -/, tem-se

X 1

(gAE u1+TAE—u2—dx Cg7 :qu+P1 (2.14)

Integrando obtém-se
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- —.:- dx . 2.15
L (2.15)
Procedendo de forma similar para i=2, obtém-se a segunda equacéo

L

EA EA
-—u,+—u, =P+ dx . 2.16
7 7 o—q (2.16)

O segundo termo da direita nas expressodes (2.15) e (2.16) sao chamados de forcas
nodais consistentes, pois sdo forcas aplicadas nos nés, provenientes de uma forca
distribuida ao longo do elemento. Sdo ditas consistentes pois sdo ponderadas pelas
fungbes de interpolacao.

Em forma matricial, as duas ultimas expressdes podem ser escritas como

EAél -IU| U0 1F 0
Y ':.' 'y (2.17)
L &l IUI Eﬁ T F
onde
L 6 L
F =P, +@- ZZydx F,=P,+0-qdx (2.18)
Lo L
0 0
ou, de forma compacta
[KE]{uE} ={F} (2.19)

onde
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A expressao (2.17) (ou (2.19)) é a equacdo de elementos finitos para o elemento de
barra, considerando a utilizacao de funcdes de interpolacao lineares.
Agora, necessita-se montar a equacdo para toda a estrutura. Isto é feito

superpondo-se todos os elementos que compdem a estrutura, ou seja

& (x N =alr) o (Kl =(r}, 220

onde

[K] € a matriz de rigidez global da estrutura, isto é, uma matriz que engloba

todas as matrizes elementares,

{u} é o0 vetor deslocamentos nodais da estrutura,

{F} € 0 vetor de carregamentos nodais da estrutura.

A seguir € mostrado como sdo obtidas as matrizes e vetores globais, que
representam toda a estrutura.
Voltando agora a barra, que foi divida em trés elementos, numera-se todos 0s

elementos e nos da estrutura. A estrutura portanto tera quatro nos (figura 2.6).

1
@ d

@ @
1 2 3

RN
=

Figura 2.6: Barra discretizada em trés elementos finitos.

Observando a figura 2.6, verifica-se que o elemento 1 é composto pelos n6és 1 e 2,
o elemento 2 pelos nods 2 e 3, e o elemento 3 pelos nds 3 e 4. Esta relagdo entre nimero
do elemento e numeracao dos nds globais da-se o nome de conectividade ou incidéncia

(ver tabela 2.1).



Cap. 2 - Elementos Finitos Unidimensionais 29

Tabela 2.1: Tabela da conectividade

Elemento No 1 No 2

1 1 2
2 2 3
3 3 4

Montando a matriz de rigidez e vetor de carga para cada um dos elementos e, para
generalizar o problema, considera-se que cada um dos elementos tenha diferentes

propriedades, isto €, médulo de elasticidade E,, E,, E,; area da secao transversal 4,,
A4,, A; e comprimento L,, L,, L;. Para efeitos de demonstracdo da superposicao do

vetor carga, sera considerado que a forca distribuida é constante, isto é, g(x) =g, .

Elemento 1: composto pelos nés 1 e 2.

Matriz de rigidez e vetor de carga do elemento, associados aos graus de liberdade

u, eu,

u; u iFIij :qO_L1+R1:‘I

51 - 1w Fli={"1y=1 2 ; (2.21)
n_E4¢ I [ Gy =i y
IR0 - T
L, &1 It S R

Onde R; é areacéo na diregdo x, devido a restricdo no no 1, e também desconhecia a

priori.

Elemento 2: composto pelos nos 2 e 3.

Matriz de rigidez e vetor de carga do elemento, associados aos graus de liberdade

u, eu,
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w e L0
Z N ] u |1 I

7] - E 4,61 1w, {F’] =1y ,'q2L y (2.22)
= q,L,?
L, &1 It LN |Io

Elemento 3: composto pelos nés 3 e 4.

Matriz de rigidez e vetor de carga do elemento, associados aos graus de liberdade

u, eu,

u; u, 3. I 4ols U
E A ] It {FS’} I,FI l,'l I 2 | (2 23)
el -luu, =iy Tl y :
[K ] e€; ;U 115 [v) i doLs y pi
&1 ui, T 2 b

2.2 OBTENGAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ E VETOR DE CARGA GLOBAIS

A matriz de rigidez global [K] e do vetor de carga global {F} da estrutura séao

obtidos a partir da superposicdo das matrizes e vetores elementares, criando-se uma
matriz (ou vetor) que englobe todas as matrizes elementares. Os efeitos dos graus de

liberdade coincidentes séo “somados”, da seguinte forma

é E, 4, E,A, 0

L, L ’ -

e ! u

e B4 Ed  EA _E,4, )

é L L L L u
Kl=a ! ? ? ] (2.24)
[x] g 0 E,A E,d,  E4; E3A3H

é LZ LZ L3 L3 l;'

g ) 0 _ E;4, E, A, 3

e L; Ly g

o vetor de deslocamentos globais € dado por
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[RZV
I 1
U,
{up =iy (2.25)
fu, b
e o vetor de carga global
I dols + R, u
N | |
lF; L -:F2::: 'tl'qoLlJ’qOLZ:i:
(Fy=iy=1"2""Tg=t 2 2 y. (2.26)

i

By W R

ieh | A b ;.;
b %%+P|

|
%2 b

Note que a matriz de rigidez global (2.24) é simétrica e apresenta valores ndo nulos
somente na diagonal principal e nas diagonais adjacentes, caracterizando a chamada
matriz banda. Em programas de elementos finitos, dependendo do tipo de solucéo, estas
propriedades diminuem o espaco de armazenamento da matriz. Por exemplo, pode-se
armazenar somente os elementos da matriz que estiverem na semi-banda superior (ou

inferior), conforme representa a figura 2.7, onde na primeira coluna € armazenada a

diagonal principal.

&a e 0 Ou 4 el
é a U
& b/ Dg,eb Ja
éO f C gl] I'ed gl;I
é u u
& 0 g dg gd 0q

Figura 2.7: Representagdo do armazenamento em banda de uma matriz simétrica.

Considerando os trés elementos finitos do mesmo tamanho: L, =L, =L, =L,
mesma area de sec¢ao transversal, 4, = 4, = 4, = A e mesmo modulo de elasticidade,

E, =FE, =FE, = FE, tem-se o seguinte sistema linear a ser resolvido:
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) - iqoL U

¢ -1 0 vuug (R

e . L
EAzx1 2 -1 0 ju L
Edg a1 @ ;’, (2.27)
Leo -1 2 -IGusi ¢ qoL 3

e u- . L .

g0 0 -1 [Igtup T9L | pl

T2 b

O sistema de equacdes acima ainda nao pode ser solucionado pois a matriz de

rigidez é singular. Para se poder obter uma solucéo é necessario impor as condi¢cées de

contorno, isto é, impor ao modelo sua vinculacdo (suportes). Caso o numero de

vinculagbes seja insuficiente, a matriz continuard sendo singular. Fisicamente isto indica

gue algum movimento de corpo rigido ainda é possivel. Sem vinculacdes suficientes a

estrutura pode assumir infinitas configuracdes, ndo sendo possivel obter uma Unica

solucgao.
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2.3 IMPOSIGAO DAS CONDIGOES DE CONTORNO

Para o exemplo da figura 2.6, tem-se, como Unica vinculacdo, o deslocamento nulo

donéd 1, ou seja:

e o sistema linear da expressao (2.27) pode ser reescrito como

¢ 0 0 Ouuwg 10U
EAD 2 -1 0%ut | D Ly
E4¢ a“=t . (2.29)
L& -1 2 -lGuy § L 2

& 0 -1 ldup TP

onde a primeira equacéo de (2.29) foi eliminada, sendo substituida pela equacéo u, =0,

e como sabe-se que o deslocamento no né 1 é nulo, eliminou-o das outras equacdes. Ao
invés de se resolver o sistema de 4 equacdes a 4 incognitas (2.29), pode-se agora

resolver o seguinte sistema de 3 equacdes a 3 incognitas:

i U

€2 -1 Ouwl j qoL j
EAa a i1 ,

el 2 -Ijusy=i qpL y . (2.30)
L € G55y wl

go -1 1 H|lu4b +P'b

No caso de se ter um valor de variavel prescrita (deslocamento) u; diferente de
zero, ou seja u, =u, (comum em problema de distribuicdo de temperatura, onde tem-se

temperaturas prescritas diferentes de zero), a imposicdo desta restricdo € feita da

seguinte forma:
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1 E4A _ 0
e 0 0 Ouuwu I g
A Zan . I I
EAD 2 -1 0%ud yor+Pa
=£e U y=i 0 i Iy . (2.31)
L& -1 2 1%usi gL 7
e | .
: 0 -1 1{tu ' L !
& at 4b i 49 +P
2 ,o
Assim, de uma forma geral, quando se tem o sistema de equacdes
ék]] k12 k]i k]n LTI u]u iF'Iu
a G iT T
ék21 k22 k2i an UI u2 | | F2 |
e : PUrcT T (2.32)
e u y=i_y .
éku kiZ kii km ur Ui Fz 1
é . u.l. : .I. .I. . .I.
a Gt
éknl kn2 km' knn GT un p TFn p
com vinculacao u, = u,, 0 sistema acima pode ser escrito como
?C[] k12 0 k]nl;liulu iF]‘k]l-Z/TiU
a Gi i e
é/fzz k) 0 kzna[“z',' T F, - k2i”i'|'
e : LR [
é a y=i _ oy . (2.33)
a0 0 1 0 Git:ii W,
- S A S
e u 1l _
dcnl an 0 knnmunb TFn_ km'uib

A forma de imposicao das condi¢Bes de contorno mostrada acima é uma, dentre

as varias existentes.
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2.4 RESOLUGCAO DO SISTEMA ALGEBRICO LINEAR E DETERMINAGAO DOS
DESLOCAMENTOS NODAIS

Apos feita a imposicéo das condi¢gBes de contorno, resolve-se, por algum método
numeéerico, o sistema linear de equacdes, obtendo-se assim os deslocamentos nodais.

Dentre os métodos de solucdo de sistema de equacbes lineares podemos
destacar os métodos diretos da eliminacdo de Gauss, decomposicado LU, decomposicéo
de Cholesky, método de solucéo frontal (wavefront), e os métodos iterativos de Gauss-
Seidel, Jacobi, IOR, Gradiente Otimizado (Steepest Descent), Gradientes Conjugados,
entre outros. Cada um desses métodos tem vantagens e desvantagens, dependendo do
tipo de matriz obtida (simétrica, ndo-simétrica, positiva definida, matriz banda, matriz
esparsa, condicionamento, etc), da disponibilidade de memdéria do computador, precisao
de resultados e tempo necessario para obtencéo da solucao

Como para o problema estudado o sistema de equacOes possui pequena
dimensao, representado pelas expressodes (2.29) ou (2.30), pode-se resolvé-lo facilimente,

obtendo-se os seguintes resultados:

u; =0
Sl PL
2 EA EA
uy = 20l dgp7 , 2PL (2.34)
EA  EA
_9ql’  3PL
2 EA  EA’

A solucéo analitica para este problema € dada por

20 ae 29
)=t gm0 X P @ F, v Q Py (2.35)
0 o) ™ " EA 25 EA Ed 25 kA

que, nas posi¢cdes correspondentes aos nos, tem-se 0s mesmos valores obtidos pela

solucdo numérica (2.34).
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A coincidéncia de resultados entre a solucdo numérica e a solugdo exata, nos
pontos nodais, ocorre apenas para problemas simples e, como ja mencionado, na
maioria dos casos ndo se tem uma solucdo analitica para comparacdo de resultados.
Nesses casos a qualidade da solu¢cdo numérica obtida é analisada de outras formas,
utilizando-se estimadores de erros (Szabé & Babuska, 1991; Zienkiewicz & Zhu, 1987).

Substituindo em (2.34) os seguintes valores numéricos:

L; =900mm

q, =6.5N/mm

P=6750N (2.36)
E=2.1x10" MPa

A=150mm°,

obtém-se os valores de deslocamento nos pontos nodais:

u, =0

u, =0.1107 Imm
u, =0.20286mm
u, =0.27643mm

(2.37)

Graficamente, as duas solugdes podem ser visualizadas na figura 2.8

1.60 —

1.20 —

0.80 —|

Deslocamento u [mm]

0.40 —

Solugdo exata

------- @ - Solugio numérica aproximada

I ' I ' I
0 300 600 900
Posi¢do x [mm]

Figura 2.8: Solugéo exata e solugéo através do MEF.
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Note que a solucdo analitica € um polinbmio de segundo grau (parabola), enquanto a
solucédo numérica (MEF) é linear, dentro de cada elemento, devido a escolha do tipo das
funcbes de interpolacdo. Se fossem utilizadas fungdes de interpolacdo de ordem maior,
um polinbmio quadratico ou cubico, a solucdo numérica e a solugdo exata seriam
coincidentes ao longo de toda a barra. Note também que, se o carregamento distribuido

constante ¢, for nulo, a solu¢do numérica e a solucédo analitica s&o coincidentes ao longo

de toda a barra, e ndo somente nos pontos nodais. Isto era de se esperar, pois a solugéo

analitica é linear e as funcdes de interpolacédo utilizadas também séo lineares.

2.5 CALCULO DE DEFORMAGOES E TENSOES (QUANTIDADES DERIVADAS)

Analisar-se-4 agora as derivadas da funcdo aproximada u(x) e da solucdo
analitica u(x). Essas derivadas estao associadas as deformacgdes, e consequentemente

as tensdes. Para uma barra submetida a um esforco normal, a deformagéo normal e, é

dada por
du
e =— 2.38
S (2.38)
e a tensdo normal, utilizando a Lei de Hooke
s =Fe_. (2.39)

Para a solugdo via elementos finitos, uma vez calculados os deslocamentos
nodais, basta calcular, para cada elemento finito, a deformacéo e,, dada pela derivada
du
dx

Como os deslocamentos sao dados por

Uu(x)=N;u;+N,u, :§-£9u1+£u2 (2.39)
e Lo L
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A deformacédo no elemento é dada por:

_dl//\[ d, Xﬁ X l] uz'u]

_ -a A9 A, = 2.40
Y dx dxg% Lg' L L (2.40)
E a tensdo no elemento fica:
sx:Eex:E%, (2.41)

onde u; e u, s&o os deslocamentos nodais do elemento.

A derivada da solucéo (deformacéo e tenséo) via MEF é continua apenas ao longo

do elemento finito, possuindo descontinuidades nos pontos nodais

A derivada da solucao analitica (equacéo 2.35) é dada por

du _ q, P 90 P
e = _do p _ge 2o sp o e 2.42
L A=yl R =y (2:42)
e atensao
_ _ 40 P
s =rme =20031 - )+L 2.43
x x A( ) y (2.43)

A figura 2.9 mostra, graficamente, para os valores numéricos utilizados na
expressao (2.36) a derivada da solugcdo analitica e da solucdo numérica, sendo esta

ultima constante ao longo de um elemento finito.
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0.00035 —

e
S
3 ]
Y Y YOO
I§ 0.00030 —
S Deformagdo (derivada du/dx)
>
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0.00025 Solugdo exata | @ DN 'Y
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0.00020 T I T I T ]
0 300 600 900
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Figura 2.9: Derivada da solugdo exata e da solugdo via MEF.

Note que na interface entre os elementos finitos as deformagbes, e
consequentemente as tensdes, sdo descontinuas. Para obtencdo das tensdes nesses
pontos, varias técnicas podem ser utilizadas Cook, Malkus & Plesha, 1989; Hinton &
Campbell, 1974), sendo a mais simples a média ponderada entre os valores na
descontinuidade. Essa descontinuidade das derivadas acontece devido a escolha das
funcdes de interpolacéo, que sdo da classe C’ (C zero), isto é, apenas a derivada de

ordem zero, ou seja, a propria funcdo de interesse é continua ao longo de todo o corpo.

Se fossem utilizadas fungdes de interpolagdo da classe C’ (C um), como por exemplo 0s
polinbmios de Hermite (Ziekiewicz & Taylor, 1991), ndo s6 a funcdo seria continua, como
também sua derivada primeira, mas em contrapartida teria-se mais graus de liberdade, e
o sistema linear a ser resolvido seria de maior ordem. Certos tipos de problemas, como
por exemplo na modelagem de vigas utilizando a teoria classica (viga de Euler-Bernoulli),
exige-se, para se ter uma adequada convergéncia, a escolha de funcdes da classe C’.
Esta exigéncia do grau de continuidade esta associada com a ordem do operador
diferencial da equacao que rege o problema. Se o operador for de ordem 2m, exige-se,
pelo menos, fungdes de continuidade C”' (Cook, Malkus & Plesha, 1988).

As afirmacdes acima sobre a continuidade das variaveis de interesse, suas
derivadas e das fung¢des de interpolacao requeridas, sdo validas para os chamados

elementos finitos baseados em campos de deslocamentos, isto €, onde somente as
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variaveis primais sdo aproximadas (deslocamentos na mecanica dos soélidos,
temperatura em problemas de conducéo de calor, campo eletromagnético em problemas
de eletromagnetismo, etc.). Para outros tipos de formulagdes, tais como as formulacdes
hibridas e mistas, as afirmacfes ndo séo validas. Formulacdes de elementos hibridos e
mistos fogem ao escopo deste texto. Detalhes sobre tais elementos podem ser
encontrados em Pian & Tong (1987).

Fazendo uma analise para o caso de g, =0, tem-se que a derivada da solugéo

analitica e da solucdo numérica sdo coincidentes, sendo constante ao longo de todo o
comprimento da barra (figura 2.10). Obviamente para a variavel primal, deslocamento u,

as solucdes também sao coincidentes ao longo de todo o corpo.

0.00024 —

0.00023 —]

£
N
3 _
0.00022
S
S
S » ° e °
5
S  0.00021 —
5}
0.00020 —
0.00019 T I T I T |
0 300 600 900

Posi¢do x [mm]

Figura 2.10: Coincidéncia entre a derivada da solugdo exata e a derivada da solucdo numérica para o

caso do carregamento distribuido ¢, . ser nulo.
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2.6 CALCULO DAS REAGOES

Voltando ao sistema de equacdes antes da imposicéo das condi¢cdes de contorno,

expressao (2.27), tinha-se

) .. IgoL v

61 -1 0 0umu 5+ Ry

é G I i
EAZ1 2 -1 0guy 1 gL 1
L ?0 -1 2 ]l'JI-Mg-I- i C]OL i
é g - I .
éO 0o -1 1 l’ju4b I q0_+P'I_

i 2

Como ja foram determinados os deslocamentos nodais, pode-se utilizar a primeira

equacao para a determinacdo da reagéo R;:

%M] +E—£41/l2 + 0143 +0Ll4 = % +R] (245)

De (2.34) tem-se que

2
L PL
uIZO e uz:iqo_-f-

= (2.46)
2 EA EA

Assim, R; =-3qy) L- P que € o mesmo resultado obtido por equilibrio (verifique!).

Portanto, para se obter as reagbOes, primeiramente determinam-se o0s
deslocamentos nodais, e em posse deles, retorna-se ao sistema de equacdes original

(antes da imposicao das condi¢des de contorno).
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Exercicio

Seja a barra escalona mostrada abaixo, com sec¢fes transversais circulares de
10 mm e 6 mm de diametro, e médulo de elasticidade E =7x10?MPa. Calcule as

tensdes nas barras e as reacdes utilizando elementos finitos.

8 kN =<

200 mm 150 mm

-

2.7 CONDUGAO DE CALOR UNIDIMENSIONAL EM REGIME PERMANENTE

O problema de conducédo de calor unidimensional, com area A e condutividade

térmica k constantes, em regime permanente, é regido pela seguinte equacao diferencial

d’T(x)
dx’

k +0(x)=0, (2.47)

sendo Q(x) afonte interna de calor por unidade de volume.
Note que a equacéo diferencial (2.47) € da mesma forma que a equacéo da barra
(2.1a) e, portanto, para um elemento, utilizando fungbes de interpolacdo lineares, a

equacao de elementos finitos é dada por

i
. «— .. L - —=r < ..
él -IluT;u [ I 1]
LS o ":c‘}% LA o e+ | IRIY (2.48)
Legl IU|T2%; o1 &0 4 19R2
i L8

onde 7, e T, sdo as temperaturas nos pontos nodais do elemento, e ¢, esta associado

com o fluxo de calor no contorno. O exemplo a seguir ilustra um problema de conducéo

unidimensional solucionado pelo MEF.
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Exemplo:
Usando cinco elementos finitos, resolva o problema de distribuicdo de

temperaturas no solido apresentado na figura abaixo:

Ambiente 1 Ambiente 2

h, = 2000 W/(m’ K) h,= 5000 W/(m’K)

— o]
T®= 100 °C L»=50"C

0.1 m

k =250 W/(m K)
Figura 2.11: Problema de distribui¢do de temperaturas.

Divide-se o corpo em cinco elementos finitos de mesmo comprimento, conforme

figura 2.12

1.2 3 4 5 6 (nos)
]:|'> oo 0o 0o -~
x —
0.1m
0.1m

Figura 2.12: Discretizagdo do problema em cinco elementos finitos.
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O modelo de elementos finitos possui 5 elementos e 6 ndés, sendo sua

conectividade dada na tabela 2.2:

Tabela 2.2: Conectividade para o modelo de elementos finitos da figura 2.12.

Elemento No 1 No 2
1 1 2
2 2 3
3 3 4
4 4 5
5 5 6

A equacao de elementos finitos para cada elemento pode ser obtida a partir de

(2.48), sendo Q(x)=0, pois ndo ha fonte interna de calor. Como o tamanho dos

elementos € igual, a matriz de rigidez elementar, para os cinco elementos, toma a mesma

forma

kel -0 61 -1y
(k7] ="¢& q= 125008 Q- (2.49)

Fazendo-se a superposicado para todos os elementos finitos, da mesma forma que foi
feito para o problema da barra, tem-se o0 seguinte sistema global, antes de serem

impostas as condi¢des de contorno

6l -1 0 0 0 0UTLU lqy

S1 2 -1 0 0 031l lg.

0 * K ¥
125008 0oy=i oy (2.50)
e 0 o b2 m b 0h idad
€0 0 0 -1 2 -IUT;1 gl
u 1oLl
g0 0 0 0 -1 ]gTéb tdrsp

Na posicdo x =0 (ndé 1), e na posicao x = (0.1, o fluxo de calor € dado através da

condicao de conveccao:
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Gu =h (T - T,)= 200000 - 20007,
Qo =h (T - T, )=250000 - 50007, (2.51)

Os outros valores de ¢, s&o todos nulos, pois o calor que sai de um elemento é o

mesmo que entra no elemento adjacente. Introduzindo (2.48) em (2.47) obtém-se

612500 -12500 0 0 0 0 UTu 1200000 - 20007, i
2 12500 25000 -12500 0 0 0 GTi 1 0 :
& 0 -12500 25000 -12500 0 0 GTi i 0 i
S 0 0 -12500 25000 -12500 0 ST q 0 Y
e o 0 0 -12500 25000 -12500U T i 0 i
g 0 0 0 0 -12500 12500 GT,p 1250000~ 5000T,p

(2.52)

Rearranjando de modo que o vetor independente ndo tenha variaveis

temperaturas, tem-se

614500 -12500 0 0 0 0 GT0 12000000
g- 12500 25000 -12500 0 0 0 3 Ti + 0 4
e 0 -12500 25000 -12500 0 0 UrTi i 0 7 (2.53)
s 0 0 -12500 25000 -12500 0 gGT] i o0 { |
e o 0 0 12500 25000 -125004TT T ¢ 1
e ul | | |
& 0 0 0 0 -12500 17500 G T,p 1250000p
A solucgéo analitica para este problema € dada por
x/L)+(1/h
T(x)=T*-(T'-T)) Ly/) * (ifh) : (2.54)
(1/m,) +(1/n,) +(L/k)

Para a posicao dos pontos nodais, a solucdo analitica (2.54) e a solu¢cao numérica

do sistema linear (2.53) coincidem, dando os seguintes resultados:
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T, =77.273
T, =73.636
T, =70.000
(2.55)
T, =66.364
T, =62.727
T, =59.091

Para este problema, a coincidéncia de resultados ndao se da somente na variavel primal
(7), mas também nas suas derivadas. Esta coincidéncia entre as solucdes era de se
esperar, pois como a fonte interna de calor € nula (Q =0), a solucdo analitica € uma
equacéo linear, e as fungbes de interpolacdo utilizadas na aproximagéo via elementos
finitos também séo lineares, similar ao caso da barra, quando o carregamento distribuido

q, € nulo As derivadas de T em relagdo a x agora estdo associadas ao fluxo de calor

dT
=-k=—).
(q dx)

Exercicio
Dado o sélido da figura abaixo, formado por dois materiais, A e B, com geragao
interna de calor. Calcule as temperaturas no centro dos materiais, e o fluxo total de calor

gue sai pelo lado direito da parede. Despreze a resisténcia de contato.

0.1m?2
Parede isolada
4| B T, =50° C
L kg =175W/m°C
|20m 5cm kB :35 W/mOC
|

g =500 kw/m3
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2.8 FORMULAGAO DE ELEMENTOS FINITOS UTILIZANDO O PRINCIPIO DA
MINIMA ENERGIA POTENCIAL (generalizagdo do Método de Rayleigh Ritz)

O Método dos Elementos Finitos pode ser definido como a aplicagdo do método
de Rayleigh-Ritz em sub-regifes do dominio, os elementos finitos, onde os coeficientes a
determinar s&o os graus de liberdade (deslocamentos, temperatura, etc).

Na mecénica dos solidos a energia potencial total p , para um sélido elastico-

linear, em notacao indicial, € expressa por

1 N N

onde S; sdo as componentes de tenséo, €, as componentes de deformacgao, b, as

forcas de corpo, ¢; as forgas de superficie, u; os deslocamentos, W o dominio de

interesse, e G o contorno do dominio de interesse.
Para o problema da barra, tem-se um estado uniaxial de tensdes, isto €, apenas a
tensdo normal ao longo do eixo da barra é diferente de zero. E a expressado da energia

potencial total fica

1
== (5 &, dW- (JudW- §udG . 2.57
P 2VS§H V(ij gu (2.57)

Utilizando a Lei de Hooke

s, =EFe, (2.58)

tem-se

] \ 2 N\ \
=—fe dW- cbudW - dG . 2.59
P 2chﬁx a g (2.59)

w G
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d . : .
Mas como e, = d_u (elasticidade linear), e ¢ sendo uma forca de corpo por unidade de
X

comprimento, entdo

L
dW - Ozudx GudG (2.60)
G

aeiuo
edxz

=5

A partir da expresséo (2.60) aplica-se o Método de Rayleigh-Ritz a um elemento
do dominio, onde as variaveis a serem determinadas sdo os graus de liberdade nodais.
Como no método de Rayleigh-Ritz a funcdo aproximada deve satisfazer as condi¢des de
contorno cinematicas, para um elemento esta condicao é representada pelo fato de que
nos pontos nodais o valor da fungéo aproximada devera ser igual ao valor do préprio grau
de liberdade nodal, de modo a ter-se continuidade entre os elementos. Assim, para um

elemento finito de comprimento L e de area 4, tem-se

p—— A — dx udx- cfudx. (2.61)
OOE Cir o Cﬂ O

Aproximando-se o deslocamento u através de funcdes lineares, com dois nds por

elemento, como j& feito anteriormente na utilizacdo do Método de Galerkin, ou seja
2
~ ~ o]
u(x):gl-—+u1+—u2 ou u(x)=g N.(x)u, (2.62)
i=1
N, =1- e N,=—, (2.63)

a derivada da funcdo aproximada i (x ) em relacéo ax fica sendo
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di _ MM (2.64)
dx L L
A energia potencial total, agora aproximada p ,, toma a forma
..2
——O‘EAQ—— dx - Ozifdx- i dx . (2.65)

edx @ s

Substituindo (2.64) em (2.65), e verificando que as for¢as de superficie estdo associadas

a forcas no contorno do elemento, ou seja, forcas aplicadas nos nés, tem-se

Oi_(% -u ) dx - Oz(x)g- —9u +£u29dx Pu,-Pu, . (2.66)

L' L °og

t\)IN

Em notacdo matricial (2.66) toma a forma

S

| xU
I (EAE1 -1y )
pa:E[u] uz]?L_Zé'] lé iZI\; [ul uZ] O ZQ(x)dx [ul “2]' 2%
T L

(2.67)

Aplica-se agora o Principio da Minima Energia Potencial (PMEP), que diz:
Dentre todas as equacgoes de deslocamentos que satisfazem a
compatibilidade interna e as condi¢oes de contorno em um sistema estavel,
aquelas que também satisfazem as equagoes de equilibrio fazem da

energia potencial um minimo.

Em termos matematicos, o PMEP é expresso por dp, =0, ou ﬂp—“: 0, pois as

Tlu,

incégnitas (coeficientes, no Método de Rayleigh-Ritz) sdo os graus de liberdade nodais.

Assim
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L

L
Tp, _ \EA JEA x0 _
V— OOL—ZdXHI - UOL—deuz - ;ﬁ' zéCIdX' })1 =0
(2.68)
L L L
p JEA EA WX
L =- dxu, + dxu, - dx- P, =0
u, - Op G- Opa B
e a equacao de elementos finitos, em forma matricial, fica
L‘l xU
EAél -lauw, g 0" 71 1B
—é a =0 Lyqu+|' 'y, (2.69)
Legl |1 0?“2% ol X 1P
T L p

gue é a mesma obtida pelo Método dos Elementos Finitos de Galerkin.

Exercicio:

Deduzir a equacao de elementos finitos do elemento de barra através do Principio
dos Trabalhos Virtuais (PTV), utilizando func¢des de interpolagéo lineares. PTV diz que: O
trabalho virtual realizado pelas forgas internas é igual ao trabalho virtual realizado

pelas forgas externas, ou seja,

é i/‘deide = (‘j)idul.dW+ (‘jiduidG .
S W G

w

E para a obtencdo da equacdo de elementos finitos necessita-se aproximar tanto os

deslocamentos reais u, como os deslocamentos virtuais du, .
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2.9 METODO DIRETO

O método direto consiste em obter a equacdo de elementos finitos a partir dos
conceitos de equilibrio. Para elementos simples este método € uma alternativa em
relacdo a utilizacdo dos meétodos energéticos ou residuos ponderados. Mas para
elementos mais complexos sua utilizagcdo é praticamente inviavel.

Para exemplificar a utilizacdo do método direto, ele sera aplicado para a obtencao
da equacéo do elemento finito para andlise estrutural mais simples, o elemento de barra.

Analisando-se um elemento finito de barra de comprimento L, com dois nés,

atuando sobre eles as forgas F, e F,, conforme esquematiza a figura 2.13, fazendo o

equilibrio de forgas, tem-se

F+F,=0 ou F =-F, (2.70)
Fi F2
* =~
L

Figura 2.13: Forgas atuantes sobre o elemento de barra.

Como o elemento de barra esta submetido apenas a um carregamento axial, tem-

se somente a tensdo normal s  atuando ao longo da barra, e
S, = L (2.71)
4 '

onde P é o esforco normal, e 4 a area da secéo transversal do elemento. Assim, pode-

S€ escrever:
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Utilizando a lei de Hooke para o estado uniaxial de tensbes s , = Ee, , tem-se

F, =- Ede,
F, = Ede, . (2.73)

A deformagéo axial e, € dada em funcdo do deslocamento axial u(x) através de sua

derivada em relacéo a coordenada x

_ du(x)

e
* dx

(2.74)

Assumindo que a deformagéo e, é constante ao longo do elemento, pode-se escrever

e =— (2.75)

onde DL é a variagcdo do comprimento do elemento, e L o comprimento original do

elemento. DL pode ser dado em funcdo dos deslocamentos nodais u, € u,
DL =u, - u, (2.76)

e a deformacéo e, toma a forma
e =2 L (2.77)
Substituindo-se (2.77) em (2.73) tem-se

FIZ-EA
L

(up - u;)

EA
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Em notacao matricial (2.78) toma a forma:

01 F G
iy=ily, (2.79)
|

gue é a mesma equacdo ja deduzida anteriormente, através da utilizacdo de outros

métodos, para o elemento de barra.

Exercicio
Deduza, utilizando o método direto, a equacao de elementos finitos de uma barra
circular, sujeita apenas a momentos torcores nas extremidades, sendo os graus de

liberdade as rotacdes ] , e , (ver figura). A matriz de rigidez ser4 em termos de J, G e

L, sendoJ o momento polar de inércia, e G 0 modulo de elasticidade transversal.

e Y

T, .0 | L | 7,.i,

Viu-se, até o presente momento, trés maneiras de se formular um problema
através da utilizacdo do Método dos Elementos Finitos, sendo que para todas elas
seguiu-se uma metodologia similar. Assim, o Método dos Elementos Finitos pode ser

subdividido em seis pontos basicos

1. Especificacéo do tipo de aproximacéao: linear, quadratica, etc...

2. Discretizacdo do dominio em elementos finitos: localizacdo dos pontos nodais,
especificando as coordenadas, bem como a conectividade.

3. Desenvolvimento do sistema de equacdes. Utlizando o Método dos Residuos
Ponderados, Principio da Energia Potencial Estacionaria, equilibrio, ou outro principio,
obtém-se um sistema de equacfes para cada elemento (obtencdo das matrizes de
rigidez e vetores de carga para cada elemento). A partir disso, faz-se a adequada
superposicao das matrizes e vetores, obtendo-se a matriz de rigidez global, e o vetor
de cargas global.

4. Imposigéo das condi¢des de contorno na matriz de rigidez e vetor de carga global.
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5. Solucao do sistema de equacdes.

6. Célculo de outras quantidades de interesse. Essas quantidades estdo geralmente
relacionadas com as derivadas das incognitas e sdo as componentes de tensao, fluxo
de calor, velocidade de fluidos, campo elétrico, dependendo do problema que se esta

resolvendo

2.10 OBTENGAO DE FUNCOES DE INTERPOLAGAO UNIDIMENSIONAIS C’

Neste item serd mostrado como, a partir de uma aproximacao linear para a funcao

de interesse

f=a, ta,x (2.80)
obtém-se as fun¢Bes de interpolagdo lineares N,, podendo-se assim escrever f em

funcéo dos valores nodais

f=3 Nf, (2.81)

como feito nas expressodes (2.2) para o problema da barra.
No caso de utilizar-se uma aproximacao linear na forma da expresséo (2.82), o

somatorio na expresséo (2.81) vai de 1 a 2, sendo as fungdes de interpolagdo N, e N,

dadas, como ja visto anteriormente, por
e N,=—. (2.82)

O método aqui apresentado, apesar de ser aplicado para a obtengéo de funcbes
de interpolacéo lineares, pode ser aplicado a fun¢des de ordem mais alta, e até mesmo a

elementos bidimensionais e tridimensionais.
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Para as coordenadas nodais, f deve apresentar os valores nodais, ou seja, para

x=0 f =f, eparax=L f =f,. Assim, tem-se

a,ta,0=f1,

a, +ta, L=1,. (2.83)

Em forma matricial (2.83) pode ser escrito como

e Odau_1f, _
g Y7Ly o [A]{a} ={f} (2.84)
onde
=g |
& Ly
la,l
=7 Y e
=l

Pré multiplicando (2.84) pela inversa da matriz [ 4] ([ 4] ") obtém-se:

[A]"[Al{a} =[4] "{f} ou {a} =[4]'{F}. (2.85)
[A] " é facilmente obtida, resultando em

1 0 u

v _e )
[ 4] “& o Ll (2.86)

e os coeficientes a; sdo expressos em funcéo dos valores nodais, que a partir de agora

sao as incognitas. Assim,
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fa,i_é 1 0uf,i
i =a i
ta.b &1L 1LY,
ou
] ]
a, =f, e az:-—f,+f2

ou

(2.87)

(2.88)

Note que (2.88) esta escrita na forma da expressdo (2.81), onde as funcdes de

interpolacdo sdo exatamente aquelas expressas em (2.82).

A representacédo gréafica das funcdes de interpolacao lineares unidimensionais pode ser

visualizada na figura 2.14. Note que N, € unitaria no né i, e nula no no j, e vice-versa para

a funcao de interpolacdo N ;. Para polindmios interpoladores de maior ordem acontece o

mesmo, isto &, a fungédo N, € unitaria na posicéo nodal correspondente ao né i e nula nos

demais nés do elemento. A figura 2.15 representa a interpolacéo linear da variavel f

através de funcdes de interpolacao lineares (equacéo 2.88).

Ni

Rl

X
N
>

-
N~

&

-

JL\;‘ |

Figura 2.14: Fungées de interpolagéo lineares unidimensionais.
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f=a,+a,x

\ -

Figura 2.15: Variagéo linear da variavel T .

Da mesma forma como foram obtidas as funcdes de interpolacao lineares, pode-
se obter funcdes de ordem maior. Por exemplo, para fungbes de interpolacdo quadraticas
faz-se

~

f =a, +a,x+a,x’ (2.89)
1 2 3

e, para as posicdes nodais x,, x, e x, (0 elemento quadratico possui 3 nés), f assume

os valores nodais, isto €,

f(x,)=f,
f(x,)=f, (2.90)
frx,)=f,

e, a partir disto, procede-se da mesma forma como feito para as funcdes de interpolagéo

lineares, obtendo-se os valores dos coeficientes a,, a, e a, em fungdo dos valores

nodaisf ,,f , ef ..

Uma forma geral de obtencdo de funcbes de interpolacdo polinomiais de
continuidade C’ é através da formula de interpolacéo de Lagrange. Para um elemento de
n nos, ou seja, polindmio interpolador de grau n-1, a funcdo de interpolacdo associada ao
né i € dada por

Mzégf ;. (2.91)
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Assim, por exemplo, um elemento quadratico (grau 2) tera 3 nos, e consequentemente 3
funcdes de interpolacao, dadas por

N1 — (xz' x)(xs' x)
(xz' .X])(Xj,' XJ)
(x, - x)(x3 - x)
(‘xl - xz)(x3 - xz)
N. = (x, - x)(xz' )C)

’ (xl - x3)(xz - x3) .

, =

(2.92)

Graficamente as funcbes de interpolacdo quadraticas podem ser visualizadas na figura
2.16. A figura 2.17 representa a interpolacdo quadratica da variavel f .

N, 1 N

X X3 X2 0 | |

x\_/x 3 X3

N;

X X3 X2

Figura 2.16: Fungées de interpolagédo quadraticas unidimensionais.
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f=a +ax+a;x?

P

f

| |
X1 X3 X2
Figura 2.17: Variagéo quadratica da variavel T .

Como a expresséo (2.88) € uma expressao geral, as funcdes lineares também
podem ser obtidas a partir dela. Para este caso n=2, assim

X, - X X- X
N === e N,=—L—= ! (2.93)
X, = X, X=X X, = X,

Sem perda de generalidade, pode-se fazer x, =0 e x, = L, e assim (2.93) toma a forma

da expresséo (2.82).

Algumas caracteristicas podem ser notadas nas funcbes de interpolacao
unidimensionais de continuidade C’:

1. A funcéo de interpolagcéo N, € igual a 1 no no i, e zero nos demais nés do

elemento;

2. a soma de todas as funcdes de interpolacdo do elemento € igual a /; (Explique
por qué.)

3. a soma das derivadas de todas as fungbes de interpolacdo do elemento, em
relacdo ax, é igual a zero (consequéncia Obvia, a partir de 2).

Exercicio

Mostre que a matriz de rigidez para o elemento de barra, utilizando funcdes de

interpolacdo quadréticas (expressdes 2.92), e para os trés nds igualmente espacados, é

dada por
EAé7 I -8u
E] _ é _ou
[K*]=57el 7 -8

g8 -8 16§
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2.11 TRANSFORMAGAO DE COORDENADAS PARA O ELEMENTO DE BARRA

Nas deducgbes da matriz de rigidez e vetor de carga do elemento de barra, ele
estava referenciado em relacdo a um sistema com eixo coordenado (x) alinhado com o
seu eixo axial (figura 2.2). No caso de nédo se ter esta situacdo, necessita-se fazer uma
transformacéo de coordenadas. Com esta transformacdo tem-se a possibilidade de
modelar trelicas planas, pois estas tem a caracteristica de seus membros sofrerem
apenas tracdo ou compressao.

A figura 2.18 apresenta o elemento finito em um sistema cujos eixos coordenados
nao estdo alinhados com seu eixo axial. Na figura 2.18(a) sdo apresentados os graus de
liberdade do elemento. Note que o elemento ndo alinhado, apesar de possuir um grau de

liberdade por no (u,), com direcdo coincidente com seu eixo centroidal, possuira dois

graus de liberdade por n6 em relacao ao sistema de coordenadas global (figura 2.18(b)),

provenientes da decomposicao daquele grau de liberdade nos eixos globais x e y.

(@) (b)

Figura 2.18: Elemento de barra rotacionado em relagéo ao sistema de coordenadas global x-y.

Sendo u o deslocamento ao longo do elemento, u 0 deslocamento ao longo do

eixo x, e v 0 deslocamento ao longo do eixo y,

u=ucosq+vsenq. (2.94)
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A partir dessa decomposicdo, pode-se escrever as relacdes entre o0s

deslocamentos nodais e suas componentes nas dire¢des x € y, Como

Tu, 0
s — . N
14,0 écosq sen( 0 0 uiv,] _
[_'y=¢ qi 'y ou {a@} =[T}{«} (2.95)
14U, g 0 0 cos q senqQyu,j
fv.p
onde
y w0 .
{@} ={_'y & o vetor deslocamentos no sistema local
U,
Tu U
i
{u} =1 'y € o vetor deslocamentos no sistema global x-y
u .
i U2y
tv.p
) écos sen 0 0 u
e [T] € a matriz de transformacao dada por [T] =8 a a g -
g 0 0 cosqQ senqy

Uma forca P ao longo do elemento (mesma direcdo de ) pode ser decomposta

em componentes nas direcbes x e y
P.=Pcosq e P =Psenq, (2.96)

e assim, a relacdo entre as forcas nodais e suas componentes nas direcdes x e y,

atuantes nos dois noés do elemento, é escrita como

1P, 0 éosq 0 u
| 1 é G = .
1Pyt _ e 0 AU ([ D

=€ U ! ou P} =[r|'{P 2.97
:sz?’eo COSqH:\ZfV) {}[]{} (2.97)
fP2p &0  semg

onde
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— 1P
{P} =i }_)IFV) € 0 vetor carregamento nodal no sistema local
[RE
15,0
Ipl
_|, sl .
{P} =Ip Y € 0 vetor carregamento no sistema global x-y
I 2]
tF:hb
écosq 0 U
é a
r ) . r asenq (>
e [T] éatransposta da matriz de transformagéo [T] dadapor [T] =€ u.
e o cosq U
e A
g 0 senqy

Inserindo as relacdes (2.95) e (2.97) na equacéo de elementos finitos do elemento

de barra, agora expressa em termos de u, e u,, Ou seja,

W7o 1PU
e aty=i0y, (2.98)
L &l IUT%E; [RE
e pré multiplicando por [7]" obtém-se
é&osq 0 u lu, 0 12,0
g 0 GEAEl -lugwq senq 0 0 afvl {PL
&0 cosqu L §1 140 0 cosq sendfjui P
g 0 senqy tv.b fPﬂb
(2.99)
ou,
[K]{u} =[P]. (2.100)

onde [K] € a matriz de rigidez do elemento de barra, expressa no sistema de

coordenadas global x-y, e dada por
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é cos’q  cosQsen( - cos’ q - cos g sen qU
e 2 2 u
g EA 5 sen” - sen (cosq -sen” (
K|=|T| |K|T]=—¢ g,
[ ] [ ] [ ][ ] L Simé trica cos’ q cos Qsenq U
é , a
é sen~q
(2.101)

sendo [I?] a matriz de rigidez do elemento de barra no sistema local.

A equacdo (2.100) (ou (2.99)) € a equacao para o elemento de barra em relacédo a
um sistema de coordenadas x-y, para 0 caso geral em que seu eixo centroidal esta
inclinado em relagdo ao eixox de um angulo q.

A forca axial ao longo de cada membro pode ser obtida a partir dos
deslocamentos no sistema de coordenadas local (equacédo (2.98)). Inserindo (2.95) em
(2.98) pode-se obter as forgas axiais nos membros em fungéo dos deslocamentos nodais

no sistema x-y, que foram obtidos diretamente da resolucéo do sistema linear (2.100):

iy

. AEél - 1i 1PU_AEE] -Itcosq send 0 0 v,|
Pl =7¢, JHT]{"} U IEVETE, By R
e u i £ € 0e cosqQ  sen(qy u,j

fv.p

(2.102)

Desenvolvendo as multiplicacdes matriciais da expressao (2.100) tem-se

f’l = ﬂ (u1 - uz)cosq +(v1 - vz)senq]
L (2.103)

— AE
P = s (u, - uz)cosq - (v, - vz)senq]
Note que _1 =- 172 e assim, apenas uma das equacodes (2.103) necessita ser calculada.

Geralmente ¢ escolhida a forca associada ao n6 2, P,, pois pode ser interpretado que o
membro esta sob tracéo, se for positiva, e sob compress&o se for negativa. A partir de P,
pode-se também calcular a tensdo normal de cada elemento, apenas dividindo-se P,

pela area correspondente.

s = (2.104)

x|l
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Para montar a matriz de rigidez necessita-se das propriedades E e A de cada
elemento, do comprimento L, e do angulo q, sendo que estes dois ultimos dados
geralmente n&o séo fornecidos diretamente. Pode-se calcular o comprimento L, o coseno

e 0 seno do angulo q para cada elemento a partir de suas coordenadas nodais, ou seja,

L :W/(xz - X1)2 +(yz - y1)2

cosq =% e senq =% (2.105)

onde (x,,y,) séo as coordenadas do primeiro n6 do elemento, e (x,, y, ) do segundo n6

do elemento.

Exercicio
Dada a estrutura apresentada na figura 2.19, calcular o deslocamento no ponto 4,
as forcas axiais, e as tensfes normais em cada membro, utilizando o MEF. A area de

cada membro esta mostrada na figura, e os dois membros sdo de aco, cujo médulo de

elasticidade E € igual a 2.0 X 10° MPa . (Utilizar unidades compativeis!)

80 cm

, 2
darea = 6 cm

2

I darea =2 cm

60 cm
|

Figura 2.19: Treliga plana a ser resolvida pelo MEF

30°y F =4000 kgf




Referéncias Bibliograficas

1. Bassanezi & Ferreira Jr. (1988).

2. Bathe, K.-J. (1982), "Finite Element Procedures in Enginnering Analysis",

Prentice Hall

3. Buchanan, G. R., (1995), “Theory and Problems of Finite Element Analysis”,

Shawm'’s Outlne Series, McGraw Hill Inc.
4. Carey, G.F. & Oden, J.T. - (1981) - “Finite Elements”, vol. |, Prentice-Hall, New Jersey.

5. Cook, R.D., Malkus, D.S. & Plesha, M.E. (1988) - “Concepts and Applications of
Finite Element Analysis”, 3"d Edition, John Wiley & Sons, New York.

6. Davis, J.P., e Rabinowitz, P. (1984) - “Methods of Numerical Integration”, 2nd

Edition, Academic Press Inc., Ltd., London.

7. Duarte, C.AM. & Oden, J.T. (1995) - “Hp Clouds - A Meshless Method to Solve
Boundary-Value Problems”, TICAM Report 95-05.

8. Duarte, C.A.M. (1995) - “A Review of Some Meshless Methods to Solve Partial
Differential Equations”, TICAM Report 95-06.

9. Dym & Shames (1978)

10.Fagan, M.J. (1992) - “Finite Element Analysis — Theory and Practice”, Logman

Scientific and Technical.

11.Hinton, E. & Campbell, J. S. (1974) - “Local and Global Smoothing of
Discontinuous Finite Element Functions Using a Least Square Method”, Int. J.

Num. Meth. Eng., vol 8, pp. 461-480.

12.Hughes, T.J.R. (1987) - “The Finite Element Method: Linear Static and Dynamic

Finite Element Analysis”, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, New Jersey.

13.Pian, T.H.H & Tong, P. (1987) - “Mixed and Hybrid Finite-Element Methods”, em
"Finite Element Handbook", Part 2, "FEM Fundamentals”, H. Kardestuncer, Cap. 5,
McGraw-Hill Book Company.



14.Szabd, B. & Babuska, 1. (1991) - “Finite Element Analysis”, John Wiley & Sons, Co.,
New York (USA).

15.Tauchert, T. (1974) — “Energy Principles in Structural Mechanics”

16.Timoshenko, S.P. & Goodier, J.N. (1980) - “Teoria da Elasticidade”, 3a. Ed.,

Guanabara Dois, Rio de Janeiro.

17 .Zienkiewicz & Zhu (1987) - “A Simple Error Estimator and Adaptive Procedure for
Pratical Engineering Analysis”, Int. J. Num. Meth. Eng., vol 24, pp. 335-357.



Apéndice A

Deducéao da equacao diferencial para o problema da barra

/"_CI(X) s,

»
v
r/ >
—_ s s —

EA L ‘

Analisando-se um comprimento Dx da barra:

/— q(x)

F(x)=s(x).4 ——>F(x+Dx)=s(x+Dx). 4

X Dx‘
|

Fazendo o equilibrio de forcas na direcdo x tem-se
é F. =0 F(x+Dx)- F(x)+qlx=0

F(x+Dx)- F(x)+q:

Dividindo por Dx:
Dx

0

M"‘QZO ® dS(—X)A+
dx dx
1%ia 19

Utilizando a Lei de Hooke s = Ee = Ed—u ® _e dxg,
dx dx

Fazendo o limite &>x ® 0 tem-se q=0

qg=0

Se a area 4 e o modulo de elasticidade £ forem constantes, tem-se

2
d_”+i:0 para 0Ex£EL
dx’ EA

Condicao de contorno em x=L:

S
d—u:so®@- E
dx dx FE

S(x=L)=s, ® E =0



