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Resumo

Neste trabalho apresentamos os fundamentos do filtro de reamostragem Gaussiano EWA
(Elliptical Weighted Average) proposto originalmente por Greene e Heckbert em [3]. O
objetivo aqui, ¢ a aplicacdo do EWA na sintese de imagens digitais para reducdo de
artefatos de aliasing. O filtro EWA calcula uma média ponderada sobre uma area eliptica
arbitrariamente orientada [3]. O EWA pode ser aplicado como filtro para mapeamento de
textura bem como em distor¢des em imagens.

1. Introducao

Programas de rendering executam usualmente uma transformacao perspectiva que
simula uma camera pinhole. Muitas vezes, essas transformagdes produzem altas
freqiiéncias nas imagens geradas, dependendo dos objetos e texturas na cena em questao.
Quando essas freqiliéncias estdo acima do limite de Nyquist do grid de amostragem do
dispositivo de saida, sdo produzidos artefatos conhecidos como aliasing. Neste trabalho
estamos interessados na aplicacdo de um filtro de reamostragem conhecido na literatura
como EWA (Elliptical Weighted Average) para redu¢ao de aliasing. Introduzido por
Greene ¢ Heckbert (em [3]) o EWA vem sendo utilizado na literatura de diferentes
maneiras. Aplicando e extendendo resultados da teoria classica de processamento de sinais,
foi desenvolvido em [2], um algoritmo de rendering, baseado em EWA, eficiente e de alta
qualidade para objetos 3D representados por pontos, o EWA Surface Splatting. Diferentes
algoritmos utilizando o EWA para este proposito foram propostos como em [19] e [20],
entretanto o objetivo deste trabalho ¢ inserir os fundamentos da utilizacio do EWA na
reducdo de artefatos de aliasing em imagens. Na Secdo 2.1, sdo discutidos alguns topicos da
teoria de processamento de sinais, como amostragem e recontru¢do. Na Secdo 2.2 sdo
apresentados os tipos de aliasing em computagdo grafica e suas causas e na Se¢do 2.3 sdo
discutidas algumas abordagens antialiasing. Na Se¢do 2.4 sao apresentados conceitos sobre
filtros Gaussianos e, na Secdo 2.5, ¢ descrito o processo de reamostragem e a aplicagdo do
EWA. Finalmente, as se¢des 3 e 4 apresentam resultados preliminares e conclusdes.



2. Fundamentos

Nesta se¢do apresentamos algumas definicdes da teoria de processamento de sinais
e analise de Fourier que sdo essenciais para uma analise dos efeitos da amostragem e
entendimento da relag@o entre um sinal continuo e sua representagdo discreta.

2.1 - Processamento de Sinais e Aliasing

A teoria de processamento de sinais ¢ uma ferramenta essencial para lidar com a
sintese de imagens digitais. Especificamente, na andlise e entendimento de Aliasing, que ¢
um problema fundamental em Computagdo Grafica. Embora em teoria lidemos, em
computagdo grafica, com representacdo continua de modelos gréaficos; na pratica, imagens
geradas geradas por computador sdo representadas por um arranjo discreto de amostras.

Sintese de imagens digitais envolve a conversdo entre representagdes continuas e
discretas, o que requer reconstru¢do e amostragem de sinais multidimensionais. Isto pode
causar artefatos de aliasing que aparecem como disturbios visuais nas imagens geradas.
Artefatos de aliasing incluem padrdes de Moiré¢ e arestas denteadas ou efeitos de flick em
animagoes.

A teoria de processamento de sinais prové um conjunto de ferramentas que caracterizam
precisamente a relagdo entre sinais discretos e continuo, onde o sinal discreto ¢ um sinal
que ¢ representado por valores individuais do sinal em um grid uniforme. As principais
operacgoes definidas desta teoria sdo a conversao de um sinal continui em sum sinal discreto
(i.e sampling), e a reconstru¢do do sinal continuo a partir de um sinal discreto. Em
particular, com o auxilio da teoria de processamento de sinais n6s podemos responder as
seguintes questoes fundamentais:

- Dado um sinal continuo e um grid de amostragem uniforme, ¢ possivel amostrar o sinal e
entdo reconstrui-lo a partir das amostras, tal que o sinal reconstruido seja idéntico ao sinal
continuo original ? Em outras palavras, existe uma versdo amostrada do sinal no grid que
seja equivalente ao sinal continuo ?

- Se este ndo for o caso: Qual ¢, de algum modo significativo, a melhor amostragem do
sinal no grid, e como podemos obté-la ?

A chave para responder a estas questoes ¢ a conversao dos sinais continuo e discreto para o
dominio das frequéncias usando a transformada de Fourier.

O estudo de aliasing ¢ util para interpretar imagens, texturas de superficies ou dados
volumétricos como sinais multidimensionais. Na discussdo seguinte, vamos focar em sinais
unidimensionais simplesmente para facilitar o entendimento, uma vez que os mesmos
conceitos se aplicam aos dados multidimensionais. Nos analisamos a amostragem de um
sinal continuo usando a transformada de Fourier e a representa¢ao do sinal no dominio das
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frequéncias, mostradas nas Figuras 1 e 2. A amostragem de um sinal continuo a, (x) ¢

executada através de sua multiplicagdo por uma sequéncia de impulsos (Figura 2), que ¢
uma soma de impulsos com espagamento unitario, ou seja,

i(x)=Y 5(x—n). (1)

Isto produz um sinal discreto a(x)=a.(x)i(x/T), onde T ¢ a distdncia amostral no
dominio espacial. No dominio das freqiiéncias isto resulta no espectro do sinal discreto
A(w) dado pela convolucdo A(w)=A4.(0)® [(w)/(2x), onde A (@) é o espectro do sinal
continuo a,(x). A transformada de Fourier da sequéncia de impulsos i(x/7)¢é outra
sequencia de impulsos [(w)=w,i(w/®,), onde a distancia amostral no dominio das
freqiiéncias @, ¢ inversamente proporcional a distdncia amostral 7 no dominio espacial, ou
seja, @, =27/T. Uma vez que a multiplicagdo no dominio espacial corresponde a

convolucdo no dominio das freqiliéncias, o espectro do sinal discreto consiste de uma
superposi¢do de réplicas do espectro do sinal continuo espagadas a uma distancia o,
(Figura 1(c)).

Para reconstruir o espectro do sinal continuo, precisamos eliminar todas as réplicas 4. de A4
exceto a central. Isto ¢ realizado multiplicando A(w) por uma funcdo caixa
(box) H*(w)=1se® < w,e 0 caso contrario, onde @, ¢ a freqiiéncia maxima que ocorre
em a,ou A. H™é chamado de filtro passa - baixa ideal com frequéncia de corte
@, (Figura 1(d), lado direito), uma vez que mantém as freqiiéncias baixas @ < @, inalteradas
e suprime completamente as freqiiéncias altas @ > @,. No dominio espacial, a resposta do
impulso de H“* € uma fung@o sinc:

sin(2zw, x)

H(w) > h” =2, ()

27w, x

Uma vez que o espectro reconstruido A(w)H“(w) na Figura 1(e) ¢é idéntico ao
espectro original A(w) (Figura 1(a)), a transformada inversa de Fourier reconstroi
perfeitamente o sinal original (Figura 1(e), lado esquerdo).

Entretanto, se a freqiiéncia maxima @,no espectro de 4 ¢ for maior do que a
metade da distancia amostral no dominio das freqiiéncias, ou seja, @, > w, /2, as réplicas

se sobrepdem, conforme na Figura 2(c). Desta forma, ¢ impossivel reconstruir o espectro
original A a partir de 4. Quando 4 ¢ multiplicado pelo filtro passa-baixa (Figura 2(d)),
altas freqiliéncias das réplicas aparecem como baixas freqiiéncias no espectro original
(Figura 2(e)), o que chamamos de aliasing: as altas freqiiéncias no sinal original
mascaradas como baixas freqiiéncias no sinal reconstruido (Figura 2(e) lado esquerdo).



Aliasing ndo ocorre se o sinal continuo de entrada possui banda limitada a uma
largura de banda ,, isto é, ndo possua freqiiéncias acima de @,, ou para |a)| >®,. Um

sinal continuo com largura de banda @, pode ser reconstruido exatamente se a freqiiéncia
de amostragem o, for no minimo, duas vezes a largura de banda, i.e. @, > 2w, . Este fato é
conhecido como Teorema da Amostragem, e o, = 2o, ¢ chamada de freqiiéncia de Nyquist
do sinal. De modo equivalente, a freqiiéncia @, /2¢é também chamada de limite de Nyquist

do grid de amostragem. Amostrando um sinal que contenha freqiiéncias acima do limite de
Nyquist produz aliasing.

2.2 — Aliasing em Computacio Grafica

Imagens digitais sdo compostas por um mapa de bits que contem a descricdo de
cada elemento da imagem (pixel) individualmente (Imagens raster ou bitmap). Cada pixel
armazena todas informagdes da imagem, tais como cor em um determinado ponto da
imagem. De um ponto de vista de processamento de sinais, tais imagens sdo funcdes
discretas definidas em um grid 2D uniforme. Desta forma, a sintese de imagens digitais ¢
inerentemente um processo de amostragem. O limite de Nyquist do grid 2D ¢ determinado
pela distancia entre os pontos da amostragem que ¢ equivalente ao tamanho do pixel. De
acordo com o teorema da amostragem, uma tentativa de amostrar sinais que contém
freqiiéncias acima do limite de Nyquist resulta em Aliasing.

Aliasing aparece em imagens de computador como varias formas de disturbios
visuais. Em [2] os artefatos de aliasing sdo classificados em quatro categorias: Texture
aliasing, edge aliasing, illumination aliasing e temporal aliasing.

Texture aliasing refere-se ao aliasing devido as altas freqliéncias em texturas de
superficie. O aliasing ocorre se as texturas ndo tém a banda limitada de forma adequada
antes de serem amostradas no grid de pixels da imagem de saida. Isto leva a uma
desintegracdo das texturas, ilustrada na Figura 3, e aos chamados padrées de Moiré,
mostrados na Figura 4. A Figura 3 mostra um plano com uma textura de alta freqiiéncia
consistindo de um texto preto sobre um fundo branco. Na Figura 3(a) e 3(b), a maior parte
do texto renderizado esté ilegivel devido ao aliasing. Em contraste, a textura nas Figuras
3(c) e 3(d) teve a banda limitada antes da amostragem para respeitar o limite de Nyquist do
grid de pixels. Isto melhorou de forma significativa a legibilidade do texto. Similarmente, a
textura de tabuleiro de xadrez na Figura 4(a) ndo teve a banda limitada ao limite de Nyquist
do grid de amostragem. Como uma conseqiiéncia, aparecem padroes de Moiré que exibem
claramente baixas freqiiéncias que ndo estdo presentes no sinal de entrada. Limitando a

banda da textura antes da amostragem elimina-se estes artefatos, conforme mostra a Figura
4(b).
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Figura 3. Aliasing leva a desintegracdo de uma textura de alta freqiiéncia: (a) A textura é amostrada abaixo
da freqiiéncia de Nyquist. (b) Destaque em parte do texto ilegivel devido ao aliasing. (c) A textura teve a
banda limitada ao limite de Nyquist do grid de pixels antes da amostragem. (d) A maior parte do texto,
anteriormente com aliasing, agora ¢ legivel.

Figura 4. Padrdes de Moiré: (a) Amostragem acima da freqliéncia de Nyquist da textura produz baixas
freqliéncias na imagem de saida que ndo estdo presentes no sinal de entrada. (b) Limitando a banda da textura
para o limite de Nyquist do grid de pixels antes da amostragem evita os padrdes de Moiré.

A projecdo de cenas tridimensionais em um plano de imagem leva a arestas de
silhueta na imagem 2D que contém freqliéncias infinitas em geral. Amostrando as arestas
em uma imagem raster sem precaugdes, causa o chamado edge-aliasing ou jaggies. Arestas



denteadas (jagged) possuem aspecto de escada, o que ¢ facilmente detectado pelo sistema
visual humano, conforme ilustrado na Figura 5. Note que a textura de cor neste exemplo,
teve a banda limitada, levando a transi¢des suaves de cor na superficie do objeto, ao
contrario das transi¢des abruptas entre foreground e background nas bordas da silhueta.
Edge Aliasing ¢ ainda mais censuravel em animacdes, onde também ¢é conhecido como
“crawlies” em referéncia ao movimento ‘“rastejante” sobre as arestas, provocado pela
variagdo nas imperfeicdes a cada frame da animagao.

(a) - (b)

Figura S. Arestas de silhueta produzem freqliéncias infinitas na imagem de saida, levando a arestas
denteadas. (a) Resolucdo original. (b) Destaque na estrutura de “escada” da silhueta.

A avaliacdo de um modelo de iluminagdo € outra origem de altas freqii€ncias na geragao de
imagens por computador. A simulacdo do movimento da luz em uma cena resulta em
efeitos como, sombras, pontos mais luminosos ou reflexdes na imagem. Estes efeitos
potencialmente contém freqiiéncias infinitas levando a artefatos similares a texture aliasing
e edge aliasing que chamamos de illumination aliasing.

Além disso, a criacdo de seqiiéncias de imagens animadas ndo envolve apenas a
amostragem em um grid de pixels bi-dimensional, mas também uma discretizagdo no
tempo. Este passo de amostragem adicional € propenso a artefatos de aliasing, os quais sdo
usualmente chamados de temporal aliasing. Por exemplo, uma roda de trem girando pode
parecer girar vagarosamente para tras devido ao temporal aliasing.



2.3 - Antialiasing

Vamos definir um sistema de sintese de imagens digitais como um mecanismo que
toma a especificagdo de um sinal de imagem continuo 2D g (x), x=(x,,x,)", como

entrada e o converte em uma imagem discreta g(x;)definida em posi¢des discretas {xi} LA

imagem discreta ¢ entdo exibida em algum dispositivo fisico tal como um monitor ou uma
impressora. Desta forma, os pontos discretos {xi} usualmente formam um grid regular

quadrado. Note que em geral, a funcdo de entrada ndo estd disponivel como uma expressao
matematica explicita. A avaliagdo de g (x)requer um algoritmo de rendering, como ray

tracing ou scanline.

Por esta razao, o sistema de sintese de imagens essencialmente executa um processo
de amostragem. A partir da discussdo na Secdo 2.1 concluimos que existem duas
abordagens fundamentais para reducao do problema de aliasing: ou eliminamos freqiiéncias
acima do limite de Nyquist no sinal continuo antes da amostragem, ou amostramos o sinal a
uma freqiiéncia mais alta, i.e. aumentando o limite de Nyquist do grid de amostragem. A
primeira abordagem ¢ conhecida na literatura como pré-filtragem, enquanto a segunda ¢
conhecida como pos-filtragem.

2.3.1 — Pré-filtragem (Prefiltering)

A Figura 6(a) ilustra a sintese de imagens digitais usando pré-filtragem. O termo
pré-filtragem denota o fato de que o sinal de entrada teve a banda limitada, i.e., ¢ filtrado
antes da amostragem, o que ¢ um procedimento util para evitar aliasing. Convoluindo o
sinal g_(x)com um filtro passa - baixa ideal /(x)prodiz um sinal com banda limitada

g’ .(x)=g.(x)®h(x)que respeita o limite de Nyquist do grid de amostragem. Assim, a
imagem amostrada estara livre de artefatos de aliasing. Infelizmente, o sinal de entrada
g.(x)é, em geral, ndo disponivel em uma forma que permite a avalia¢do desta convolugao.
Lembrando que a avalia¢do de g, (x)em um ponto de x da imagem ¢ equivalente a calcular

a cor da imagem em xusando um algoritmo de rendering. Pré-filtragem ¢ frequentemente
aplicada em mapeamento de textura [1]. Entretanto, esta técnica ndo ¢ aplicavel para evitar
edge aliasing e illumination aliasing.
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Figura 6. Pipelines de filtragem para sintese de imagens digitais com antialising: (a) pré-filtragem, (b) pos-
filtragem.

2.3.2 — Pos-Filtragem (Postfiltering)

A Figura 6(b) exibe a seqiiéncia dos dados em um pipeline de Pos-filtragem, que ¢ a
abordagem mais usual para Antialiasing. Conceitualmente, pds-filtragem também comeca
com uma fun¢do continua de imagem como entrada. Entretanto, pds-filtragem ndo conta



com uma expressao continua para g.(x). Em vez disso, um conjunto intermedidrio de
amostras { g‘(é)} nas posicoes {é} ¢ obtido primeiro. O objetivo deste passo ¢ usar um

grid de amostragem {é} que introduz menos aliasing do que o grid de amostragem {xl,} da

imagem de saida. Depois, um sinal continuo y.(x)é reconstruido deste conjunto de
amostras. Finalmente, este sinal intermediario tem a banda limitada ao limite de Nyquist do
grid de amostragem de saida, produzindo »’, (x)antes de ' (x) ser discretizado para gerar

as amostras de imagem finais nas posi¢oes {x,.} .

A efetividade dos métodos de pos-filtragem dependem essencialmente de uma
escolha inteligente das posi¢des amostrais {é} Por outro lado, a complexidade
computacional da maioria dos algoritmos de rendering ¢ proporcional ao numero de
, que sao computadas. Entretanto, utilizando maior

amostras nas imagens, isto € ‘{éf,}

numero de amostras aumenta-se o limite de Nyquist do grid de amostragem reduzindo
aliasing. Muito esfor¢co tem sido dedicado para encontrar configuracdes de posigdes
amostrais que otimizem o compromisso entre eficiéncia e qualidade do antialiasing. Na
literatura [4], as vdrias técnicas sdo classificadas em duas categorias maiores:

- Amostragem Uniforme — Uma abordagem direta para diminuigao de artefatos de aliasing
¢ a escolha de um grid intermedidrio, uniforme ou regular {é} que possua um limite de

Nyquist maior do que o grid de saida {x,}. Suponha que o limite de Nyquist de {x,}seja
ae o de {/;} seja b, a<b. Consequentemente este Supersampling, remove aliasing de

freqiiéncias @ na banda a < @ < b, enquanto aliasing devido as freqiiéncias @ > b persiste.

Amostragem em um grid regular quadrado ¢ simples e computacionalmente
eficiente, por esta razdo, também ¢ adequado a implementagcdo em Hardware.

- Amostragem Niao-uniforme — Na discussdo apresentada aqui, a respeito de aliasing
pode-se perceber que o espectro do grid de amostragem determina as caracteristicas dos
artefatos de aliasing. Picos concentrados de energia no espectro de grids regulares de
amostragem replicam estruturas do sinal de entrada em diferentes bandas de freqiiéncia,
levando a artefatos de estruturados. Yellot [5] propds dois critérios para grids de
amostragem com o objetivo de produzir uma forma de aliasing menos evidente: primeiro,
seus espectros ndo devem conter picos de energia, e segundo, eles devem possuir uma
deficiéncia de energia de baixa-freqii€éncia. Esses critérios sdo conhecidos como critérios de
ruido azul (blue-noise); Grids de amostragem blue-noise possuem a capacidade de
substituir estruturas com aliasing por ruidos de alta freqiiéncia, os quais sdo menos
censuraveis pelo sistema visual humano. Grids de amostragem blue-noise sdo
inerentemente nao-uniformes e existe uma variedade de métodos para producao desses
grids.

Com base na teoria para andlise de processos de impulso estocésticos desenvolvida por
Beutler and Leneman [6, 7], grids de amostragem estocdsticos com caracteristicas de blue-



noise tém sido introduzidos em computacdo grafica. Os padrdes de amostragem mais
populares sdo os jittered grids e a distribui¢do de Poisson (Poisson disk distribution), os
quais foram analisados e discutidos por muitos autores [8, 9]. Uma distribuicdo de disco de
Poisson ¢ um padrao uniforme randdomico que mantém um critério de distancia minimo.
Uma vez que, a geracdo de distribuicdes de discos de Poisson exatas ¢é cara
computacionalmente, o chamado dart throwing algorithm ¢ freqiientemente usado na
prética para calcular uma aproximagao [9].

Isto mostra que além das propriedades espectrais de um padrdo de amostragem a
chamada discrepancia € outra indicagao significante da sua qualidade para aplicagdes em
sintese de imagens [10]. Intuitivamente, a discrepancia mede o quao bem as amostras estdo
distribuidas sobre um dominio. Em particular, foi matematicamente provado que a
discrepancia ¢ relacionada ao erro na integragdo numérica [11]. Por esta razdo, padroes com
baixa discrepancia sdao particularmente interessantes para os Métodos de Monte Carlo em
simulagdes de transporte de luz (i.e. iluminagdo Global). Além disso, para as distribuigdes
de amostragem estocasticas mencionadas acima, varias seqiiéncias deterministicas de baixa
discrepancia tais como as seqiiéncias de Hammersley ou Halton tém sido introduzidas em
computacdo grafica recentemente [11]. Grids de amostragem ainda mais eficientes, tanto
em termos de aproximacdo de erro quanto em caracteristicas antialiasing tém sido
desenvolvidos randomizando padrdes deterministicos de baixa dicrepancia [12].

Além disso, tem se identificado que para sintese eficiente de imagens de alta
qualidade, a taxa de amostragem deve ser adaptada localmente as caracteristicas da imagem
[13]. Isto levou ao desenvolvimento de técnicas de amostragem adaptativa que
compreendem dois componentes principais: Primeiro, um conjunto de amostras iniciais ¢
analisado usando o critério de refinamento. Se o critério ndo ¢ satisfeito, a taxa de
amostragem ¢ aumentada através da geracdo de mais amostras usando a estratégia de
refinamento. Este procedimento ¢ repetido até que o critério de refinamento seja satisfeito
ou um numero maximo de iteracdes seja alcangado. O objetivo do critério de refinamento €
estimar a largura de banda local da imagem para controlar a taxa de amostragem. Varias
métricas tem sido propostas, tais como as métricas baseadas em maxima diferenca de
intensidade [13] ou contraste [14] em uma pequena vizinhanga de amostras, ou estimacao
estatistica da SNR (Razdo Sinal Ruido) [8 ], ou da variancia das amostras [15]. Quando
novas amostras sdo introduzidas no passo de refinamento, ¢ importante preservar as
propriedades espectrais do conjunto de amostras iniciais. Algoritmos para a construgdo de
conjuntos de pontos hierdrquicos com caracteristicas de blue-noise adequados a
amostragem adaptativa foram desenvolvidos em [16] e em [17].



Discussao

Uma vez que muitos sinais de interesse ndo possuem a banda limitada, amostragem
uniforme a uma alta freqiiéncia e pos-filtragem amenizam mas ndo evitam aliasing
completamente. Além disso, o aumento da freqiiéncia de amostragem leva a um consumo
maior de memoria e requisitos computacionais da maioria dos algoritmos. Amostragem
ndo-uniforme com padrdes de ruido azul podem transformar aliasing estruturado em ruidos
de alta freqiiéncia, mas tais padrdes sao usados predominantemente em renderers offline de
alta qualidade. Devido a sua irregularidade, ndo sdo adequados aos pipelines de
renderizagdo interativos acelerados por hardware. Ao contrario, pré-filtragem ¢ executada
aplicando-se um filtro passa-baixa ao sinal antes da amostragem, dessa forma, este método
¢ teoricamente mais justificavel em aplicagdes antialising. Usando um filtro passa-baixa
ideal, o sinal filtrado pode ter a banda limitada para a freqiiéncia de Nyquist do grid de
amostragem e assim o aliasing ¢ completamente eliminado. Em pipelines de rendering
interativos, a pré-filtragem ¢ implementada como uma convolu¢do no dominio espacial,
dessa forma pré-filtros com suporte pequeno sdo desejaveis por razdes de eficiéncia.
Infelizmente, o filtro passa-baixa ideal possui suporte infinito no dominio espacial, desta
forma ndo pode ser aplicado em tais sistemas. Uma vez que as larguras de um filtro nos
dominios espacial e das freqiiéncias sdo inversamente associadas, algum aliasing sera
inevitavel durante a amostragem. Esta relagdo ¢ discutida com mais detalhes em [2] se¢do
2.5.

2.4 - Filtros Gaussianos

Fun¢des Gaussianas executam um papel fundamental em muitas areas da matematica
aplicada, em particular em estatistica. Para processamento digital de sinais tais fung¢des sdo
atrativas porque provéem uma unica combinagdo de caracteristicas espectrais razoaveis e
propriedades analiticas. Na se¢do seguinte, abordamos algumas -caracteristicas das
Gaussianas 1D. Gaussianas N-dimensionais sdo tratadas na Sec¢ao 2.4.2.

2.4.1 — Gaussianas 1D

Uma fun¢do Gaussiana uni-dimensional ¢ definida como:

1 :
(X)) =—F—=—e 7, 3
g2() o~N2r ¢ ®)

onde x ¢ a variancia, e x o desvio padrdo. Nesta forma a Gaussiana ¢ normalizada para
possuir integral unitaria, i.e.,



T g (x)dx=1. 4)

A representacdo desta fungdo no dominio das freqiiéncias ¢ dada por
2.0 G (=" =02ng, (o), (5)

desta forma a transformada de Fourier de uma gaussiana ¢ outra gaussiana.
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Figura 7. Gaussianas em 1D, as fun¢des sdo mostradas no dominio espacial a esquerda e suas representagdes
correspondentes no dominio das freqiiéncias a direita.

A Figura 7 ilustra a relacdo de Gaussianas 1D no dominio espacial e das freqiiéncias. Um
impulso estreito no dominio espacial corresponde a um impulso mais largo no dominio das
freqiiéncias, e vice versa. Para comparagdo, a funcdo Box de um filtro passa-baixa ideal no
dominio das freqiiéncias também ¢ mostrada. Assumindo que o grid de amostragem possui
espagamento unitario, a freqliéncia de corte ¢ em w=1/2, dessa forma, limitando a banda
do sinal para o limite de Nyquist do grid. Claramente, escolhendo um desvio padriao
adequado o ¢ um trade-off entre aliasing e blurriness (“embagamento”) no sinal de saida,
isto €, um trade-off entre uma deficiéncia de altas freqliéncias na banda passante e a perda
de intensidade do sinal na banda de parada. Para aplicagdes em processamento de imagens
valores entre 1.0 < o < 2.0 sdo freqiientemente apropriados.



1.2
0.8
0.61 g=1/3
0.4] "o =12
—0ag=1
0.2
L 3 0 i 7 X

Figura 8. Resposta ao campo plano de Gaussianas 1D com varia¢do no desvio padrao.

A Figura 8 compara a resposta a um campo plano de Gaussianas variando o desvio padrao.
A resposta ao campo plano f, (x) € calculada como o sinal de entrada reconstruido das

amostras de valor 1 posicionadas em intervalos unitarios, isto ¢

L= g (x—k). ©)

k=—o0
O erro de reconstru¢ao como fungdo do desvio padrao, foi calculado em [2] e ¢ dado por

(0)= | (f,(x)~1)dr, (1)

-0.5

Para o =1, que ¢ Util em computagdo grafica conforme afirmamos acima, a resposta ao
campo plano ¢ quase constante. O erro de reconstrucao correspondente e(1) =1.43e—17 ¢

tao pequeno que artefatos visuais ndo aparecem na pratica.

2.4.2 — Gaussianas Multidimensionais
Uma Gaussiana N-dimensional é definida como

1 —%xTVflx

PSRN TR ®)
o)V

g (x)=

Aqui, V ¢ a matriz de variancia N x N simétrica, com |V| seu determinante, ¢ x ¢ um vetor
coluna N x /. V é chamado matriz de variancia porque executa um papel andlogo a



varidncia escalar o°de uma Gaussiana 1D. Desta forma, a gaussiana N-dimensional é
normalizada para a integral unitaria,

| & (dx=1. ©)

A transformada de Fourier G, (w)de uma Gaussiana N-dimensional g (x) é novamente

uma Gaussiana N-dimensional. Entretanto, note que a Gaussiana no dominio das
freqiiéncias ndo ¢ normalizada para normal unitaria:

—leVa)
g @) oGl @=e? =) " " (o). (10)

Gaussianas oferecem um nimero de propriedades analiticas que as tornam atrativas, como
filtros para sintese de imagens. Operacdes tais como, mapeamento linear, convolugio e
integracao podem ser avaliadas de forma eficiente em Gaussianas. Um resumo dessas
operagdes pode ser encontrado em [2] Secdo 2.6.2.

2.4.3 — Gaussianas Bi-Dimensionais para Processamento de Imagens

Para aplicagdes em processamento de imagens, o maior interesse ¢ nas Gaussianas 2D:

JEPR S (11)
’ 27|y ’

onde V é uma matriz 2 x 2 € X é um vetor coluna 2 x 1.

Os isocontours da Gaussiana 2D g, sdo descritos na forma quadrética
1 -
ExTV 'x -1, (12)

onde »eR ¢ uma constante. A Equag¢do 12 ¢ um polindmio quadratico implicito,
representando uma se¢ao conica. Sem a notagao de matrizes a Equagao 12 ¢ escrita como:

x] .., [ 4 B~
eV = . (13)

l(A'xg +B'x,x,+C'x})=7r>,onde x = ) )
2 %, B/2 C



Dependendo se |V| ¢ positivo, zero ou negativo, a se¢do conica possui a forma de uma
elipse, uma parabola ou uma hipérbole respectivamente. Assim, também chamamos a

Gaussiana 2D g; de Gaussiana eliptica.

Em 2D, os auto-vetores de V determinam o eixo principal da elipse representada pela
Equagdo 12, e os autovalores determinam as variancias ao longo desse eixo. Em particular,

se V é uma matriz de escalonamento uniforme, isto ¢, V =diag(c’,0°), o polindmio
quadratico implicito pode ser escrito como:

l(izngrszlzj:rz. (14)
o

2\ o

Os isocontours da Equagdo 14 sdo circulos e a Gaussiana 2D correspondente ¢ radialmente

simétrica. Cada secdo transversal ¢ uma Gaussiana 1D com varidncia o’ . Desta forma,
uma escolha pratica para processamento de imagens em grids regulares 2D ¢

V =diag(c’,0%), onde 1.0 < o <2.0 (ver [2] se¢do 2.6.1).

A Transformada de Fourier de uma Gaussiana eliptica 2D ¢, de maneira andloga ao
caso 1D, novamente uma Gaussiana 2D eliptica:

—la)TVa) l
g(x) oGl (w)=e? =2z g (o) (15)

A Figura 10 mostra uma Gaussiana eliptica 2D anisotrépica com matriz de variancia

{0.504 0.318}
= (16)

~10.318 0.796

nos dominios espacial (Figura 10(a)) e das freqiiéncias (Figura 10(b)). Note que ao longo
de cada dire¢do, uma resposta ao impulso estreita no dominio espacial corresponde a uma
resposta larga no dominio das freqiiéncias.

Como no caso 1D, a Gaussiana eliptica ¢ um filtro IIR (Infinite Impulse Response). O
truncamento para um suporte finito ¢ entdo necessario para fins praticos. Usualmente, o
truncamento ¢ executado como a seguir:

g, (x)=0 para {x‘xTV”x > rz}. (17)

Deste modo, a forma do filtro Gaussiano truncado ¢ uma elipse. Valores de  entre 2.0 <r <
4.0 levam a bons resultados. A Figura 9 mostra uma comparagdo de uma operagdo de
reconstru¢do de imagem com uma Gaussiana 2D radialmente simétrica o =1e raios de
corte » =1 e r = 3. Claramente, erros de reconstrucdo sao visiveis na Figura 9(a), enquanto a



imagem da Figura 9(b) ¢ reconstruida suavemente; ndo aparecem artefatos devido ao
truncamento.

{a) Regularly sampled image (b) Reconstructed image with = 1.

(c) Reconstructed image with r=3.

Figura 9. Reconstrucdo de imagem em um grid de amostragem regular (a) usando Gaussianas radialmente
simétricas com o =1 eraios de corte 7 =1 (b)e ¥ =3 (c).
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Figura 10. Gaussiana eliptica 2D anisotropica, (a) no dominio espacial e (b) no dominio das freqiiéncias.



2.5 - Filtros de Reamostragem

Na Segdo 2.4, foi descrito como uma fun¢do de imagem 2D continua g (x) pode

ser filtrada para gerar uma imagem discreta sem artefatos de aliasing usando pré ou pos-
filtragem. Entretanto deixamos em aberto como calcular a fun¢do continua g (x). Por um
lado, foi explicado que em geral ¢ impossivel obter uma representagao explicita de g (x).
Neste caso, um método de pos-filtragem deve ser empregado. Por outro lado, para
determinadas operagdes restritas, tais como image warping € mapeamento de texturas, a
fun¢do de imagem de saida g.(x) pode ser produzida explicitamente. Nesta se¢do sera

mostrado como combinar uma representagao explicita de g (x) com um passo de limitacdo
de banda, resultando em um pipeline de pré-filtragem.

Como descrito por Heckbert [1], as tarefas de image warping e mapeamento de
textura, consistem essencialmente de mapear um sinal 2D (uma imagem) de um dominio de
origem para um dominio de destino. O mapeamento ¢ arbitrario, ¢ usualmente envolve
distor¢des geométricas da imagem. Mapeamentos bem conhecidos sdo afim, bilinear, e
projetivo. Uma vez que na pratica trabalhamos com imagens discretas, image warping
envolve o mapeamento de uma fungdo discreta definida nas posigdes u,no dominio de

origem para o dominio de destino, e amostragem da fung¢do deformada nas posigdes
discretas x, no dominio de destino. E importante perceber que, as posi¢des u, e x, nio sdo
idénticas em geral, conseqiientemente a imagem tem que ser reamostrada neste processo.
Nesta secdo, vamos apresentar o conceito de filtros de reamostragem. Filtros de
reamostragem combinam a reconstrucao de um sinal de entrada continuo, o mapeamento do
dominio de origem para o dominio de destino e a pré-filtragem da fun¢do continua de saida
g.(x) antes da amostragem nas posigdes x, para evitar artefatos de aliasing.



2.5.1 — Filtros de reamostragem no Dominio de Destino

Conforme ilustrado na Figura 10, reamostragem consiste de quatro passos:
reconstru¢do, warping, pré-filtragem e amostragem [1], [2].

® W ] ® 2(x)
— ri(u-ug)
=fc(u)
u X
reconstructed input signal discrete output

l warp T sample

® Wi ] — Pk(x)

— rk(m™ ! (x)-u) -—ct(x)

= oc(X)=fc(m™ (x))

X X

warped signal band limited signal

filter

Figura 11. Reamostragem consiste de quatro passos: reconstrug@o, warping, filtragem e amostragem.

1 — No primeiro passo, reconstruimos um sinal continuo a partir do sinal de entrada
discreto. Dados os valores da funcdo amostrada f(u,) e filtros de reconstrugdo no espago

de origem, a funcdo de entrada continua f, (u)¢é
L) =" flu )y (u—u), (18)
k

onde u sdao coordenadas no dominio de origem continuo. A Equacdo 18 corresponde a
abordagem de filtragem local adaptativa, a qual é descrita em mais detalhes em ([2] secdo



3.1.2). Aqui, u, sdo posigdes de amostragem ndo-uniformes, e os kernels de reconstrugio

7, podem ser diferentes para cada amostra.

2 — Denotamos o mapeamento do dominio de origem para o dominio de destino por
x=m(u) e u=m"'(x) é seu inverso. Aqui, x denota coordenadas no espaco de destino
continuo. A aplicagdo deste mapeamento a func¢do de entrada produz a funcido continua
g.(x) no dominio de destino.

g.(x)=(foom )(x) = f.(m ™ (x)). (19)

3 — Agora o sinal continuo deformado (warped) ¢ pré-filtrado usando um filtro passa-baixa
h, resultando na funcdo continua de saida g, '(x):

g (¥)=g.(x)®h(x) = I 8(Sh(x~g)dg. (20)

4 — Finalmente, o sinal de saida continuo ¢ amostrado multiplicando-se o sinal por uma
seqiliéncia de impulsos i para produzir a saida discreta g(x):

g(x) = g./(x)i(x). 21)

Este procedimento sugere uma abordagem de multiplas passadas, na qual primeiro
reconstruimos, entdo deformamos e convoluimos o sinal de entrada. Entretanto, nos
podemos evitar a construgdo explicita do sinal continuo reordenando as operagdes acima.
Nos produzimos uma expressao para a fun¢do de saida deformada continua expandindo as
operagdes na ordem inversa:

g/ (x)= j h(x =&)Y f(u)r,(m™ (&) —u)dé
R’ g (22)
= fw)p(x),

onde P (%) =J‘h(x—§)’7((m*1(§)—uk)d§- (23)



No6s chamamos o kernel de reconstrucdo filtrado e deformado p,(x) de filtro de

reamostragem, o qual é expresso como uma integral no espago de destino. A Equagdo 22
mostra que podemos primeiro deformar (warp) e filtrar cada kernel de reconstrugdo 7

individualmente para construir os filtros de reamostragem p, e entdo somar as
contribuic¢des desses filtros no espago de destino. Infelizmente, ¢ dificil avaliar a integral na

Equagdo 23 na presenca de uma fungdo de mapeamento geral m ™' . Para simplificar esta
integral, substituimos o mapeamento geral m(u) pela sua aproximagao local afim m, (1) em

um ponto u,,

m,(u)=x,+J, -(u—u,), (24)
. 0

onde x, =m(u,)e o Jacobiano J, = a—m(uk). (25)
u

No caso de deformacdo de imagem 2D (2D image warping), a Jacobiana J, ¢ uma matriz
2x2 das derivadas parciais de m(u):

o %

Ou, Ou u X
a_m = 0 |, onde u = °le x=|"°| sdo vetores coluna. (26)
Ou | O Oxl o *

Ou, Ou,

2.5.2 - Filtro EWA (Elliptical Weighted Average)

Na reamostragem utilizando o filtro EWA substituimos a fun¢do p,(x) na Equagdo 22
pela Gaussiana:

1

‘J_l‘ ngRkJIZ"_’_H(X*mk(”k ))- (27)

k

Esta equacdo representa o filtro de reamostragem Gaussiano no espaco de destino. Dessa
forma, se nés usamos Gaussianas como filtros de reconstru¢do e passa-baixa, o filtro de
reamostragem também ¢ uma Gaussiana. Sua matriz de variancia ¢ facilmente calculada

como J, R J, + H , 0 que requer apenas duas multiplicagdes de matrizes e uma adigdo.

Nas Secdes 2.7.2, 2.7.3 e 2.7.4 em [2] ¢ mostrado como a Equacdo 27 foi produzida e
também a formulagdo de um filtro de reamostragem Gaussiano no espaco de origem além
de algumas propriedades desses filtros.



3. Resultados

Uma implementag¢do em C++ do EWA encontra-se em fase de desenvolvimento. No
entanto, alguns resultados preliminares foram obtidos com essa implementacao em C++ e
com uma versdo feita em Matlab.

Figura 12. Resultado obtido com a implementacio do EWA em Matlab. (a)imagem original (b)Imagem
reamostrada com EWA.

Note que na Figura 12(b) houve uma reducao dos artefatos de aliasing nas linhas verticais
como na regido delimitada em vermelho e uma suavizagdo na transi¢cao entre preto e
branco. No entanto, a reamostragem implementada nao parece ter sido efetiva uma vez que
no horizonte da imagem ndo houve redugdo de aliasing. A implementacdo em C++
apresentou o mesmo problema! Tal fato se deve, possivelmente, ao calculo do mapeamento
que, por enquanto, estd sendo feito separado do cdédigo e depois os dados sdao inseridos
manualmente para o EWA. Além do problema em questdo, a implementacdo em C++
apresentou alguns bugs. A Figura 13, ilustra o resultado obtido com esta versdao para
avaliacdo do estagio atual do trabalho.
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Figura 13. Resultado preliminar obtido com a implementagdo do EWA em C++. Imagem original a esquerda
e a direita imagem reamostrada.

4. Conclusao

Neste trabalho, ¢ apresentada uma introdugdo a técnica de reamostragem de sinais chamada
Ellipitical Wighted Average (EWA) para reducdo de aliasing. Devido a problemas na
amostragem, sinais que ndo se adequam a freqiiéncia de Nyquist, podem gerar artefatos
tanto em imagens bidimensionais quanto em trés dimensodes. A origem dos dados pode ser
uma imagem bidimensional, uma superficie de pontos ou um volume de pontos. Neste
trabalho, so tratamos o caso das imagens bidimensionais.

O filtro EWA ¢ uma proposta que utiliza uma gaussiana com uma matriz de
variancia especial. Em sua forma mais cléssica, essa matriz envolve trés outras matrizes:
uma de variancia em torno dos pontos de origem (antes da transformagao), outra em torno
dos pontos de destino (apds a transformagdo) e uma matriz jacobiana, que utiliza as
derivadas parciais das vizinhangas de origem e destino. O resultado final ¢ uma imagem
projetada no espaco de tela com menos efeitos de aliasing, com bordas suavizadas.

O trabalho implementado ainda ndo estd finalizado. Foi apresentada uma versao
preliminar de implementacao no Matlab e outra em C++, usando as bibliotecas da IUP e
IM. A transformacdo homografica ainda deve ser implementada. Até o momento, esses sao
dados calculados a parte e incluidos diretamente no codigo do Matlab. Embora os



resultados sejam, dessa maneira, preliminares, pode-se observar o potencial desta técnica
como um todo.
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