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Resumo

Neste trabalho estudamos o problema de recor&trde uma imagem a partir
de uma segmentag perceptual baseada na classifiwageongtrica de seus pontos.

A classifica@o dos pontoé feita usando operadore&atlineares baseados nas cur-
vaturas da supddie de Monge da imagerE apresentada uma provatiea de que

uma imagem pode ser recons$tta a partir de seus pontos de curvatura Gaussiana
nao-nula. Este resultad@dundamento t&rico ao nétodo de processamentaat

linear de sinais bidimensionais proposto por C. Zetzche, E. Barth e B. Wegmann.
Sao usados filtros de curvaturas para a détede arestas evtices de uma imagem

e mostramos que pos$vel reconstritla a partir desses elementos.

O problema de quantizao e percefo é estudado do ponto de vista da otimi-
za@o usando diferentesétricas no espaco de cor. Uma corigatria dos resul-
tados apresentadésgue o processo de quantiaagor equalizamo do histograma
de freqienciasé perceptualmentétimo. Este fatee bem conhecido e largamen-
te usado, mas atonde no® conhecido, uma provaan aparece na literatura de
processamento de imagens.

Palavras-chaves: processamento de imagens, curvatura gaussiarén, vitros
nao-lineares.



Abstract

We study the problem related to the reconstruction of an image from a perceptual
segmentation based on the geometric classification of its points. The classification
of these points is accomplished by non-linear operators based on the curvatures of
Monge’s patch associated to the image. A theoretical proof is presented that an
image can be reconstructed solely from its points with non-zero Gaussian curva-
tures. This result provides theoretical background to a method of non-linear two-
dimensional signal processing proposed by C. Zetzche, E. Barth e B. Wegmann.
Curvature operators are use to detect edges and vertices from images and we show
that it is possible to reconstruct them from these elements.

We study the perceptual problem related to image quantization from an opti-
mization point of view, using different metrics on the color space. A consequence
of the results presented is that quantization using histogram equalization provides
optimal perceptual results. This fact is well known and widely used but, to our
knowledge, a proof has never appeared on the computer graphics literature.

Key-words: image processing, Gaussian curvature, vision, non-linear filters.
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Capitulo 1

Introduc ao

“O desenho @o & uma brincadeira.E muito grave e misterioso que
um traco possa representar um ser viv@d\apenas sua imagem, mas
sobretudo aquilo que ele realmerée Que maravilha! o seria isso
mais surpreendente que todas as prestidigits;e ‘coinciéncias’ do
mundo?”

Pablo Picasso

Ha mais de trinta anos a comunidade digcd tem conhecimento da e)ésicia
de @lulas nos sistemas visuais dos animais especializadas naatetbecarac-
teristicas comdougs cantos, fins de linha etc, (DeValois & DeValois, 1980; De-
Valois et al., 1982; Lettvinet al., 1959), e mais recentemente em (Bagthal. ,
1999). Tais €élulas §i0 conhecidas genericamente caendstopped cells apresen-
tam resposta imima ou nenhuma resposta aiestlos que Ao apresentam variag

ou que apresentam apenas vameao longo de retas paralelas (va@iacinidimen-
sional). Apesar disso, aédnicas mais fragentemente utilizadas para aadise e
modelagem das fudes do sistema visual utilizam operadores lineares.

A presenca ulgua dos operadores lineares se deve, em grande pasie-
plicidade de alculo com essas transfornigs. Por exemplo, a inversa de uma
transformago linear aind& uma transformaip linear e A métodos bem conheci-
dos para o seuatculo. O @lculo da inversa de uma transformada, caso exista, pode
ser essencial para algumas aplias; como por exemplo na codifidace com-
pres&o de imagens. Entre as transformadas lineares mais populares encontramos,
por exemplo, a transformada de Fourier, wavelets e o filtro laplaciano.

Apesar do grande sucesso doétatos lineares, algunsatodos @o-lineares
de processamento de imageamtsido desenvolvidos. Entre esses, um dos mais
conhecidos certamente a codificag fractal de imagens. Nele, cada imagem
associada adinico ponto fixo de um sistema iterado de faes (IFS). O IFS
usado para codificar a imagem, a qual pode ser recuperada peld@¢FS sobre
gualguer imagem inicial.

A despeito do uso bem sucedido détodos lineares no processamento digital
de sinais e na modelagem de algumas @@scdo sistema visual dos animais por
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2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

neurofisiologistas, @o & dificil notar que operadores linearedonpodem oferecer
um modelo adequado paesmdstopped cellsisto ocorre porque as auto-flies
do operador &o sinais unidimensionais, (Zetzsche & Barth, 1990; Zetzstla.

, 1993). Experimentos de psicologia revelam, ainda, que os pontos g@ncant
maior quantidade de informag no contorno de um desent&onsos de extremo da
curvatura (Attneave, 1954).

Uma vez que &o pode existir um filtro linear capaz de modelar a &mde
uma &lula insentvel a esimulos de dimer&o zero ou um, o estudo de transfor-
madas Ao-lineares, mais do que uma @pg¢ torna-se uma necessidade. No artigo
“The Importance of Intrinsically Two-dimensional Image Features”, C. Zetzsche,
E. Barth e B. Wegmann fazem um estudo detalhado das liggtsage um filtro line-
ar e profdem a curvatura gaussiana da sujpezfde Monge da furéio imagem como
um bom operadorao-linear para estudos envolvendo a peraep¢Zetzschet al.

, 1993). A curvatura gaussiana como filti@onalinearé estudada com mais detalhes
em “Image Encoding, Labeling, and Reconstruction from Differential Geometry”,
onde os autores mostram gei@os$vel reconstruir parcialmente uma imagem par-
tindo apenas do conjunto de pontos de curvatura gaussiémaula, (Barthet al.,
1993). Neste mesmo trabalho os autores peop que aquele conjunto cént toda

a informa@o necesaia para a reconstréig de uma imagem cinza.

A razao para a escolha da curvatura gaussiaraestuma decompogio na-
tural de uma imagem emé&s regdes: uma re@io onde a imagemao apresenta
varia@o, uma reg@io onde ocorre apenas va@aacunidimensional e uma terceira
regiao onde ocorre variap em todas as dirées. Estalltima coném as carac-
teristicas georatricas presentes epngs cantos, fins de linhas etcéealnica regao
para a qual a curvatura gaussiana produz respastaula.

Transformadas lineares @alineares&m aplicafes em @riasareas relacio-
nadasa Computago Gifica,a Fisiologia ea Psicologia como por exemplo: ¥is
Biologica, Visao Atrtificial, Rolbtica, Codificago e Compred® de Imagens, Seg-
menta@o e Reconstr@p de Imagens, e Reconhecimento de &eslr

A seguir apresentaremos uipido resumo da literatura mostrando évidias
de processament@n-linear de imagens por sistemas visuais.

1.1 Curvatura e percep@o

Em 1954 Attneave, (Attneave, 1954) realizou ungsies de experimentos com a
percep@o humana de contornos e concluiu que entre os pontos de uma linha fechada
agueles mais representativé®s de extremo da curvatura.

Attneave conduziu seu experimento do seguinte modo: submete-se a um in-
dividuo um contorno como o da figura 1.1(a) e pede-se que ele escolha um determi-
nado rumero de pontos sobre a figura de maneira que se possa rectmse o
nimero de pontoé pequeno demais a inforn@gnele contidado sea suficiente
para a reconstr@p. Se o amero de pontog grande demais essa inforrha@
largamente redundante. Para utnmero apropriado de pontos, digamos seis pon-
tos para a figura 1.1(a), o resultado do experimento para um grupo delirabe
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similara figura 1.1(b), onde as barras indicam a fétria dos pontos escolhidos.
Attneave inferiu que entre os pontos escolhidos os maisapeis 0 os de

extremo da curvatura. Para ilustrar suas cori@ascalculou os pontos de extremo

da curvatura para o contorno de um gato e o reconstruiu a partir desses pontos, com

segmentos de reta, resultanto em um contorno que ainda pode ser reconhecido como

de um gato, figura 1.1(c).

(a) Um contorno. (b) Histograma de fraggncias (c) O famoso “Attnea-
dos pontos mais representati-  ve’s cat”, reconstrigo
VOS. a partir dos extremos da
curvatura.

Figura 1.1: O experimento de Attneave.

1.2 Bug detectors

Ha mais de trinta anos neurofisiologistas sabem que existem no sistema visual dos
animais €lulas especializadas na detgogebugs cantos, fins de linha etc.

Um dos experimentos pioneiros neste campo foi realizado por Lettvin e Matu-
rana em 1959. O experimento consistiu em medir as respoétasad de algumas
células do sistema visual dos sapos enquanto o olho era estimulado com diferentes
figuras. Descobriu-se que o sistema visual desses animais apredelas.que &o
produzem resposta quando estimuladas com imagens que apresentanisiicaster
de varia@o unidirecional. O experimento e o tipo de resposta para algumas imagens
e ilustrado na figura 1.2.

1.3 Leide Weber

Um aspecto interessante do sistema visual huréanee a perce@p de intensidade

de luz ocorre em quantidades.L&i de Webeafirma que sé\z, = 2.1 — 2, €0
menor valor tal que se pode perceber diferenca entre as intensidades de #iaminac¢
Ty €xpi1, €ENAO

A
2% _ . — constante (1.2)
Tk
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Figura 1.2: “What the frog’s eye tells the frog’s brain”: lidig detectompresente
no sistema visual dos sapos produz respoatanula apenas para gstlos que
apresentam variap em todas as dirées.

Portanto, se comecarmos com um valor de intensidgde k-ésimo valor de
intensidade sér

z, = o(1 4 €)% = zoeklosi+o) (1.2)
gueé equivalente a
log(xy) = log(xo) + klog(l +¢). (1.3)

Isto mostra que o sistema visual humano faz uma quaatizep uniforme do
espaco de cor.

A funcao logaritmo transforma a escalaalinear induzida no espaco de cores
pelo sistema visual em uma escala linear. Portanto, pode-se modelar a resposta
psicofisicag(x), da intensidade, pela equa&o

é(x) = Clog(x) (1.4)

A constanteC' incorpora uma po$gel mudanca de base no logaritmo e pode ser
fisicamente estimada.

A funcao de resposta psidsfca pode ser estudada do ponto de vista da teoria
da informa@o, (Resnikoff, 1987). Nesse contexto, pode-se mostrar quaieas
possibilidades para a fuag¢ sao:

¢(z) = C'log(z) ou (1.5)
o) =Czx", r#£0. (1.6)

O modelop(x) = C'log(x) foi proposto por Fechner, (Fechner, 1858). Enquanto
0 modelog(x) = Cz" foi proposto por Stevens,(Stevens, 1961).

Outra maneira de interpretar a Lei de Web@naginar que a unidade com a qual
medimos disincia noespac¢o de coresiuda de acordo com a cor. Tal mudagga
proporcionala intensidade luminosa da cor. O conceito mdtiéen que abstrai a
nogao intuitiva de mudanca de escala para cada paotdemétrica Riemanniana

No contexto da Geometria Riemanniana, a Lei de Weber indica qéracando
espaco de cor unidimensiorel

a?(—)2. 1.7)
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A generalizago dessa gtrica para o espaco de cores tridimensi@nabnhecida
comométrica de Helmholtfvon Helmholtz, 1891),
dx dz

d
QPP+ B

2. (1.8)

A distancia entre as core$ = (xo, v0, 20) € B = (x1,41, 21) nessa ratricaé dada
por

dz(A, B) = a? logQ(xl —x) + 32 10g2(y1 — o) + 72 log2(zl — 2p)- (2.9

Se duas cores diferem apenas em brilho,ést® = r A, enfo

d(A, B) = v/ a2 + (3?2 + 42| log(r)| (1.10)

gueé a fun@o psicofsica de Fechner,(Resnikoff, 1987).

1.4 Conectividade da variedade visual

Um experimento simples pode ser usado para mostrar geeebro humano execu-

ta um processo de reconstaagda imagem visualizada. Fixando-se o olho direito na
cruz branca da figura 1.3(a) e afastando-a cerca de 30 cm doéstsével encon-

trar um ponto ondedo se @ a bola branca presente na figura. O desaparecimento
da bola branca ocorre devidoexiséncia de uma rego cega no olho humano, no
entanto quando olhamos para uma imagem, como por exemplo esta folha de papel,
nao percebemos nenhuma falha na imagem percebida.

A figura 1.3(b) mostra que o processo de reconatugo é simplesmente um
processo de interpolag a partir do contorno da régi que @o € vista pelo olho.
Neste caso, a figura percebida apresentaria uma &arsigave do branco para o
preto na redio obstrida pelo ponto cego do olho; no entanto, a parte escura da
imagemé reconstrida com arestas em linha reta.

1.5 Esboco prinario

Desde David Marr, a comunidade cidita tem procurado caracterizar uma imagem
a partir de um imero mnimo de informades. A proposta de Marr era caracterizar
uma imagem a partir de suas arestas calculadasagiasvescalagp(imal sketch.
Neste caso, as arestas seriam calculadas eenoccrossingslo laplaciano

]_ u2+'u2

A(h*g,) = h*Ag,, ondeg,(u,v)=—e 20 . (1.11)

2ro

O filtro Ag, & chamado dé.OG a partir da expred® em ingksLaplacian of
Gaussian A fungao de transf@ncia desse filtré mostrada na figura 1.4(b).

A razao para o uso do filtrd.OG reside em um teorema de amostragem de
sinais o qual afirma que ufiitro de passa-oitav@ode ser reconstido de maneira
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(b)

Figura 1.3: Experimento mostrando que o sistema visual executa um processo de
reconstrugo da imagem vista pelo olho.

exata a partir de suasizas, (Logan Jr., 1977). Um filtro de passa-oitavwan filtro
onde a ra@o entre as fragncias de menor e maior valor absolatmenor que /2,
veja figura 1.4(a). A figura 1.4(b) mostra claramente que(> & um filtro de
passa-banda, entretant@o@ um filtro de passa-oitava.

E claro gue se conseguirmos recupekah x g, ), enfloh x g, pode ser recupe-
rada, pois a equag

Af =g (1.12)

determina a furfo f a menos da condép de contorno. Entretanto, ogprio D.
Marr chama a atei@@ para o fato de que a percé@pgumana envolve caradtgicas
mais complexas, como pode ser visto nas figuras 1.5 e 1.6.

A conjectura de Marr foi provada por Hummel e Moniot, supondo que se tem
informages sobre o gradiente da imagem ao longo das arestas, (Hummel & Moniot,
1989).

Posteriormente, Stephane Mallat usou um esquem&aleletspara calcular
e reconstruir uma imagem a partir de suas arestas, (Mallat, 1991)ét@londe
Mallat pode ser visto como um esquema de amostragem e rec@usteung que 0s
pontos de amostrageragas arestas em uma determinada regol@gas amostras
sao as derivadas da imagem suavizada. Mallat &mpro@s que seu esquema
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(a) Filtro de passa-oitava ideal: (b) Laplaciano de uma gaussi-
A razao entre a menor e maior ana.
freqiénciaé igual a 1/2.

Figura 1.4: Filtros de passa banda no daimda frediéncia.

(a) Cachorro. (b) Mulher jovem
ou idosa?

Figura 1.5: Imagens arduas.

de amostragen@ completo e implementou um algoritmo para a recondtga
imagem que na atica apresentou bons resultados.

Apesar dos trabalhos bem sucedidos de Mallat, Hummel e Moniot, Meyer mos-
trou atrawes de exemplos antitos que ambas as conjecturas (de Marr e Mallat)
sao falsas, (Meyer, 1991). O contra-exemplo de Meyer, reside na escolh#ieapec
da wavelet escolhida por Mallat para a detexdas arestas e reconsttagla ima-
gem. Portanto, o problema de saber se outra escolha da wavelet pode levar a uma
demonstrago da conjectura de Mallat permanece em aberto.
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(@) (b)

Figura 1.6: A figura em (b a mesma figura em (a) a menos de uma Eatalg 180
graus. No entanto a imagem em g)ercebida como um monte enquanto a imagem
em (b)é percebida como uma cratera.



Capitulo 2

Imagens

Neste cafiulo escolheremos um modelo mat&imo para o estudo anato das
imagens e descrevemos algumaasnicas de processamento que decorrem natural-
mente desta escolha. Em particular, descreveremos brevemente o espago de ima-
gens, derivadas em espaco de escala, arestas, segbesrgdenicas de geometria
diferencial.

2.1 Paradigma de Abstra@o

Para aplicar ratodos mategticos e computacionais ao estudo das imagamsve-
niente estabelecer uma hierarquia de absga¢cUma vez escolhida tal hierarquia,
podemos usar para cadael de abstra@o um modelo mateatico apropriado. Nes-
te trabalho usaremosparadigma dos quatro universastroduzido em (Gomes &
Velho, 1995).

No modelo dos quatro universos, associamos a cada imagem quatro represen-
tagdes: a imagemisica, uma idealizap materatica da nogo fisica, uma repre-
senta@o discreta e uma codificag da imagem. Os pares de op&es; de passa-
gem entre os arios rveis de abstra&p €0 denominadosabstra@o e realizaéo,
discretiza@o e reconstrugo e, codificago e decodificago. A figura 2.1 ilustra o
paradigma dos quatro universos.

A escolha do modelo mateatico em cada um dosavios riveis de abstrap
conduz a problemas distintos no estudo das imagen&gdetio a cada escolha dos
modelos esto os problemas de estudo dos modelos matieos escolhidos e das
operaes de passagem entre eles. Neste trabalho, aplicaregtodas de geome-
tria diferencial naanalise e processamento de imagens, portanto escolheremos um
modelo materatico para as imagens que nos permita aplicar téodos. Estare-
mos principalmente interessados no estudo dos modelos &titera discreto de
uma imagem e nas opefas de discretiz&p e reconstrp.

9
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IMAGEM
NO UNIVERSO
FISICO

MODELO
MATEMATICO DE
IMAGEM

CAPITULO 2. IMAGENS

MODELO
DISCRETO DE
IMAGEM

IMAGEM
CODIFICADA

Figura 2.1: Nveis de abstrép no modelo dos quatro universos.

2.2 Modelo funcional de imagem

No modelo funcional, uma imagem cingaepresentada porumaf@oy : U — R,
onde osuporte da imagent/, & um subconjunto do plano&u, v) representa a in-
tensidade de cinza no ponto,v) € U. Neste modelo, um espago de imagéns
um subespaco vetorial do espaco de desl = {h : U — R} munido da soma e
produto por escalar usuais:

(g +h)(x) = g(x) + h(z) (2.1)

(AR)(z) = Ah(z) (2.2)

parag, h € L.

Se aém disso supomos que exisfg h(x)?dx, 0 que significa que a energia
da imagene finita, o espac¢cd fica naturalmente munido de um produto interno
(f.9) = [,9(z)h(x)dz. Esteé um espaco de fubes muito bem estudado na
matend@tica e séx 0 espaco usado com modelo para o espaco de imagens neste
trabalho. Coném lembrar que se didp de outros modelos que taamb podem
ser usados para representar apropriadamente uma imagem, como por exemplo as
distribuigdes temperadas osmodelos estdsticos

2.3 Derivadas em espacos de escala

Para um grandeUmero de &cnicas de processamento de imagemecesario o
calculo das derivadas da fulgh. Algumas das dificuldades em se utilizar essas
tecnicas se devem aos seguintes problemas:

e Em geral uma imagentwé diferencavel e apresenta uma grande quantidade
de rudos;

e Pequenas perturbdgs de uma furép diferencavel podem acarretar grandes
variagoes na sua derivada.

Esses problemas tornam a diferenciabilidade discreta um problema mal posto,
mas podem ser contornados usar&tmicas de regularizag em espacos de esca-
la, (Lindeberg, 1994). O atodo, essencialmente, consiste em escolher umaduncg
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diferencavel positivag : R? — R satisfazendd g(x) dz = 1. Neste casé um fato
conhecido que a failia de fun®es definida por
1 =z

h* go(z) = /h(y)ga(w‘ —y)dy, ondeg,(z)= ;g( )

tem boas propriedades de convgia e diferenciabilidade. Em particular valem
as seguintes proposies:

g

Proposicao 1. Seh é contnua e limitada e@o i x g, converge uniformente parta
quandas — 0.

Proposicao 2. Seg € deriavel enfioh * g € derivavel e vale

0 dg
o, (h*g)=hx (&Uj

Quando a fungo h & derivavel ambas as exprégs na equap S0 iguais a
%”; * ¢g. A proposi@o 1 junto com a equag 2.3 permitem calcular aproxinises
para derivadas de a partir das derivadas da fulgde escala, .

Embora a fungo de escala possa ser escolhida de maneira bastante geral, o olho
humancé menos sefigel a erros que apresentam carast@as de simetria. Por esta
razao a fun@o de escala geralmente escolhida com propriedades de simetria.

Uma ardlise mais atenta daltima igualdade da equag 2.3 mostra queao é
necesario conhecer explicitamente a fiam;de escala para calcular as derivadas de
h. Para istoé suficiente conhecer as derivadg?s. Esta ickia foi utilizada para
introduzir novos filtros de derivap em (Ma & Li, ]1998).

A nogao de espaco de escala apresentada ligeiramente acineelesionada
de modo muito @ximo com 0s conceitos matéicos dewavelete identidade
aproximada

). (2.3)

2.4 Arestas

Quando olhamos para uma imagem podemos claramente identificdegeamide
ha pouca variggo na intensidade de cor da imagem. Estaesgaparecem sepa-
radas por curvas onde ocorrem grandes vaga@o se mudar de uma r&gipara
outra. Isto significa que a fuBg h que modela uma imagen&oé necessariamen-
te diferencavel, podendo @t mesmo apresentar pontos de descontinuidade. Tais
pontos &0 chamados darestasda imagem. As arestafis elementos de grande
importancia para a percegg como foi mostrado por David Marr, (Marr, 1982).

O processo de regularizag introduzido na s@p 2.3 transforma a fuagh em
uma fun@o diferencavel e portanto sem pontos de descontinuidade. Entretanto,
se a escalé suficientemente fina podemos recuperar esses pontos, como indica a
proposi@o 3 a seguir.

Para simplicar a notap e as hipteses, no que segue restringiremos a difauss
na se@o seguinte a uma fuag~ : R — R seccionalmente difereriiel e com
suporte compacto.
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Figura 2.2: Conjunto de arestas na imagenh.elea

Proposicdo 3. Sejamh uma fun@o seccionalmente cdntia eg € uma fungo di-
ferencavel tal que

1. g(x) > 0eg(zx) =0se|z| > s/2,
2. [ g(x)dx =1 e olnico ponto de raximo local dey &z = 0.

Suponha que & um ponto de descontinuidade /de s € suficientemente pequeno.
Entao, |-L (h * g)| possui um ponto de aximo localp,, com|p — p,| < s.

Demonstrago. Comoh é seccionalmente cdnua, ses & suficientemente pequeno
podemos supor que & o Unico ponto de descontinuidade deno intervalo[p —
s,p+s]. Comoz = 0 & olnico ponto de raximo local dgj, segue que(x — p) nao
muda de sinal em cada um dos intervdjos s/2, p| e [p, p + s/2]. Podemos e@b
usar o teorema do valorédio para integrais e obter constanies (p — s/2,p) e

as € (p, p + s/2) tais que

P p+s/2
L (hv g)(p) = / e ) / hz)g'(p — ) d
— (hfar) — h(a=))g(0).

Repetindo o argumento papa = p — s/2 e p, = p + s/2, obtemos constantes
bi,bs € (p—5,p) €c1, 02 € (p,p + s) tais que

%(h x g)(p1) = (h(b)) — h(b2))g(0) e

%(h % g)(p2) = (h(c1) — h(e2))g(0).

Comoh € contnua por partes e descamia enp, ses € pequeno temos

L)) > (= g) )], [ (h g) )]
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Portanto, com¢.L (hxg)| & contnua, assume umaximo local enp, € (p — s, p + ).
[

Se pé um ponto de @ximo de|-L (h * g)| enﬁo%(h * g)(p) = 0. Portanto, a
proposi@o acima diz que os pontos de aresta dao aproximados pelos pontos de
maximo da derivada primeir&C@anny edgesou pelos zeros da derivada segunda de

h * g (zero crossings

2.5 Segmentages

Uma €cnica fredjentemente utilizada em processamento de imagens consiste em
particionar o suporte da imagem em subconjuntos cujos pixels apresentem carac-
teristicas de similaridade. Este procegsoonhecido comgegmenta®o da ima-
gem Em processos autd@ticos de segmentag de uma imagem pode acontecer
gue as redies resultantes apresentem algumas caratitaxs 1@o desejadas como
linhas conectadas a régis bem definidas, pontos isolados etc. Quando isto ocor-
re, dizemos que as régs 1o K10 regulares. A proposi@ 4 mostra que sempéee
poss$vel obter uma “boa segmentag’ a partir de uma segmengagqualquer.

SejaX um subconjunto do plano, indicaremos par( X ), X e 9X o conjunto
dos pontos interiores, o fecho topgico e a fronteira d&(, respectivamente.

A opera@o que consiste em tomar o fecho ta@pto do conjunto dos pontos
interiores deX & chamadaegularizagode X eé indicada pofR (X ) = int(X). O
conjunto.X éregularse a operaip de regularizap rao alteraX.

Definicdo 1. Um subconjunto reguldiy c R? & umaregido se sua fronteiré uma
curva diferencvel por partes.

Definicao 2. Sejal/ uma regho. Umasegmentafodel & umacolegoS = {U,}
de subconjuntos d§, tais que:

2. Sea # g en@olU, (U, tem interior vazio ent.

Cada subconjunt®’,, € chamado unsegmentale U. Uma segment&p é finita se
possui um amero finito de subconjuntos. Uma segmeatag localmente finita
se cada ponto d€ possui uma vizinhanca que intercepta apenas timeno fini-
to de subconjuntos da segmerdtac Neste trabalho, todas as segmergacsedio
consideradas finitas a menos que seja explicitamente enunciado.

Observa@o 1. SeU & uma redio eS = {U,} & uma segmentag delU, eno
S = {U,} € uma segmentag del por conjuntos fechados.
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2.5.1 Segmentages regulares

Diremos que uma segmengag regular sé/, € regular para todd. Em particular,
se a segmentag € regular os conjunto§, sao fechados. A proposiQ a seguir
mostra que toda parfip finita pode ser regularizada.

Proposic¢do 4. SeU & uma redho, toda segmentag finitaS = {U,} deU pode
ser regularizada atrés da substituiip deU, pela sua regularizag R, = R(U,).

Demonstraéo. Pela observap 1, podemos supor que 0s conjunt§ssao fecha-
dos. Neste casd?, C U, e portantaR, N Rz tem interior vazio sex # (3.

Resta mostrar qu& = (J R, coincide comU. SejaC, = U[#A Ug, Cy &
essencialmente o complementarldeem U. Como cadd/, é fechado e a faitia
€ uma segmentao finita, segue qu& e C, sao fechados &/, N C) tem interior
vazio.

Sejap € U e suponha, por absurdo, quet R, enfiop € |JOU,. Por outro
lado, comal, e C sao fechados & = U, U C,, temosoU, = U, N C'. Portanto,
sep ¢ Rentop € JIU, C U(UxNCY) = U,»5(UaNUps). Como a segmentag
é finita, segue que o complementar /@éem interior vazio e como R fechado, o
complementar d& & aberto. Concluimos que o complementardie aberto e tem
interior vazio, logcé vazio, o que contradiz¢ R. Portanta/ = R=JR,. O

2.5.2 Segmentago a partir das arestas

Uma €cnica largamente utilizada em processamento de imagens consiste em obter
uma segmentacdé = | J U, de modo que &o ocorra grandes varides de intensi-

dade em cada componertifg, figura 2.3. Como as grandes vabag de intensidade

da imagem ocorrem nas vizinhancas das arestas, a segawed&ag ser obtida de
modo que as arestas facam parte das fronteiras da sega@ntac

Figura 2.3: Segmentag a partir das arestas
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Meétodos de segmentag a partir das arestas de uma imagem tecebido espe-
cial aten@o desde que David Marr prop que o conjunto de arestas de uma imagem
forneceriam uma represenga;completa desta. Veja sécgl.5.

2.6 Supericies paranetricas

Nos ultimos cinco anos, tem havido crescente interesse na uéiizee écnicas
de geometria diferencial em processamento de imagens. Neataaagsentare-
mos de maneira breve alguns conceitasibos de geometria diferencial quegser
utilizados nos cadipulos seguintes.

Sejal um subconjunto aberto d&? com coordenada@:, v). Umasuperfcie
paranétrica, S, € uma aplica@o diferencavel f : U — R3 tal quef, e f, sdo
linearmente independentes ao longo de todo oidmnde f. Dadop € U, os
vetoresf,(p) e f,(p) geram um subespaco vetorial 8 chamadglano tangente
de S emp. Indica-se esse plano pojS.

No modelo funcional, uma imageim est naturalmente associada a uma su-
perficie atrawes da parametrizag

(u,v) — f(u,v, h(u,v)).

Chamamos essa superé desuperfcie de Mongeala imagem.

2.6.1 As formas fundamentais

A forma geongtrica de uma supédie fica determinada a partir do conhecimento
de duas formas quaaticas que introduziremos a seguir.

Sed = u'f, + v'f, € um vetor no plano tangente de a forma quadatica
definida por

L(a) = (o, ) = BE(u)* + 2Fu'v + G(v')?,
onde,

E = <fu7fu>a F= <fu>fv>7 G= <fvva>>

€ chamadarimeira forma fundamentale S.
Para cada € U, existe umlnico vetor uniario N tal que{f,, f,, N} & uma
base positiva di®3. A plicacdo

N:U—-R? (2.4)
€ aaplicaggao normal de Gausde S. Como

(N,N) =1,
segue que

<N7Nu> = <N>Nv> =0
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e portanto a derivada d€¥ & uma transformap linear def},S em7,S. dN & uma
transformago auto-adjunta, veja (do Carmo, 1976) para uma demoastrac
A segunda forma fundamental de& a forma quaditrica definida por

IT,(o/) = —(dN(a'), o) = e(u)* + 2fu'v" + g(v')*,

onde,

6:_<Nuan>7 f:_<NU7fv>:_<Nvan>a g:_<Nvafv>7

Os coeficiented’, I, G, ¢, f, g determinam completamente uma sufmef pa-
ramétrica. Melhor ainda, deorema Fundamental da Teoria Local das Super$
afirma que se esses coeficientes satisfazem um conjunto dedegude compa-
tibilidade, conhecidas como equms de Gauss e Mainardi-Codazzi, anexiste
umadlnica supeitie parangtrica com esses coeficientes. Um enunciado mais pre-
ciso bem como a demonstéag;desse teorema pode ser encontrada em (do Carmo,
1976).

2.6.2 Curvaturas

Chama-se curvatura gaussiarg) (e curvatura radia (/) ao determinante e ao
hemi-traco de-d/V, respectivamente. Ist®

K = det(dN) (2.5)
H = -—1/2tragddN). (2.6)

Os autovalores dedN chamam-se curvaturas principais da supe&fe podem
ser facilmente calculados a partir 8ie H e da relago

k> —2Hk+ K = 0.

A segunda forma fundamental tem grande i@ficia na forma que a supmit
assume em torno de um ponto. & v/, z) representa as coordenadasRioem
relagoa base| f,,, f,, N} transladada para o pongos S, engo

z=e(u)? + 2fu'v + g(v')?

€ a equago do parabdlide osculado& supericie emp. Os pontos dé& sao classi-
ficados com relego a forma desse paraliitie em planares, paralicos, elpticos e
hipertblicos. De modo mais preciso, dizemos gue S €é:

1. Planar, sé{ = H = 0;

2. Parablico, seK =0e H # 0;
3. Eliptico, seK > 0;
4

. Hipertblico seK < 0.
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2.6.3 A matriz da derivada da aplica@o de Gauss

A matriz dedN em rela@oa base ordenadd,, f,} pode ser calculada a partir dos
coeficiented”, F, G, e, f, g da primeira e segunda formas fundamentais.
ComoN, e N, pertencem ao plano tangente$lgpodemos escrever

N, = anfu+anf,
Nv = al?fu+a22fv~

Tomando-se produtos internos cgine f, tem-se

—e = apnFE+ayF
—f = auF +anG
—f = apk+ankt
—g = apkF +anG

a1 Q12 FE F - (& f
()= e) () e

A equa@o 2.7 permite calcular as curvaturas gaussianadaian

de onde se ok,
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Capitulo 3

Geometria diferencial e aralise de
Imagens

A toda imagemh : U — R corresponde naturalmente uma sujpéefde Monge
atra\es da identificago entre a fur@o h e o seu gaficoS = {(u, h(u)), w € U}.

A associago entre imagens e supeeies nos permite aplicar@odos da geometria
diferenciala aralise e entese de imagens.

3.1 Segmentago perceptual de uma imagem

A equivakncia entre imagens e fubgs dada pela nossa escolha do modelo ma-
tematico para as imagens, a cada imagem corresponde ungofengce-versa, faz
parecer que o estudo das imagens reduz-se simplesmente ao estudo@ss faog
gue, erdo, as imagensae especiais?

A resposta& que imagens naturais apresentam grande quantidade deaediand
Para quase todos os pontos de uma imagem natural, a diferenca entre o valor de
um pixel e seus vizinhoé muito pequena ou simplesmente nenhuiizessa re-
dundancia que os &todos de codificd@p procuram detectar e eliminar.

Com o objetivo de melhor explorar os diferentes tipos de re@ucid que podem
ocorrer em uma imagem, podemos segmentar o suporte da imageih,— R",
em tiés regdes de acordo com dvel de redunéncia perceptual na vizinhanca de
cada ponto. Indicaremos essas degipor0D, 1D e 2D.

Definicao 3 (Segmentago perceptual de umaimagem).Sejami : U — R" uma
imagem e/ C R?, diremos que:

1. u € 0D, seh & constante em uma vizinhanca:de

2. u € 1D, seu ¢ 0D e existe uma decomposig de uma vizinhanga decomo
a unio de segmentos de retas paraleldsgeconstante ao longo de cada um
desses segmentos;

3. u € 2D, se nenhuma das duas coriie anteriores se verifica, iséo, h
apresenta vari@gs ao longo de todas as dibes em uma vizinhanca de

19
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Chamaremos de segmertiagerceptual da imagem a segmentap regular dé/
obtida a partir dos conjuntd@s), 1D e 2D.

Por um abuso da notag indicaremos os conjunt6®, 1D e 2D e suas vees
regularizadas pelo mesmarolo. De acordo com a terminologia introduzida em
(Zetzscheet al., 1993), diremos que as componeries 1D e 2D da segmenta&p
perceptual daimageragindimensio intrinseca zero, um e doiespectivamente. Do
ponto de vista perceptual, a componebitecorrespondés regdes onde & pouca
ou nenhuma vari@p na intensidade da imagem, a componéiteorrespond&s
vizinhancas de arestas, enquanto a comporxdhtmrrespondes regdes de grande
varia@o da imagem. Imagens natura@predominantementd. A figura 3.1
ilustra a segmentap perceptual da imagem suavizada de um quadrado.

AT

Qe

Figura 3.1: Segmentag perceptual: As reges1D sao as vizinhangas das arestas
e as regdes2D sao as vizinhancas do€stices. Todos 0s outros pontos pertencem
aregho0D.

A segmentago de umaimagem, nas suas t&g de dimensionalidade iitseca,
feita acima est estreitamente relacionadaclassificago dos pontos de uma su-
perficie emplanares, parablicos, elpticos e hiperhblicos dada pela geometria
diferencial chssica. Neste caso, a classifidaglos pontos da superie de Monge
da imagem.

3.2 Segmentago geongtrica de uma imagem

Podemos usar a classifiéax local da supeitie de Monge associadaimagem
h:U — R para obter uma segmengax; similaraquela dada pela dimeis in-
trinseca da imagem. Indicaremos as degi desta segmentag; porg0D, glD e
g2D .

Definicao 4 (Segmenta@o Geongtrica de uma Imagem).Seh : U — R & uma
imagem e/ C R?, diremos que:

1. u € g0OD, se(u, h(u)) & planar;
2. u € g1D, se(u, h(u)) & parablico;

3. u € g2D, se(u, h(u)) & elptico ou hiperblico.
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Chamaremos de segmertdiaggeongtrica da imagem, a segmentap regularizada
deU obtida a partir dos conjunt@$D, g1D e g2D.

Observag@o 2. A segmentago geongtrica da imagem possui algumas proprieda-

des bem interessantes. Pode-se mostrar, por exemplo, que a fronteira comum entre
as regbesg0D e glD & um segmento de reta, e a fronteira comasmegdesglD e

¢2D & uma curva diferenavel, veja figura 3.2.

Novamente, abusaremos da n@m@ag indicaremos os conjunt@8D, glD e
g2D e suas veles regularizadas pelo mesmimbolo. A figura 3.2 ilustra a
segmenta@o geongtrica da imagem suavizada do quadrado em 3.2. Observe que,
neste caso, as segmeriias perceptual e gedtrica coincidem, figuras 3.1 e 3.2,
respectivamente.

" I Y
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Figura 3.2: Segmentag geongtrica: As regbesglD sao as vizinhancas das arestas
e as reghesg2D sao as vizinhancas do€ktices. Todos 0s outros pontos pertencem
a reghogOD.

A segmenta@o da imagem dada pela classif@aglos pontos da supgie de
Monge € similara segmentap dada pela dimensionalidade ingeca. A redio
g0D é basicamente a & de pedacgos de plano, a @pplD & basicamente a
uniao de pedacos de cones e cilindros, enquanto asegD tem comportamen-
to nao-linear em todas as dif@es. Apesar da similaridade, as @ das duas
segmentaies podem &o coincidir exatamente, como se pode concluir da possi-
bilidade de pedacos de cones aparecerem naae@fl . Entre outras, temos as
seguintes inclu®es que podem ser facilmente verificadas:

0D C g0D, 1D C gD UglD, 2D C glDUg2D, ¢2D C 2D

A similaridade entres as rdgis dadas pela classifiéaglocal das supédies e
aquelas dadas pela dim@osintinseca de uma imagem indicam que as medidas
de curvatura da geometria diferenciabsum bom ponto de partida para a deéecg

e elimina@o de redun@incias em imagens.

Além disso, ambas as segmets; gozam de propriedades quase sempre de-
sejadas em computag gafica e processamento de imagens, como por exemplo, a
invariancia por transldies, rotages. A segmenta@p perceptual tand@m € invari-
ante por alterages no brilho e constraste, enquanto que a segn@nfzerceptual
pode sofrer mudar sob essas transfoidesac
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3.3 Transformadas georgtricas

No processo de a@fise de uma imagem, frégntemente necesario mudar de
um modelo de imagem para outro. A ope&ragle mudanca entre dois modelos de
imagemé chamada d#ansformada Na se@o anterior, vimos que a geometria di-
ferencial pode oferecer um bom ponto de partida para a elid@ina€ redunancias

em uma imagem. Podemos &otusar medidas de curvatura para construir uma
transformada do espaco de imagens. Neste ponto aparecem dois problemas:

1. Asele@o das medidas deétrica e curvatura a serem usadas na transformada,;

2. Areconstrugo da imagem original a partir da imagem transformada.

Sele@o da transformada. A geometria diferenciagé muito rica em fun@es que
podem ser usadas como transformadaslineares, como por exemplo: @agvatu-

ras gaussiana e @tia; os auto-valores da aplicag normal de Gauss; o0s coefici-
entes das primeira e segunda formas fundamentaisfgtcetanto, algumas dessas
fungdes podem @o dar resposta nula para imagens eerceptualmentd) ou

1D. Isto pode ocorrer, por exemplo, se forem usadas, diretamente, os auto-valores
da aplicago normal de Gauss ou a curvaturadia.

Reconstrug@o da imagem original. Para um grandeimero de aplicdies a re-
constru@o da imagem original pode ser de im@ortia fundamental, como por
exemplo na compreés de imagensE interessante notar que para transforesc
lineares, o alculo da transformada invergamediato: A inversa de uma transfor-
mago linearé outra transformap linear. Para transformaes rao-lineares, este
pode ser um problema de sofucextremamente complicada. Bar, para outras
aplica@es a recuperap exata da imagem original podamser necessia.

As restri@es que as medidas dettrica ou curvatura infeem sobre a forma das
superfciesé um dos principais pontos de pesquisa em geometria diferencial. O co-
nhecimento nessa dir&g se encontra largamente desenvolvid@eOrema Funda-
mental da Teoria Local das Supmits afirma que os coeficientds, F, G, e, f, g,
da primeira e segunda forma fundamentalp suficientes para determinar a su-
perficie a menos de um movimentmido. Portanto, pelo menos do ponto de vista
tedrico, algum tipo de transformada geeitrica invertvel & possvel. Todavia, existe
um alto grau de correl@p entre estes coeficientes. Podemos ver esta radciad
atraes da necessidade de edques; extras entre os coeficientes para assegurar a
compatibilidade entre eles. Tais eqiag §0 conhecidas contequa@es de Gauss
e Mainardi-Codazzi

Escolher uma transformada gegimica inverivel e que elimine a correlag
existente entre os coeficientes da primeira e segunda forma fundamental pode ser
um problema dikcil. Por exemplo, o caténide e o heliéide, figura 3.3, 30 duas
superfcies isongtricas e portanto possuem 0s mesmos coeficieraa&wsE, F, G
€ a mesma curvatura gaussianaémldisso, como amba8a supeiities ninimas,
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possuem a mesma curvatur&aia (igual a zero). Mesmo no caso compacto pode-
mos ter esse tipo de comportamento como ilustra a figura 3.3.

oS T
N\
\

(a) Cateidide (b) Helicoide

Figura 3.3: O catedide e helidide s.0 duas supeies ninimas isongtricas. Por-
tanto, possuem os mesmos coeficientéricos £, F, G, € as mesmas curvaturas
gaussiana e adia.

Figura 3.4: Supeftties compactas distintas com as mesmas curvaturas gaussiana e
média.

Na se@o anterior, vimos ainda que a segmeatagde uma imagem a partir da
classifica@o local das supddiesé muito pbxima daquela obtida por meio de ca-
racteisticas perceptuais. Tal classifiéag feita essencialmente a partir do sinal
das curvaturas gaussiana édia da superfie. SeK e H indicam as curvaturas
gaussiana e atdia da imagem, temos essencialmente que:

1. uegiDseK(u)=H(u)=0;
2. u € glDseK(u) =0eH(u) #0;

3. u e g2DseK(u) # 0.
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Em (Zetzscheet al., 1993) os autores observaram que, como podemos ver aci-
ma, a curvatura gaussiana tesposta nula para pontos da imagem que possuem di-
mengo intinseca zero ou um. Baseados nesta infoBmagropuseram esta medida
geonetrica como um bom filtrodo-linear para estudos envolvendo a peraeg-
mana. Vale a pena observar que a curvatura gaussian&namide dar resposta
nula para alguns pontos que possuem dir@enstinseca dois, por exemplo, se a
imagemé parte de um cone.

Uma vez que apenas a curvatura gaussiao isuficiente para determinar uma
superfcie, e portanto uma imagem, surge uma caestindamental:

Questio 1. Quais as restriies extras necemsas para garantir a reconstascda
imagem?

A gquesto 1 se& o principal bpico de interesse na sege caftulos seguintes.

3.4 Reconstru@o a partir dos pontos de curvatura
nao-nula

A proposi@o a seguir mostra que podemos recuperar uma imagem partindo apenas
dos seus pontos que apresentam caratisas2D, como foi proposto em (Zetzsche
etal., 1993) e (Bartlet al., 1993).

Teorema 1. Uma supelicie compacta fica completamente determinada pelos seus
pontos de curvatura gaussiar@omula.

Se S & uma supertie com curvatura gaussiaé = 0. Indicaremos poi’

0 conjunto dos ponto planares dee por P = S — F 0 conjuntos dos pontos
paraldlicos.

Observe que sp € um ponto da supédie e k;, k, SA0 0s auto-valores da
aplica@o normal de Gauss, @k, (p) = k2(p) = 0 & uma propriedade fechada.
Portanto, os conjuntak e P sao, respectivamente, fechado e aberta®em

Para demonstrar o teorema 1 precisamos das duas progesicseguir. Elas
dao informa@es qualitativas sobre as linhas ag#iicas e curvatura adia de uma
superfcie de curvatura gaussiana nula. As demonégagodem ser encontradas
em (do Carmo, 1976).

Proposicgdo 5. A Unica linha assidttica que passa por um ponto payito p €
P C S de uma supet€ie S de curvatura gaussiara = 0 € um segmento (aberto)
de reta contido ers.

Proposicdo 6. Ses & o comprimento de arco da linha asétidar passando por um
ponto parablico p € P C S de uma supet€ie S de curvatura gaussiada = 0 e

H(s) & acurvatura redia ao longo de, enflo H (s) = ' para algum pad, b € R.

Estes dois resultadofi@ neceswios para a demonsti@g do teorema 1 que
apresentaremos a seguir.
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Demonstrag@o do teorema 2.Seja.S uma supeiitie compacta e? o fecho to-
pologico do conjunto de pontos de curvatura gaussi@oarmla. R # () visto que
S & compacta. Indique pdi o complementar d& em S, istoe, S’ =S — R. S’ é
uma supeitie de curvatura gaussiama= 0.

A seguir mostraremos que a digegdos auto-vetores da aplidacnormal de
Gauss na fronteira d& determinam a supédie fora deR.

Sep € P C S’ & um ponto paratlico e r € a linha assiigitica maximal de
S’ passando pop, enfio pela propos#p 5,7 & um segmento de reta. Conjoé
compactay € limitado. Sejanp; e p, 0s pontos extremos de Podemos usar a
proposi@o 6 para concluir que a curvaturédia deS satisfaz,

1
as+b

H(s) =

ao longo de-. Pela continuidade d#, temosH (p;) # 0 (0 mesmo argumento se
aplica aH (p2)). Logo, p; naoé planar e comd{ = 0 & uma propriedade fechada,
concluimos quey; € parablico.

Pela maximalidade de, temos quep; pertencea fronteiradS’ = 0R. Uma
vez quep; nao & umblico, pois nesse caso seria planar, a diegdo auto-vetor,
da derivada da aplicap normal de Gauss, correspondente ao auto-valor ze#o, est
unicamente determinada e coincide com a @dioster. Isto determina unicamente
para cada ponto paralico deds’.

Por outro lado, como a derivada da apl@&agormal de Gaussidenticamente
nula emF, as componentes conexas Besao pedacos de plano e portanto ficam
determinadas por um ponto ekt mais o valor do vetor normal nesse ponto. Isto
conclui a prova do teorema. O

E interessante notar que a prova aciémeonstrutiva , ist@, mostra-se como se
pode reconstruir a supéefe a partir dos pontos de curvatura gaussiaamula.
Para isto, basta seguir as linhas de curvatura principal nulagusegmentos de
reta comecando no bordo do conjunto de pontos de curvatura gaussnala.

A demonstrago acima vale apenas para sufmes compactas sem bordo. Em
geral, o teorema falso para supddies com bordo, como mostra o exemplo de um
tronco de cilindro (a po&o de um cilindro entre dois cones paralelos). Nese caso, a
curvatura gaussiar@identicamente nula e a sugeré rao pode ser reconsida a
partir de seus pontos de curvatura gaussi@tarmula. Mesmo quando incluimos os
pontos de bordo da supgie ainda temos duas possibilidades para esta: o tronco de
cone ou duas elipses em planos paralelos. Uma eéaeats resultado para@ficos
compactos com bordo seria de interesseipo. Alem disso, certamenéefalso para
superfcies completas. Para verificar eétima afirma@o, basta notar que tomando
varia@o em umainica dire@o podemos construir uma infinidade de super$ de
curvatura gaussiana nula.

Para aplicar o teorema acima para imagens, que em nosso maalsloqpeities
compactas com bordo, devemos estender essas isiggede modo a ter uma su-
perficie sem bordo. Para isto, imagine a imagem com a tampa de uma caixa. Sua-
vizando os cantos e arestas da caixa, podem@® esuibstituir a imagem por uma
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superfcie compacta. Durante esse processo introduzimos pontos de cunaaura n
nula ao longo da fronteira da imagem. Este procé&ssportanto, equivalente a
reconstruir a imagem a partir dos pontos de curvatura gaussiana mais os pontos de
bordo da imagem e as dii@gs normais nesses pontos.



Capitulo 4

Reconstru@o

No captulo anterior, mostramos que o conjunto dos pontos onde a curvatura gaus-
siana o se anula caracteriza a supad. Neste cajpulo, estudaremos as peculi-
aridades inerentes a um algoritmo de recongéipude uma imagem a partir de seus
pontos2D e apresentamos um algoritmo simples que reconatimagem a partir

de seus pontosD e2D.

A possibilidade de reconstrag de uma imagem atras desses pontos foi estu-
dada originalmente em (Barét al., 1993). Embora os autores mostrem substancial
evidencia da possibilidade de reconsttagla imagem por meio desse conjunto de
dados, os algoritmos apresentados reconstroem a imagem apenas de forma parcial.

Uma diferenca fundamental entre filtros linearesae-hneares ocorre no que
diz respeitoa reconstrugo da imagem. Para transforrdag lineares o problema
de reconstrugo se reduz a encontrar sab@s de sistemas de eqdag lineares e
equivale, portant@ inver&o de uma matriz ou a@tculo da pseudo-inversa no caso
em que a tranform&@p rao € inverivel. A inversio de filtros @o-lineares envolve
a solu@o de sistemas de eq@&s rao-lineares e por conseguiréeum problema
muito mais difcil.

4.1 Calculo da segmentago geonetrica

Como vimos na sép 2.6, uma imagerh : U — R esh naturalmente identificada
com uma supertie de MongeS atra\es da parametrizag

(u,v) — f(u,v) = (u,v, h(u,v)).
Para esta supécie temos,
fu=(1,0,h,) e f,=1(0,1,h),
de onde se pode calcular os coeficientes da primeira forma fundamental

E = <fua fu> = 1+ hi
Fo= (fufo) = huhy
G = (fo,fo) = 1+h2

27
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Usando-se o produto vetorial para calculam partir def, e f,, obem-se

1
N=—0%==-—(—hy,—hy,1).

J1+ 2+ h2

De onde se pode calcular os coeficientes da segunda forma fundamental

= _<Nu7fu> = <N>fuu> = —la
\/1+h2+h2

fo= =Nef) = (N fu) = e
B B B hvvu v
9 = ~Wfd = Nfw = i

Em particular, para supécfes de Monge temos:
_(E F\ _(1+h: hh,
A= (F G) - ( huhy 14 hg) (4.1)

B _ _ _ 4.2
(f’ 9) Ny (huv f%v> “2

Podemos, portanto, calcular facilmente as curvaturas gaussiggaiadas a partir
da rela@o

—dN = A™'B, (4.3)
obtendo-se
huuhvv - hr,Qw
e (4-4)
e

(1 + hz)hw - 2huhvhuv + (1 + h?))huu

2H =
(14 hZ + h2)3/2

(4.5)

Uma aralise mais detalhada da eqéagt.3 permite obtebfmulas mais simples
para o @lculo da segmentag geongtrica. Neste caso, a matrziN & o produto
de uma matriz invettel de determinante positivo pela matriz

P e
essi = ()

chamaddiessianada fun@oh. Como—dN e Hess: diferem pelo produto de uma
funcao invertvel temos a seguinte propoai.

Proposicao 7. Sejah : U — R uma fun@o diferencavel ep = (u, v, h(u,v)) um
ponto na supetrtie de Monge dé.. Enfao:
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1. p € elptico se e apenas det Hessh > 0;

2. p € hiperlblico se e apenas skt Hessh < 0;

3. p & parablico se e apenas siet Hessh = 0 e Ah # 0;
4. p é planar se e apenas&g Hessh = Ah = 0.

Onde,det Hessh = hy,hy, — h2, € 0 determinante da Hessiana de Ah =
hw. + h., € 0 Laplaciano.

A equa@o 4.4 mostra que o determinante da Hessiana difere da curvatura de
Gauss por um fator que depende da quart@mmé da norma do gradientéh =
(hy, h,) da imagem. Portanto, embora ambas tenham o mesmo sinal e se anulem
nos mesmos pontos, o determinante da Hessiana produz repostas fortes nas vizi-
nhas das arestas enquanto a curvatura gauss@naSe no processo dalculo
da segmentap geongtrica estiver envolvido algum tipo de limiar podem ocorrer
diferencas substanciais entre os resultados obtidos.

A figura 4.1 mostra a segmengxgeongtrica de uma imagem. Os pontos em
tom meédio de cinza representam os pontos descartados. Os pontos em branco e
preto €0 0s pontos da imagem, em sua cor original, selecionados para o respectivo
segmento.

4.2 Arestas e curvatura gaussiana

Nesta sego vamos relacionar a ndg de aresta de uma imagem com 0s zeros da
curvatura gaussiana da supeef de monge associada a esta imagem. Com isto,
poderemos esclarecer algumas das peculiaridadéssetas a um algoritmo que
reconstrua a imagem partindo apenas de seus pRmtos

Existem \arias definiges de aresta na literatura. Um modelo comumente aceito
consiste em descrever as arestas como 0s pontoaxienmlocal de

dh

— — |Vh!|?

o =1V,

ondeh(t) indica a restrigo deh as linhas integrais do gradier®. = (h,,, h,) da
funcdo h. Portanto, s € U & um ponto de aresta da imagem e indicarmos por
v = Vh(p), temos

)
5 (Vh, Vh) =0

ou equivalentemente
(Hessh Vh,Vh) =0 (4.6)

Portanto,Vh & uma dire@o assinttica de Hesé. Isto © pode ocorrer em duas
possibilidades:
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(a) Original. (b) Pontos @pticos
(2D).
ST T T
2 / o
, \ ,

(c) Pontos hiperblicos
(2D).

(d) Segment@D.

7

\ o \‘.\
o

(e) Pontos pardiicos
(1D).

() Unidao dos segmen-
tos1D e2D.

Figura 4.1: Segmentag geongtrica: 0s pontos em cinza representam 0s pontos
planares, os outros pontos na cor original da imagem (preto e bra&wao} pontos
selecionados para cada segmento.



4.3. RECONSTRUCAO 31

1. p € um ponto paraidico de S e Vh € um autovetor de Hegésassociado ao
autovalor zero;

2. p € um ponto hiperblico deS e Vi uma das dire@es assiritticas de Heshk.

De onde se conclui que as arestagestontidas na uaib das redies hiperblicas
e paraBlicas da supertie de Monge dé. Portanto, a excl@ dessas necessaria-
mente exclui as arestas da image. A sensibilidade do sistema visual humano a estas
curvasé bem conhecida. E’ a excis das arestas a pi@wel causa das distdres
obtidas ao se tentar reconstruir uma imagem sem levar em conSideracedies
hiperkolicas e parablicas. Veja por exemplo as reconstbes em (Barttet al. ,
1993; Zetzschet al., 1993).

Afigura 4.1 ilustra as reges eiptica, hiperidlica 2D), paralblica e, porultimo,
a unio das tes regbes curvas.

4.3 Reconstru@o

O teorema 1 da seag 3.4 afirma que uma imagem pode ser recortsra par-

tir do conhecimento parcial de seus valores desde que tenham sido preservados os
pontos onde &urvatura gaussianaé rao-nula. Aém disso, o teorema indica um
processo para a reconstaacda supettie. Na patica, entretanto, esse processo de
reconstru@oé inviavel devido aos erros nuricos resultantes de arredondamentos.

A imagem pode ser reconstda facilmente se, am de conhecermos seus va-
lores nas re@ies de curvatura gaussianaoAnula £2D), conhecermos tan@m a
imagem na redies parablicas g1D). Neste caso, 0os pontos perdidos pertencem
a pedacos de planos e portanto, podemos usar integmolagear ao longo das
direg@desu e v para obter

hij = 1/2(hi—1j + hit1)

hij = 1/2(hij—1 + hij1)
de onde obtemos,
hi—1j+ hiz1j+ hij—1 + hij1 —4hi; =0 (4.7)

O sistema 4.2 linear e sua sol@p reconstri completamente a imagem. A fi-
gura 4.2(e) mostra a imagem denareconstrida usando o &todo descrito acima.

No calculo da segmentag usa-se um limiar para decidir se um pon@planar
ou reo. Em conseiggncia, as re@ies classificadas como planarés o $.0 de forma
exata. Essas rdigs §0 reconstridas como pedacos de supeids hiperblicas.
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(a) Original.

(b) Pontos pardllicos (c) Pontos apticos e (d) Uniao da redies
(1D). hipertblicos 2D). 1D e2D.

(e) Reconstruio a partir dos
pontos em 4.2(d)

Figura 4.2: Segmentag e reconstriip da imagem déena Os pontos em tom
médio de cinza representam os pontos planares que foram descartados. Os pontos
paratdlicos, elpticos e hiperblicos foram mantidos na sua cor original.
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4.4 Reconstru@o a partir da curvatura gaussiana

O problema de reconstruir uma supeid a partir da curvatura gaussiamaquiva-
lente a encontrar as sofligs da equap diferencial

Puihow — B2, = K (u,v)(1 + h2 4+ h?)2. (4.8)

Como resolver a equag 4.8 um problema di€il, e como estamos interessados
principalmente em aplic@gs ao processamenteo de imagens, estudaremos a viabi-
lidade de resolver a equag 4.8 do ponto de vista discreto.

4.4.1 Filtros quadraticos

Dado um operador bilined$ : S x S — &, ondesS indica o espago de imagens,

chamaremos détro quadraticoao operadoB : S — S dado porB(h) = B(h, h).
Uma maneira simples de construir tais filteescolher dois filtros linearese

T e definirB(h,g) = ShTy. E imediato que3 @ um operador bilinear e o filtro

associad® B(h) = ShTh. Se os filtrosS e T' sdo coninuos e espacialmente

invariantes, erdo

B(h#08) = S(h8)T(h*8) = (h* S5)(h*Ts), (4.9)

0 que mostra que essa classe de filtros catamrs fica determinada pelas fioes
de resposta de impulse~= S¢ et = T'6 dos respetteis filtros. A discretizago de
B tamkemé imediata, se a ségnciax (z; = h(i)) representa uma discretiZag;de
he

(Sh)n = (hx8)n =Y sp_ix; (4.10)
e
(Th)y = (hxt)y = tuj; (4.11)
en@o
B(h), = b, (4.12)
2
onde
b = 1/2{8p_itn_j + Sn_jtn_i} (4.13)

A classe dos filtros quadticosé bastante rica. Dois exemplos importantes que
podem ser colocados nesse contefin sdeterminante Hessian® o quadrado do
gradienteda imagem.

Podemos escrever o determinante Hessiano como filtro giamia partir dos
operadores lineares

Duu(h) = huw,  Duo(h) = how € Duo(h) = hu, (4.14)
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ou seja
D(h) = hyuhow = By = Duu(h) Dyy(h) — Dy (h) Dy (R). (4.15)
O guadrado do gradienéobtido a partir dos operadores lineares
Du(h) =h, e D,(h)=h, (4.16)
istoé
[VA|* = h% + b = Dy(h)Dy(h) + D, (h) Dy (h), (4.17)

Portanto, do ponto de vista discreto, a curvatura gaussiana pode ser vista como
0 quociente entre duaérses

D
K, = ba () et (4.18)
(L4 Vg z[7)

ondex = (z;;) € a discretizego da imagenh.
Um filtro queé& o quociente de duagrges, como a discretizag da curvatura
gaussiana feita acima,chamado déltro racional, (Zayed, 1993).

4.4.2 Inversao de filtros racionais

Do ponto de vista computacional, podemos usar apenas um subconjunto finito do
conjunto de amostras da imagem ecdesda equaip 4.12 torna-se um pofmio.

Em particular adrmula 4.18 para a curvatura discreta torna-se o quociente de dois
polindmios. Desse ponto de vista, recuperar a imagem a partir das curvaturas dis-
cretase equivalente a resolver o sistemarde equa@es polinomiais

qu(fﬂ) = qu(l + |qu x|2)2 (4.19)

amn incognitas, onden e n 40 as dimerfes da imagem &,,(z), |V,, z|” sao
polindbmios homo@neos de grau dois na vavelx = (2;; ) xn-

O espaco adequado para o estudo do sistema deGEpbd E oespaco proje-
tivo complexale dimenaomn, CP™". Para estudar o sistema de edieg4.19 no
espaco projetivo complexo, faz-se a mudanca déveis

obtendo-se o sistema de eqoes homogneas de grau quatro
y2qu(Z) = qu(y2 + Vg z|2)2 (4.21)

O Teorema de Bzoutpermite concluir que dada uma $eqcia( k), 0 Sistema de
equa@es 4.21 sempre possui uma s@agcDe fato, o teorema deeBout afirma que
0 sistema 4.21 possui"™” solu@es contadas com multiplicidade ou &@mipossui
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@) (b)

a

MMLT

(© (d)

Figura 4.3: Imagens distintas com mesma curvatura gaussiana. As figuras (c) e (d)
ilustram o perfil das supédies de Monge das imagens em (a) e (b).

um continuumde solu@es. O Teorema de&out garante que o erro cometido no
calculo das curvaturasao leva a um sistema de eqdas sem soldp. Entretan-
to, deve-se manter alguma cautela, pois o teorema aceitd@deslugmplexas, bem
como solu@es no infinito, para o sistema de eqies.

Como o sistema de equies 4.21 tipicamente apresenta um grangteero de
soluges, precisamos impor equs extras de modo que a imagem sejmiza
solug@o do sistema a menos de multiplicidades. Uma possibilidade, para esse con-
junto de equales extrase supor que a imageéconhecida na fronteira do conjunto
suporte da mesma, (Bargthal., 1993). Entretanto essa cond@icde contornodoé
suficiente para garantir a unicidade da satygomo mostra a figura 4.4.2.

Supor a imagem conhecida na fronteira de seu conjunto suportértango &
uma condigo plausvel do ponto de vista perceptual. De fato, a acuidade do sistema
visual diminuia propor@o que se aproxima do bordo da imagem percebida pelo
olho humano, uma vez que a densidade&lalas fotosserngeis diminuia medida
gue se afasta dé@v¥ea (regho do olho respotel pela vigo central).

Portanto, descobrir quais condes de contorncé® suficientes para reconstruir
a imagem diretamente da sua curvatura gaussiana permanece um problema impor-
tante ainda em aberto.






Capitulo 5

Quantizacao

Como vimos na introdwp, o processamento de uma imagem pelo sistema visual
humano apresenta caraésticas altamentedo-lineares. Em particular, a dsicia
perceptual entre as cores apresenta caiatitars logatmicas. Estas caracisticas
tém grande inflancia em processos de discret@aglo espaco de cor de uma ima-
gem, comumente chamado gieantizaéo da imagem.

Neste cafiulo apresentamos um estudo detalhado de um processo de quEmtizag
conhecido como quantizag6tima. Tamiém sea feita uma aalise doalgoritmo
do corte medianao ponto de vista da teoria da inforndag Comecaremos discu-
tindo rapidamente uma generalidzacnatural do conceito de segmeidagie uma
imagem.

5.1 Partigoes

Se na definigo de segmentao exigirmos apenas qié = (JU, eU, N Uz = 0
sempre quex # (3, enfio a fanilia & chamada umparticdo. Toda parti@o define
uma rela@o de equivd@ncia atra@s da relago:

u~ v Seuevpertencem ao mesmo segmento.

Reciprocamente, toda rekag de equiv@ncia induz uma partip del, onde cada
segment@ uma classe de equiglcia.

5.2 Partiches e quantizago

Sef:U — R™é&umafung@o eV = {V,} & uma partigo doR" enfio f induz uma
particdoUd = {U,} deU, ondeU, = f~!(V,). De modo retproco, seU = |J U,
& uma partigo, podemos definir uma fuag f,(z) = ¢, assumindo valor constante
¢, em cada segmentd,, portanto toda part&o induz uma furgo de classificap
emU. Chamaremos a fug f, defungdo indicadorada parti¢o.

Se a partigo deU € induzida porf, e g, € V) enfio f, € uma aproxima#o
constante por partes defigura 5.1. O rétodo de segmentar o suporte de uma ima-
gem e aproxira-la por uma fungo constante em cada segmeatessencialmente

37
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0 processo conhecido congoantizaéo. U, € chamado deélula de quantiza&o
e g, € chamado dealor de quantizago. A funcaoqg : R* — {qA})\, definida
por q(y) = ¢, sey € V,, & chamada dé&uncdo de quantiza®o. E imediato que

Ja(x) = q(f(2)).

— e — — - — —=>

—— 4 — -ee
-

Figura 5.1: Segmentag, e quantizaip de uma furgo.

5.3 Particao e quantiza@o binaria

Um exemplo simpleé a parti@o biraria definida por uma fudo real. Se¢f : U —
R & uma fun@o ec € R, definimos uma partép deU por:

Uy={uelU; f(u)<c}
Up={uel; [f(u)=c}

A figura 5.2 mostra a quantizag biraria de uma imagem cinza.

A despeito da simplicidade das pa@ts birarias elas surgem em um grande
numero de aplicaiges como por exemplo no problemadithering De um modo
geral, dada uma imagem cinza: U — R o problema delithering consiste em
obter uma partigo deU em dois subconjuntos de tal modo que a Amdicadora
desta partigo satisfaz:

/V h(u) du = /V he(u) du (5.1)

para toda vizinhanc®l C U.

5.4 Quantiza@o 6tima

Quando quantizamos uma imagem cometemos um erro de apr@draatre uma
cor z e seu valor de quantizag ¢(x). O erro pontual pode ser avaliado a&av
da escolha de ummedida de distoi@o d(x, y), no espaco de cor da imagem. Se
indicarmos esse erro por

e(x) = d(z, q(z)), (5.2)
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(a) Imagem cinza (b) Imagem biaria
Figura 5.2: Partigo e quantiz&ip biraria

podemos medir o impacto do erro cometido no processo de quadjzaiculando
o valor esperadoparae(x). Istoé,

E(d,q) = / d(z, q(2))p(z) de. (5.3)

Onde,p(z) indica afuncao de densidade de probabilidadtas cores da imagem.

SeFE(d,q) € minimo, ¢ & umquantizadorGtimopara a imagem ( com respeito
ad). Para se obter uma fuaig de quantiz&p que minimize a equag 5.3 comum
escolher o quadrado da distia euclidiana:

d(x,y) = |z —yl*. (5.4)

No caso unidimensional, ggindica valor de quantiz&p para a€lula(zy_1, zx),
temos

E(£Oa7$n7q137qn):Z/ |$—qk|2p(1')dl' (55)
k=1 Y Tk—1

De onde, derivando, se @wh que

T
Gk + Q41 Th—1 l’p(l’) dz
=0 — € &= m oo (5.6)
2 fx:,l p(z) dx

Na discus8o acima, fizemos duas Bifeses que simplificaram a sofegdo pro-
blema de quantiz&p 6tima unidimensional:

1. h possui uma furgo de densidade de probabilidade;
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2. d(z,y) = |z —yl*

Entretanto, as hifeses acimad® muito restritivas. A saber, se a imagém
constante em uma rém, a hiptese 1 Ao é satisfeita. A presenca de régs onde
a imagemé constanté&& muito comum. Portanto, seria interessaréie se fazer
uso da hiptese 1. Por outro lado, tarmim & interessante admitir déstcias mais
gerais. Admitir tais digtncias permite levar em conta, no processo de quaatizac
a maneira como as pessoas percebem as cores presentes em uma imagem. A seguir
discutiremos o problema de quantiaagtima unidimensional de um ponto de vista
bastante geral.

5.5 Fundo de distribuicao de probabilidade

Seh : [0,1] x [0,1] — R & umaimagem. Chama-fe¢o de distribuiéo deh, a
fung@o F : R — [0, 1], definida por

F(z) = areadéh ' (—o0, z]. (5.7)
Pode-se mostrar facilmente que:
1. F(x) >0,lim,—,_ F(x) =0elim, o F(z) = 1;
2. Sex > yen@oF(x) > F(y);
3. F é contnuaa direita, istod limz—a F(z) = F(a).

Portanto, a imagerh induz, atraes def’, umamedida(de Lebesgue-Stieltjes)
na reta. A medida de um intervalo fechalo

mpla,b] = F(b) — F(a—), (5.8)

ondeF(a—) = limaz—a F(z). A medida dos outros intervalogrh formulas simila-
res. Coman,(R) = 1, m;, € umamedida de probabilidad¢James, 1981).

5.6 Medidas de distor@o

De maneira geral, podemos escolher, camexida de distoi@o no R”, qualquer
funcaod : R” x R" — R satisfazendo:

1. d(z,y) > 0sex #yed(z,x) =0;

2. d(z,y) = d(y,z).
Se, aém disso,

3. d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2),
d € umametrica.
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A propriedade & importante, pois permite estimar a distmgem um processo
de quantizago a \arios passos, a partir da distaccem cada uma das etapas.

Se¢ : R* — R™ & uma fun@&o injetiva ed & uma medida de distdig emR",
enfio podemos definir uma nova medida de digtongondo

d(z,y) = d(¢(z), ¢(y))-

No caso em que emhé o quadrado da étrica euclidiana, temos

d(z,y) = |d(z) — o(y)I*, (5.9)
ou ainda de modo mais geral,
d(z,y) = |¢(x) — o(y)|", r#0, (5.10)
Se aém dissoy = 1 e ¢(z/y) = —é(y/x), podemos definir
d(z,y) = |¢(z/y)l, (5.11)

supondo que a cor nula@o aparece na imagem.

5.7 Quantiza@o 6tima unidimensional

A discus&o da Lei de Weber, feita na s@éogl.3, indica que a maneira como 0
sistema visual humano percebe as cores tem caistatas @o-lineares. Esse fa-
to mostra quee importante estudar o problema de quanfizeagtima de um ponto
de vista mais geral. Nessa &ecabordaremos esse problema para imagens mono-
cromaticas.

Dada uma imagem cinza : [a,b] — R, trata-se de encontrar uma féecde
quantizagogq : [a,b] — {qi,...,q.} tal que

E(d,q) = / d(z, q(x)) dF (x) (5.12)

seja mnima, ondeF' € a medida de probabilidade introduzida em 5.5.

Proposi¢go 8. Seq : R — {qi,...,¢,} € um quantizadodtimo para a imagem
h, ento z;, pode ser escolhido a meia distia degy, e qx.1, iSt0 &, d(xy, qx) =
d(l’k, q]€+1)'

Demonstraéo. Podemos escrever a eqaag.12 como

q1
D(xg,...,xn,ql,...,qn):/ d(x,q) dF (z) +

zo

S
—

Tn

([ dwa)ar@+ [ dw g dp@) + [ de.g) d(e).

1 9k Tk qn

e
Il
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Seja
I(y) = / " (e, q0) dF(2) + / " e, qoar) dF (1)

Reescrevendo obtemos
dk+1
) =C+ [ o) dF ()
Yy
Onde,
dk+1

qk

Seg(xy) > 0, comog(qr+1) = —d(qk, qx+1) < 0, podemos usar a continuidade de
g para obtern,, comzy, < yr < qxr1, 9(yx) = 0 € g(x) > 0 no intervalo[xy, y.),
donde

Iae) = / " g@) dF (@) + 1) = (). (5.13)

Seg(z,) < 0, procedemos de maneira similar. Portanto, trocandpor y, se
necesario, temosi(xzy, qx) = d(x, qr+1) O

A equa@o 5.13 mostra que s&a existirem intervalos de probabilidade zero,
exceto os triviais, e@b obrigatoriamenté(zy,, ¢x) = d(xx, qx11), 0 qUEE UM pouco
mais do que foi enunciado.

Coroléario 1. Sejag : R — {q,...,¢,} um quantizadobtimo para a imagem,
enfo:

1. Sed(x,y) = |p(z) — ¢(y)|", temosp(zy,) = ¢(qk)+;b(qk+1) :

2. Sed(x,y) = |p(z/y)|, temosr; = qGr+1.

Demonstrago. Podemos supor qug # qx.1, Caso contrio, juntamos aséulas
(xg_1, x| € (zx, vx+1] €M umMalnica @lula. Portanto, usando a injetividade gle

sed(z,y) = |¢(z) — ¢(y)|", segue que
o(xx) — d(ar) = ¢(qr+1) — d(aw),

0 que mostra o item 1.
De modo aalogo, sed(z,y) = |p(x/y)|, temose(zr/qx) = —d(xr/qur1) =
6(q+1/) € portanto

Tk k41

)

qk Tk

0 que mostra o item 2. H
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Por outro lado, séz;_4, x| € a @lula de quantizéip deg,, podemos escrever
a equago 5.12 como

E(zo, ... Tn,q1, -, qn) Z/ d(x,q) dF (x). (5.14)

Como cada parcekindependenteg minimiza

fmik_l d(z,c) dF(z)

Eld(X,c) |xp1 < X <xp) = f:,ik_l IF () (5.15)

Um fato largamente conhecido em teoria da probabilidagee
min E(X —c¢)?=E(X —p)* e (5.16)
min F|X —¢| = E|X —m|, (5.17)

ondeyu, m sao, respectivamente,esperanca@ umamedianade X, (James, 1981).
Portanto temos o seguinte:

Teorema 2.Seq : R — {q¢,...,¢,} &€ um quantizadodtimo para a imagem,
com &lulas de quantiz&p (z;_1, zx], enfo:

1. Sed(x,y) = |op(x) — ¢(y)|, g € @ mediana dk& no intervalo(z,_1, zx], istoé

mp(Tr—1, Q] > 1/2mp(xp_1, 2] € mplqe, vx] > 1/2mp(ze—1, 21);
(5.18)

2. Sed(z,y) = |o(x) — o(y)|?, ¢(qr) € anedia dep(h) no intervalo(zy 1, 7],
istoé
Jor 0(@)dF (z)

o= o

Em ambos os casos, temos

Demonstrago. Evidente a partir do coralio 1 e das equées 5.16 e 5.17. [

Um fato no&vel, mostrado no teorema ,que sei(x,y) = |¢(z) — ¢(y)|, O
valor de quantizegpo & a mediana dagtula de quantizap e portanto &0 depende
da fun@o¢.

Abaixo apresentamos a varsdiscreta dafmulas do teorema 2 pardr) =
Cz ou ¢(z) = Clog(z). No que se segue; indica os valores da imagerm, o
namero de ocoéncias da cot;, en;, 0 total de oco@ncias naelula(x_, ).
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1. d(z,y) = |z —yl.

gy = ETB L mediana dez;}. (5.21)
2 mk,1<zj§xk
2. d(x,y) = o — ol
Qrk + Qr+1 1

{L'k,1<Zj ka

3. d(z,y) = |log(z) — log(y)|.

22 = qugryr,  qr = mediana dgz;}. (5.23)

T—1<2;<Tk

4. d(z,y) = |log(x) — log(y)|>.

TF = QrGrrr, G = H ij. (5.24)

5.8 Implementa@o

Uma caractéstica peculiar daséfmulas anterioreé que elas edb definidas de
maneira recursiva. Uma vez conhecido os valores;de. ., z,, podemos calcular

q, - .., q, € Vice-versa. Pode-se mostrar que o algoritmo obtido pela afiibuie
valores iniciais arbifarios parac,, . . . , z,,, seguido do &lculo recursivo dey, . . . , g,
exy,...,x,, € convergente,(Levine, 1985). No final desteittdp apresentamos o

resultado do processo de quantaagla imagem da Lenna para 16, 8, 4 e 2 cores.
Essas imagens foram geradas usando a implen#@nfaga por Romildo Jé@sda
Silva dos algoritmos acima descritos.

5.9 Quantiza@o e ganho de informa&o

Dados dois intervalog, C J;, 0 ganho de informdp deJ; relativo aJ; & definido
como

G = log(ZEjS), (5.25)

ondem(a, b) € uma medida do intervala, b), (Resnikoff, 1987).
Em particular, para a medida = m,, introduzida na se@p 5.5, temosz, (R) =
1 e portanto o ganho de infornmag de um intervald com relago aR é

G= log( ) — —log(m(J)). (5.26)

1
mh(J)
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Considere uma parti@ da reta por intervalos, obtida a partir de umaisagia
de rimeros—oo = zg < 71 < g < -+ < T, = +00 € sejanpy, = my(xrr_1, Tk,
(mp(xp_1,+00) sek = n). Comom,(R) = 1, temos)_;_, px = 1, portantop, &
uma probabilidade discreta gganho esperado de informagou entropig relativo
a esta subdivéo da retaé

I'=1(xy,...,2p-1) = — Zpk log(pr.)- (5.27)
k=1

I mede a quantidade de infornfazde uma quantizag da imagenk, com &lulas
de quantizago (xj_1, zx]. Note que sey_; < yi < zx, enfop, = p)_, +pj, onde
Pr_1 = Mn(Tr—1, yr) €D}, = mn(yr, vx, portanto

—prlog(pr) = —(Pr_y + i) 10g(Pp_1 + p)) < —Dj_1 log(py_1) — P}, log(py),
(5.28)

donde,
I(xy, oo ocxp) < I(21, o Th—1, Yky Thy -+ -y Tpe1), (5.29)

0 que correspondeno@o intuitiva de que teremos mais informdacsobre a imagem
se usarmos umimero maior de@&ulas de quantiz&p.

Por outro lado, cada parcela de& uma fun@o da formaf(z) = —xlog(z),
comz > 0 e portanto satisfaz:

lim f(«) = lim f(z) = 0, (5.30)
0 que mostra que intervalos de probabilidade muito grande ou muito pequena con-
tribuem pouco para o ganhoéaio de informago, os primeiros porqué&mn pouca
informag@o e oslltimos porque@&m baixa probabilidade. Portant®natural per-
guntar: Em qual pos#ip devemos colocar os pontos daigswia{z,} de modo
gue o ganho esperado de inforraagseja raximo?

Proposicao 9. Sejamh : [0,1] x [0,1] — R uma imagem &, = my(xr_1, zx,
onde—cc = zy < 171 < -+ < x, = oo. Enfao 0 ganho radio de informago &
maximo pargy, = 1/n.

Demonstrago. Temos que maximizar a fuBQl = — > px log(px) Sujeitoa res-
tricao " pr = 1.

Podemos aplicar o @odo dos multiplicadores de Lagrange e procurar um ponto
critico de

L==> pelog(pe) + A pr
Derivando, obtemos

oL
0= — =—1 —14+A
o og(pk) + A,
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portantop, = ¢*~!, e usando a resté@p, temos

1
P = —.
n
Como/ & uma fun@o dncava, sua rest@dp ao subespaco

{1, o) [ D e =1}

tamkemeé ddncava, portanto o ponto encontralo maximo global del.
O]

A proposi@o acima diz que se 0 processo de quandi@aapaximiza o ganho
médio de informago, os intervalos de quantizedevem ser escolhidos de modo
que se tenha umegualizao do histograma de frégncias da imagem. S&(z) =
my(—o0o,x] € a fun@o de distribuido deh, entio devemos tomar, = F~!(k/n).

E fato bem conhecido da literatura de compatagéfica que um bom &todo de
guantizago, pela efi@ncia computacional e qualidade percepteal algoritmo do

corte mediano introduzido por Paul Heckbert em 1982. Essencialmente o que esse
algoritmo fazé equalizar o histograma da imagem no processo de quditizBela
proposi@o 9, o nétodo maximiza a entropia da imagem quantizada o que, de certo
modo, explica a boa qualidade perceptual obtida.
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(a) 16 cores. (b) 8 cores.

(c) 4 cores. (d) 2 cores.

Figura 5.3:d(z,y) = |z — |
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(a) 16 cores. (b) 8 cores.

(c) 4 cores. (d) 2 cores.

Figura 5.4:d(z,y) = |z — y|*
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(a) 16 cores. (b) 8 cores.

(c) 4 cores. (d) 2 cores.

Figura 5.5:d(x,y) = |log(z) — log(y)|
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(a) 16 cores. (b) 8 cores.

(c) 4 cores. (d) 2 cores.

Figura 5.6:d(z,y) = |log(z) — log(y)|?
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(a) 16 cores. (b) 8 cores.

(c) 4 cores. (d) 2 cores.

Figura 5.7: Mediana






Capitulo 6

Aplicacoes, extenges e trabalhos
futuros

Neste trabalho, usamos conceitos de geometria diferencial para segmentar e recons-
truir uma imagem a partir de suas caraidgras intrinsecamente bidimensionais.
Apresentamos uma provadtéca de quee possvel reconstruir uma supécie a

partir de seus pontos de curvatura gaussid@manula. Este resultado responde de
maneira afirmativa pergunta colocada em (Banth al. , 1993; Zetzschet al. ,

1993). Apresentamos, tarmim, um algoritmo que reconétra imagem de maneira
satisfabria a partir de seus pont@$D e g2D.

Analisamos as arestas de uma imagem do ponto de vista da geometria dife-
rencial e mostramos que tipicamente os pontos de arestas pertenceidea pegi
rabdlicas das imagens. Isto mostra que podemos introduzir erros de recaostrug
nas vizinhancas das arestas &e tevarmos em conta as régsglD. Tais erros
sao perceptualmente graves devalsensibilidade do sistema visual a estas carac-
teristicas das imagens.

A teoria apresentada neste trabalho tem grande potencial para apticago
momento, estamos investigandarias aplicages do retodo apresentado, bem co-
mo prosseguindo no desenvolvimentorteo dos seus desdobramentos. A seguir
apresentamos uma lista com algudgitos de nosso interesse queaestendo in-
vestigados.

Algoritmo de reconstrucao. Para a maioria das aplidagsée necesario um algo-

ritmo de reconstrp eficiente. Portanto, apresentar algoritmos que reconstruam a
imagem com perdasimimas e rapidamente essencial para 0 sucesso detodo.
Planejamos, tan@m investigar melhor a imp@mcia dos pontos paralicos para a
reconstrugo da imagem.

Codificacao e compresao de imagens. Codificagio e compres® de imagens
aparece como aplicag natural do ratodos desenvolvidos ao longo da tese. Em
particular pode-se usar filtros de curvatura para detectar as arestas da imagem e
posterior codificago a partir destas arestas.

53
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Subdivisdo adaptativa de imagens. Pode-se explorar um filtro de curvaturas para
produzir subdivies adaptativas de uma imagem. Tal esquema para suiediviaz
consegeéncias importantes como, por exemplo, a diceem que uma aresta cruza
as @lulas da subdivépo.

Filtragem de ruidos em imagens. A introdu¢do de ridos em uma imagem leva
ao aparecimento de pontos de curvatura muito grande. Um filtro de curvaturas, por
exemplo a gaussiana, pode ser usada para detectar e remover ieleses ru

Localizacao de imagens em bancos de dadosOs pontos de curvaturaarima

sao determinantes no reconhecimento de uma imagem. Pode&e, esdr estes
pontos como uma maneirapida de comparar imagens. Estetado pode ser bas-
tante eficiente visto que as curvaturas podem ser calculadas em tempo linear.

Identificacao de objetos em cena. Filtros de curvatura podem ser usados para
identificar objetos qued® essencialmente geétricos, em uma cena. Neste caso,
0 objeto seria previamente selecionado, searices calculados e o paudr obtido
seria pesquisado nas imagens subisatges.

Amostragem baseada na curvatura radia de superfcies parangtricas e im-
plicitas. Meétodos adaptativos de amostragem de uma curva o@duetcaes da
sua curvaturaém levado a excelentes resultados. @micas aqui apresentadas le-
vam naturalmente a @odos de decompo$ig adaptativa de supeies impicitas
ou pararétricas. Aém disso a geometria dos pgdnos da decompogig variam
de acordo com o tipo da componente da supierfplanar, paratlica, eiptica ou
hiperkolica).

Generalizages. A teoria descrita na tese se estende naturalmente para tratar su-
perficies arbitarias e @o apenas supécfes de Monge. De um modo geral, uma
imagemé uma funéoh : S — R", onde S& uma variedade. Casos particulares de
grande interesséis:

e dim S = 3. Imagens 3D;

e dim S =2 en > 3. Imagens em cores. Neste caso, podemos tratar a imagem
como uma supeidie deS x R3 (= R%, seS C R?) ou como uma ime&n
h: S — R3, nestelltimo casoh pode ter muitos pontos singulares.

e S & uma esfera. Esteum caso bastante natural, tendo em vista a dist&buic
das &lulas fotossensgeis no globo ocular.
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