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Resumo

Neste trabalho estudamos o problema de reconstrução de uma imagem a partir
de uma segmentação perceptual baseada na classificação geoḿetrica de seus pontos.
A classificaç̃ao dos pontośe feita usando operadores não-lineares baseados nas cur-
vaturas da superfı́cie de Monge da imagem.É apresentada uma prova teórica de que
uma imagem pode ser reconstruı́da a partir de seus pontos de curvatura Gaussiana
não-nula. Este resultado dá fundamento téorico ao ḿetodo de processamento não-
linear de sinais bidimensionais proposto por C. Zetzche, E. Barth e B. Wegmann.
São usados filtros de curvaturas para a deteccão de arestas e vértices de uma imagem
e mostramos quée posśıvel reconstrúı-la a partir desses elementos.

O problema de quantizacão e percepc̃aoé estudado do ponto de vista da otimi-
zaç̃ao usando diferentes métricas no espaço de cor. Uma conseqüência dos resul-
tados apresentadosé que o processo de quantizacão por equalizac̃ao do histograma
de freq̈uênciasé perceptualmentéotimo. Este fatóe bem conhecido e largamen-
te usado, mas até onde nośe conhecido, uma prova não aparece na literatura de
processamento de imagens.

Palavras-chaves: processamento de imagens, curvatura gaussiana, visão, filtros
não-lineares.
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Abstract

We study the problem related to the reconstruction of an image from a perceptual
segmentation based on the geometric classification of its points. The classification
of these points is accomplished by non-linear operators based on the curvatures of
Monge’s patch associated to the image. A theoretical proof is presented that an
image can be reconstructed solely from its points with non-zero Gaussian curva-
tures. This result provides theoretical background to a method of non-linear two-
dimensional signal processing proposed by C. Zetzche, E. Barth e B. Wegmann.
Curvature operators are use to detect edges and vertices from images and we show
that it is possible to reconstruct them from these elements.

We study the perceptual problem related to image quantization from an opti-
mization point of view, using different metrics on the color space. A consequence
of the results presented is that quantization using histogram equalization provides
optimal perceptual results. This fact is well known and widely used but, to our
knowledge, a proof has never appeared on the computer graphics literature.

Key-words: image processing, Gaussian curvature, vision, non-linear filters.
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5.4 Quantizaç̃aoótima . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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outros pontos pertencem̀a regĩaog0D. . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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dos. Os pontos parabólicos, eĺıpticos e hiperb́olicos foram mantidos
na sua cor original. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

ix



x LISTA DE FIGURAS

4.3 Imagens distintas com mesma curvatura Gaussiana. As figuras (c) e
(d) ilustram o perfil das superfı́cies de Monge das imagens em (a) e
(b). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
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Caṕıtulo 1

Introduç ão

“O desenho ñao é uma brincadeira.É muito grave e misterioso que
um traço possa representar um ser vivo. Não apenas sua imagem, mas
sobretudo aquilo que ele realmenteé. Que maravilha! Ñao seria isso
mais surpreendente que todas as prestidigitações e ‘coincid̂encias’ do
mundo?”

Pablo Picasso

Há mais de trinta anos a comunidade cientı́fica tem conhecimento da existência
de ćelulas nos sistemas visuais dos animais especializadas na detecção de carac-
teŕısticas comobugs, cantos, fins de linha etc, (DeValois & DeValois, 1980; De-
Valois et al. , 1982; Lettvinet al. , 1959), e mais recentemente em (Barthet al. ,
1999). Tais ćelulas s̃ao conhecidas genericamente comoendstopped cellse apresen-
tam resposta ḿınima ou nenhuma resposta a estı́mulos que ñao apresentam variação
ou que apresentam apenas variação ao longo de retas paralelas (variação unidimen-
sional). Apesar disso, as técnicas mais freq̈uentemente utilizadas para a análise e
modelagem das funções do sistema visual utilizam operadores lineares.

A presença ub́ıqua dos operadores lineares se deve, em grande parte,à sim-
plicidade de ćalculo com essas transformações. Por exemplo, a inversa de uma
transformaç̃ao linear aindáe uma transformação linear e h́a métodos bem conheci-
dos para o seu cálculo. O ćalculo da inversa de uma transformada, caso exista, pode
ser essencial para algumas aplicações, como por exemplo na codificação e com-
press̃ao de imagens. Entre as transformadas lineares mais populares encontramos,
por exemplo, a transformada de Fourier, wavelets e o filtro laplaciano.

Apesar do grande sucesso dos métodos lineares, alguns métodos ñao-lineares
de processamento de imagens têm sido desenvolvidos. Entre esses, um dos mais
conhecidośe certamente a codificação fractal de imagens. Nele, cada imagemé
associada aóunico ponto fixo de um sistema iterado de funções (IFS). O IFŚe
usado para codificar a imagem, a qual pode ser recuperada pela ação do IFS sobre
qualquer imagem inicial.

A despeito do uso bem sucedido de métodos lineares no processamento digital
de sinais e na modelagem de algumas funções do sistema visual dos animais por

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

neurofisiologistas, ñao é dif́ıcil notar que operadores lineares não podem oferecer
um modelo adequado paraendstopped cells. Isto ocorre porque as auto-funções
do operador s̃ao sinais unidimensionais, (Zetzsche & Barth, 1990; Zetzscheet al.
, 1993). Experimentos de psicologia revelam, ainda, que os pontos que contêm a
maior quantidade de informação no contorno de um desenho são os de extremo da
curvatura (Attneave, 1954).

Uma vez que ñao pode existir um filtro linear capaz de modelar a função de
uma ćelula insenśıvel a est́ımulos de dimens̃ao zero ou um, o estudo de transfor-
madas ñao-lineares, mais do que uma opção, torna-se uma necessidade. No artigo
“The Importance of Intrinsically Two-dimensional Image Features”, C. Zetzsche,
E. Barth e B. Wegmann fazem um estudo detalhado das limitações de um filtro line-
ar e prop̃oem a curvatura gaussiana da superfı́cie de Monge da funç̃ao imagem como
um bom operador ñao-linear para estudos envolvendo a percepção, (Zetzscheet al.
, 1993). A curvatura gaussiana como filtro não-linearé estudada com mais detalhes
em “Image Encoding, Labeling, and Reconstruction from Differential Geometry”,
onde os autores mostram queé posśıvel reconstruir parcialmente uma imagem par-
tindo apenas do conjunto de pontos de curvatura gaussiana não-nula, (Barthet al. ,
1993). Neste mesmo trabalho os autores propõem que aquele conjunto contém toda
a informaç̃ao necesśaria para a reconstrução de uma imagem cinza.

A razão para a escolha da curvatura gaussiana está em uma decomposição na-
tural de uma imagem em três regĩoes: uma região onde a imagem não apresenta
variaç̃ao, uma regĩao onde ocorre apenas variação unidimensional e uma terceira
regĩao onde ocorre variação em todas as direções. Estáultima cont́em as carac-
teŕısticas geoḿetricas presentes embugs, cantos, fins de linhas etc, eé aúnica regĩao
para a qual a curvatura gaussiana produz resposta não nula.

Transformadas lineares e não-lineares t̂em aplicaç̃oes em v́ariasáreas relacio-
nadas̀a Computaç̃ao Gŕafica,à Fisiologia èa Psicologia como por exemplo: Visão
Biológica, Vis̃ao Artificial, Rob́otica, Codificaç̃ao e Compressão de Imagens, Seg-
mentaç̃ao e Reconstrução de Imagens, e Reconhecimento de Padrões.

A seguir apresentaremos um rápido resumo da literatura mostrando evidências
de processamento não-linear de imagens por sistemas visuais.

1.1 Curvatura e percepç̃ao

Em 1954 Attneave, (Attneave, 1954) realizou uma série de experimentos com a
percepç̃ao humana de contornos e concluiu que entre os pontos de uma linha fechada
aqueles mais representativos são os de extremo da curvatura.

Attneave conduziu seu experimento do seguinte modo: submete-se a um in-
divı́duo um contorno como o da figura 1.1(a) e pede-se que ele escolha um determi-
nado ńumero de pontos sobre a figura de maneira que se possa reconstruı́-la. Se o
número de pontośe pequeno demais a informação nele contida ñao seŕa suficiente
para a reconstrução. Se o ńumero de pontośe grande demais essa informação é
largamente redundante. Para um número apropriado de pontos, digamos seis pon-
tos para a figura 1.1(a), o resultado do experimento para um grupo de indivı́duosé
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similar à figura 1.1(b), onde as barras indicam a freqüência dos pontos escolhidos.
Attneave inferiu que entre os pontos escolhidos os mais prováveis s̃ao os de

extremo da curvatura. Para ilustrar suas conclusões, calculou os pontos de extremo
da curvatura para o contorno de um gato e o reconstruiu a partir desses pontos, com
segmentos de reta, resultanto em um contorno que ainda pode ser reconhecido como
de um gato, figura 1.1(c).

(a) Um contorno. (b) Histograma de freq̈uências
dos pontos mais representati-
vos.

(c) O famoso “Attnea-
ve’s cat”, reconstrúıdo
a partir dos extremos da
curvatura.

Figura 1.1: O experimento de Attneave.

1.2 Bug detectors

Há mais de trinta anos neurofisiologistas sabem que existem no sistema visual dos
animais ćelulas especializadas na detecção debugs, cantos, fins de linha etc.

Um dos experimentos pioneiros neste campo foi realizado por Lettvin e Matu-
rana em 1959. O experimento consistiu em medir as respostas elétricas de algumas
células do sistema visual dos sapos enquanto o olho era estimulado com diferentes
figuras. Descobriu-se que o sistema visual desses animais apresenta células que ñao
produzem resposta quando estimuladas com imagens que apresentam caracterı́sticas
de variaç̃ao unidirecional. O experimento e o tipo de resposta para algumas imagens
é ilustrado na figura 1.2.

1.3 Lei de Weber

Um aspecto interessante do sistema visual humanoé que a percepção de intensidade
de luz ocorre em quantidades. ALei de Weberafirma que se∆xk = xk+1 − xk é o
menor valor tal que se pode perceber diferença entre as intensidades de iluminação
xk exk+1, ent̃ao

∆xk
xk

= ε = constante. (1.1)
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Figura 1.2: “What the frog’s eye tells the frog’s brain”: Obug detectorpresente
no sistema visual dos sapos produz resposta não nula apenas para estı́mulos que
apresentam variação em todas as direções.

Portanto, se começarmos com um valor de intensidadex0, o k-ésimo valor de
intensidade será

xk = x0(1 + ε)k = x0e
k log(1+ε) (1.2)

queé equivalente a

log(xk) = log(x0) + k log(1 + ε). (1.3)

Isto mostra que o sistema visual humano faz uma quantização ñao uniforme do
espaço de cor.

A função logaritmo transforma a escala não-linear induzida no espaço de cores
pelo sistema visual em uma escala linear. Portanto, pode-se modelar a resposta
psicof́ısicaφ(x), da intensidadex, pela equaç̃ao

φ(x) = C log(x) (1.4)

A constanteC incorpora uma possı́vel mudança de base no logaritmo e pode ser
fisicamente estimada.

A função de resposta psicofı́sica pode ser estudada do ponto de vista da teoria
da informaç̃ao, (Resnikoff, 1987). Nesse contexto, pode-se mostrar que asúnicas
possibilidades para a funçãoφ são:

φ(x) = C log(x) ou (1.5)

φ(x) = Cxr, r 6= 0. (1.6)

O modeloφ(x) = C log(x) foi proposto por Fechner, (Fechner, 1858). Enquanto
o modeloφ(x) = Cxr foi proposto por Stevens,(Stevens, 1961).

Outra maneira de interpretar a Lei de Weberé imaginar que a unidade com a qual
medimos dist̂ancia noespaço de coresmuda de acordo com a cor. Tal mudançaé
proporcionalà intensidade luminosa da cor. O conceito matemático que abstrai a
noç̃ao intuitiva de mudança de escala para cada pontoé o demétrica Riemanniana.

No contexto da Geometria Riemanniana, a Lei de Weber indica que a métrica do
espaço de cor unidimensionalé

α2(
dx

x
)2. (1.7)
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A generalizaç̃ao dessa ḿetrica para o espaço de cores tridimensionalé conhecida
comométrica de Helmholtz,(von Helmholtz, 1891),

α2(
dx

x
)2 + β2(

dy

y
)2 + γ2(

dz

z
)2. (1.8)

A distância entre as coresA = (x0, y0, z0) eB = (x1, y1, z1) nessa ḿetricaé dada
por

d2(A,B) = α2 log2(x1 − x0) + β2 log2(y1 − y0) + γ2 log2(z1 − z0). (1.9)

Se duas cores diferem apenas em brilho, istoé,B = rA, ent̃ao

d(A,B) =
√
α2 + β2 + γ2| log(r)| (1.10)

queé a funç̃ao psicof́ısica de Fechner,(Resnikoff, 1987).

1.4 Conectividade da variedade visual

Um experimento simples pode ser usado para mostrar que o cérebro humano execu-
ta um processo de reconstrução da imagem visualizada. Fixando-se o olho direito na
cruz branca da figura 1.3(a) e afastando-a cerca de 30 cm do rosto,é posśıvel encon-
trar um ponto onde ñao se v̂e a bola branca presente na figura. O desaparecimento
da bola branca ocorre devidoà exist̂encia de uma região cega no olho humano, no
entanto quando olhamos para uma imagem, como por exemplo esta folha de papel,
não percebemos nenhuma falha na imagem percebida.

A figura 1.3(b) mostra que o processo de reconstrução ñao é simplesmente um
processo de interpolação a partir do contorno da região que ñao é vista pelo olho.
Neste caso, a figura percebida apresentaria uma variação suave do branco para o
preto na regĩao obstrúıda pelo ponto cego do olho; no entanto, a parte escura da
imagemé reconstrúıda com arestas em linha reta.

1.5 Esboço priḿario

Desde David Marr, a comunidade cientı́fica tem procurado caracterizar uma imagem
a partir de um ńumero ḿınimo de informaç̃oes. A proposta de Marr era caracterizar
uma imagem a partir de suas arestas calculadas em várias escalas (primal sketch).
Neste caso, as arestas seriam calculadas comozero crossingsdo laplaciano

∆(h ∗ gσ) = h ∗∆gσ, ondegσ(u, v) =
1

2πσ
e−

u2+v2

2σ . (1.11)

O filtro ∆gσ é chamado deLOG a partir da expressão em ingl̂esLaplacian of
Gaussian. A função de transferência desse filtróe mostrada na figura 1.4(b).

A razão para o uso do filtroLOG reside em um teorema de amostragem de
sinais o qual afirma que umfiltro de passa-oitavapode ser reconstruı́do de maneira
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(a)

(b)

Figura 1.3: Experimento mostrando que o sistema visual executa um processo de
reconstruç̃ao da imagem vista pelo olho.

exata a partir de suas raı́zes, (Logan Jr., 1977). Um filtro de passa-oitavaé um filtro
onde a raz̃ao entre as freq̈uências de menor e maior valor absolutoé menor que1/2,
veja figura 1.4(a). A figura 1.4(b) mostra claramente que oLOG é um filtro de
passa-banda, entretanto, nãoé um filtro de passa-oitava.

É claro que se conseguirmos recuperar∆(h ∗ gσ), ent̃aoh ∗ gσ pode ser recupe-
rada, pois a equação

∆f = g (1.12)

determina a funç̃ao f a menos da condição de contorno. Entretanto, o próprio D.
Marr chama a atenção para o fato de que a percepção humana envolve caracterı́sticas
mais complexas, como pode ser visto nas figuras 1.5 e 1.6.

A conjectura de Marr foi provada por Hummel e Moniot, supondo que se tem
informaç̃oes sobre o gradiente da imagem ao longo das arestas, (Hummel & Moniot,
1989).

Posteriormente, Stephane Mallat usou um esquema deWaveletspara calcular
e reconstruir uma imagem a partir de suas arestas, (Mallat, 1991). O método de
Mallat pode ser visto como um esquema de amostragem e reconstrução, em que os
pontos de amostragem são as arestas em uma determinada resolução e as amostras
são as derivadas da imagem suavizada. Mallat também prop̂os que seu esquema
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(a) Filtro de passa-oitava ideal:
A razão entre a menor e maior
freqüênciaé igual a 1/2.

(b) Laplaciano de uma gaussi-
ana.

Figura 1.4: Filtros de passa banda no domı́nio da freq̈uência.

(a) Cachorro. (b) Mulher jovem
ou idosa?

Figura 1.5: Imagens ambı́guas.

de amostrageḿe completo e implementou um algoritmo para a reconstrução da
imagem que na prática apresentou bons resultados.

Apesar dos trabalhos bem sucedidos de Mallat, Hummel e Moniot, Meyer mos-
trou atrav́es de exemplos analı́ticos que ambas as conjecturas (de Marr e Mallat)
são falsas, (Meyer, 1991). O contra-exemplo de Meyer, reside na escolha especı́fica
da wavelet escolhida por Mallat para a detecção das arestas e reconstrução da ima-
gem. Portanto, o problema de saber se outra escolha da wavelet pode levar a uma
demonstraç̃ao da conjectura de Mallat permanece em aberto.
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(a) (b)

Figura 1.6: A figura em (b)́e a mesma figura em (a) a menos de uma rotação de 180
graus. No entanto a imagem em (a)é percebida como um monte enquanto a imagem
em (b)é percebida como uma cratera.



Caṕıtulo 2

Imagens

Neste caṕıtulo escolheremos um modelo matemático para o estudo analı́tico das
imagens e descrevemos algumas técnicas de processamento que decorrem natural-
mente desta escolha. Em particular, descreveremos brevemente o espaço de ima-
gens, derivadas em espaço de escala, arestas, segmentações e t́ecnicas de geometria
diferencial.

2.1 Paradigma de Abstraç̃ao

Para aplicar ḿetodos mateḿaticos e computacionais ao estudo das imagensé conve-
niente estabelecer uma hierarquia de abstrações. Uma vez escolhida tal hierarquia,
podemos usar para cada nı́vel de abstraç̃ao um modelo mateḿatico apropriado. Nes-
te trabalho usaremos oparadigma dos quatro universosintroduzido em (Gomes &
Velho, 1995).

No modelo dos quatro universos, associamos a cada imagem quatro represen-
taç̃oes: a imagem fı́sica, uma idealizaç̃ao mateḿatica da noç̃ao f́ısica, uma repre-
sentaç̃ao discreta e uma codificação da imagem. Os pares de operações de passa-
gem entre os v́arios ńıveis de abstraç̃ao s̃ao denominados:abstraç̃ao e realizaç̃ao,
discretizaç̃ao e reconstruç̃ao e, codificaç̃ao e decodificaç̃ao. A figura 2.1 ilustra o
paradigma dos quatro universos.

A escolha do modelo matemático em cada um dos vários ńıveis de abstraç̃ao
conduz a problemas distintos no estudo das imagens. Intrı́nseco a cada escolha dos
modelos est̃ao os problemas de estudo dos modelos matemáticos escolhidos e das
operaç̃oes de passagem entre eles. Neste trabalho, aplicaremos métodos de geome-
tria diferencial náanalise e processamento de imagens, portanto escolheremos um
modelo mateḿatico para as imagens que nos permita aplicar tais métodos. Estare-
mos principalmente interessados no estudo dos modelos matemático e discreto de
uma imagem e nas operações de discretização e reconstruç̃ao.

9
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MATEMATICO DE

MODELO 

IMAGEMFISICO

MODELO

DISCRETO DE
CODIFICADA

IMAGEM

IMAGEM

NO UNIVERSO

IMAGEM

Figura 2.1: Ńıveis de abstraç̃ao no modelo dos quatro universos.

2.2 Modelo funcional de imagem

No modelo funcional, uma imagem cinzaé representada por uma funçãoh : U → R,
onde osuporte da imagem, U , é um subconjunto do plano eh(u, v) representa a in-
tensidade de cinza no ponto(u, v) ∈ U . Neste modelo, um espaço de imagensé
um subespaço vetorial do espaço de funçõesL = {h : U → R} munido da soma e
produto por escalar usuais:

(g + h)(x) = g(x) + h(x) (2.1)

e

(λh)(x) = λh(x) (2.2)

parag, h ∈ L.
Se aĺem disso supomos que existe

∫
U
h(x)2 dx, o que significa que a energia

da imagemé finita, o espaçoL fica naturalmente munido de um produto interno
〈f, g〉 =

∫
U
g(x)h(x) dx. Esteé um espaço de funções muito bem estudado na

mateḿatica e seŕa o espaço usado com modelo para o espaço de imagens neste
trabalho. Conv́em lembrar que se dispõe de outros modelos que também podem
ser usados para representar apropriadamente uma imagem, como por exemplo as
distribuições temperadase osmodelos estoćasticos.

2.3 Derivadas em espaços de escala

Para um grande número de t́ecnicas de processamento de imagensé necesśario o
cálculo das derivadas da funçãoh. Algumas das dificuldades em se utilizar essas
técnicas se devem aos seguintes problemas:

• Em geral uma imagem nãoé diferencíavel e apresenta uma grande quantidade
de rúıdos;

• Pequenas perturbações de uma funç̃ao diferencíavel podem acarretar grandes
variaç̃oes na sua derivada.

Esses problemas tornam a diferenciabilidade discreta um problema mal posto,
mas podem ser contornados usando técnicas de regularização em espaços de esca-
la, (Lindeberg, 1994). O ḿetodo, essencialmente, consiste em escolher uma função
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diferencíavel positivag : R2 → R satisfazendo
∫
g(x) dx = 1. Neste casóe um fato

conhecido que a faḿılia de funç̃oes definida por

h ∗ gσ(x) =

∫
h(y)gσ(x− y)dy, onde,gσ(x) =

1

σ
g(
x

σ
)

tem boas propriedades de convergência e diferenciabilidade. Em particular valem
as seguintes proposições:

Proposiç̃ao 1. Seh é cont́ınua e limitada entãoh ∗ gσ converge uniformente parah
quandoσ → 0.

Proposiç̃ao 2. Seg é deriv́avel ent̃aoh ∗ g é deriv́avel e vale

∂

∂xj
(h ∗ g) = h ∗ (

∂g

∂xj
). (2.3)

Quando a funç̃ao h é deriv́avel ambas as expressões na equação s̃ao iguais a
∂h
∂xj
∗ g. A proposiç̃ao 1 junto com a equação 2.3 permitem calcular aproximações

para derivadas deh a partir das derivadas da função de escalagσ.
Embora a funç̃ao de escala possa ser escolhida de maneira bastante geral, o olho

humanóe menos sensı́vel a erros que apresentam caracterı́sticas de simetria. Por esta
raz̃ao a funç̃ao de escalag geralmentée escolhida com propriedades de simetria.

Uma ańalise mais atenta dáultima igualdade da equação 2.3 mostra que não é
necesśario conhecer explicitamente a função de escala para calcular as derivadas de
h. Para istoé suficiente conhecer as derivadas∂g

∂xj
. Esta id́eia foi utilizada para

introduzir novos filtros de derivação em (Ma & Li, 1998).
A noção de espaço de escala apresentada ligeiramente acima está relacionada

de modo muito pŕoximo com os conceitos matemáticos dewavelete identidade
aproximada.

2.4 Arestas

Quando olhamos para uma imagem podemos claramente identificar regiões onde
há pouca variaç̃ao na intensidade de cor da imagem. Estas regiões aparecem sepa-
radas por curvas onde ocorrem grandes variações ao se mudar de uma região para
outra. Isto significa que a funçãoh que modela uma imagem nãoé necessariamen-
te diferencíavel, podendo até mesmo apresentar pontos de descontinuidade. Tais
pontos s̃ao chamados dearestasda imagem. As arestas são elementos de grande
import̂ancia para a percepção como foi mostrado por David Marr, (Marr, 1982).

O processo de regularização introduzido na seção 2.3 transforma a funçãoh em
uma funç̃ao diferencíavel e portanto sem pontos de descontinuidade. Entretanto,
se a escaláe suficientemente fina podemos recuperar esses pontos, como indica a
proposiç̃ao 3 a seguir.

Para simplicar a notação e as hiṕoteses, no que segue restringiremos a discussão
na seç̃ao seguinte a uma função h : R → R seccionalmente diferenciável e com
suporte compacto.
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Figura 2.2: Conjunto de arestas na imagem deLena.

Proposiç̃ao 3. Sejamh uma funç̃ao seccionalmente contı́nua eg é uma funç̃ao di-
ferencíavel tal que

1. g(x) ≥ 0 eg(x) = 0 se|x| > s/2,

2.
∫
g(x) dx = 1 e oúnico ponto de ḿaximo local deg éx = 0.

Suponha quep é um ponto de descontinuidade deh e s é suficientemente pequeno.
Ent̃ao,| d

dx
(h ∗ g)| possui um ponto de ḿaximo localps, com|p− ps| < s.

Demonstraç̃ao. Comoh é seccionalmente contı́nua, ses é suficientemente pequeno
podemos supor quep é o único ponto de descontinuidade deh no intervalo[p −
s, p+s]. Comox = 0 é oúnico ponto de ḿaximo local deg, segue queg(x−p) não
muda de sinal em cada um dos intervalos[p− s/2, p] e [p, p+ s/2]. Podemos então
usar o teorema do valor ḿedio para integrais e obter constantesa1 ∈ (p− s/2, p) e
a2 ∈ (p, p+ s/2) tais que

d

dx
(h ∗ g)(p) =

∫ p

p−s/2
h(x)g′(p− x) dx+

∫ p+s/2

p

h(x)g′(p− x) dx

= (h(a1)− h(a2))g(0).

Repetindo o argumento parap1 = p − s/2 e p2 = p + s/2, obtemos constantes
b1, b2 ∈ (p− s, p) e c1, c2 ∈ (p, p+ s) tais que

d

dx
(h ∗ g)(p1) = (h(b1)− h(b2))g(0) e

d

dx
(h ∗ g)(p2) = (h(c1)− h(c2))g(0).

Comoh é cont́ınua por partes e descontı́nua emp, ses é pequeno temos

| d
dx

(h ∗ g)(p)| > | d
dx

(h ∗ g)(p1)|, | d
dx

(h ∗ g)(p2)|.
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Portanto, como| d
dx

(h∗g)| é cont́ınua, assume um ḿaximo local emps ∈ (p− s, p+ s).

Se pé um ponto de ḿaximo de| d
dx

(h ∗ g)| ent̃ao d2

dx2 (h ∗ g)(p) = 0. Portanto, a
proposiç̃ao acima diz que os pontos de aresta deh são aproximados pelos pontos de
máximo da derivada primeira (Canny edges) ou pelos zeros da derivada segunda de
h ∗ g (zero crossings).

2.5 Segmentaç̃oes

Uma t́ecnica freq̈uentemente utilizada em processamento de imagens consiste em
particionar o suporte da imagem em subconjuntos cujos pixels apresentem carac-
teŕısticas de similaridade. Este processoé conhecido comosegmentaç̃ao da ima-
gem. Em processos autoḿaticos de segmentação de uma imagem pode acontecer
que as regĩoes resultantes apresentem algumas caracterı́sticas ñao desejadas como
linhas conectadas a regiões bem definidas, pontos isolados etc. Quando isto ocor-
re, dizemos que as regiões ñao s̃ao regulares. A proposição 4 mostra que sempreé
posśıvel obter uma “boa segmentação” a partir de uma segmentação qualquer.

SejaX um subconjunto do plano, indicaremos porint(X), X e ∂X o conjunto
dos pontos interiores, o fecho topológico e a fronteira deX, respectivamente.

A operaç̃ao que consiste em tomar o fecho topológico do conjunto dos pontos
interiores deX é chamadaregularizaç̃aodeX eé indicada porR(X) = int(X). O
conjuntoX é regularse a operaç̃ao de regularizaç̃ao ñao alteraX.

Definição 1. Um subconjunto regularU ⊂ R2 é umaregião se sua fronteiráe uma
curva diferencíavel por partes.

Definição 2. SejaU uma regĩao. Umasegmentaç̃aodeU é uma colec̃aoS = {Uλ}
de subconjuntos deU , tais que:

1. U =
⋃
Uλ;

2. Seα 6= β ent̃aoUα

⋂
Uβ tem interior vazio emU .

Cada subconjuntoUλ é chamado umsegmentodeU . Uma segmentação é finita se
possui um ńumero finito de subconjuntos. Uma segmentação é localmente finita
se cada ponto deU possui uma vizinhança que intercepta apenas um número fini-
to de subconjuntos da segmentação. Neste trabalho, todas as segmentações ser̃ao
consideradas finitas a menos que seja explicitamente enunciado.

Observaç̃ao 1. SeU é uma regĩao eS = {Uλ} é uma segmentação deU , ent̃ao
S = {Uλ} é uma segmentação deU por conjuntos fechados.
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2.5.1 Segmentaç̃oes regulares

Diremos que uma segmentaçãoé regular seUλ é regular para todoλ. Em particular,
se a segmentação é regular os conjuntosUλ são fechados. A proposição a seguir
mostra que toda partição finita pode ser regularizada.

Proposiç̃ao 4. SeU é uma regĩao, toda segmentação finitaS = {Uλ} deU pode
ser regularizada através da substituiç̃ao deUλ pela sua regularizaçãoRλ = R(Uλ).

Demonstraç̃ao. Pela observaç̃ao 1, podemos supor que os conjuntosUλ são fecha-
dos. Neste caso,Rλ ⊂ Uλ e portantoRα ∩Rβ tem interior vazio seα 6= β.

Resta mostrar queR =
⋃
Rλ coincide comU . SejaCλ =

⋃
β 6=λ Uβ, Cλ é

essencialmente o complementar deUλ emU . Como cadaUλ é fechado e a faḿılia
é uma segmentação finita, segue queR eCλ são fechados eUλ ∩ Cλ tem interior
vazio.

Sejap ∈ U e suponha, por absurdo, quep /∈ R, ent̃aop ∈
⋃
∂Uλ. Por outro

lado, comoUλ eCλ são fechados eU = Uλ ∪Cλ, temos∂Uλ = Uλ ∩Cλ. Portanto,
sep /∈ R ent̃aop ∈

⋃
∂Uλ ⊂

⋃
(Uλ∩Cλ) =

⋃
α 6=β(Uα∩Uβ). Como a segmentação

é finita, segue que o complementar deR tem interior vazio e como Ŕe fechado, o
complementar deR é aberto. Concluimos que o complementar deR é aberto e tem
interior vazio, logóe vazio, o que contradizp /∈ R. PortantoU = R =

⋃
Rλ.

2.5.2 Segmentaç̃ao a partir das arestas

Uma t́ecnica largamente utilizada em processamento de imagens consiste em obter
uma segmentaçaoU =

⋃
Uλ de modo que ñao ocorra grandes variações de intensi-

dade em cada componenteUλ, figura 2.3. Como as grandes variações de intensidade
da imagem ocorrem nas vizinhanças das arestas, a segmentação deve ser obtida de
modo que as arestas façam parte das fronteiras da segmentação.

Figura 2.3: Segmentação a partir das arestas
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Métodos de segmentação a partir das arestas de uma imagem têm recebido espe-
cial atenç̃ao desde que David Marr propôs que o conjunto de arestas de uma imagem
forneceriam uma representação completa desta. Veja secção 1.5.

2.6 Superf́ıcies paraḿetricas

Nos últimos cinco anos, tem havido crescente interesse na utilização de t́ecnicas
de geometria diferencial em processamento de imagens. Nesta seção apresentare-
mos de maneira breve alguns conceitos básicos de geometria diferencial que serão
utilizados nos caṕıtulos seguintes.

SejaU um subconjunto aberto doR2 com coordenadas(u, v). Umasuperf́ıcie
paraḿetrica, S, é uma aplicaç̃ao diferencíavel f : U → R

3 tal quefu e fv são
linearmente independentes ao longo de todo o domı́nio de f . Dadop ∈ U , os
vetoresfu(p) e fv(p) geram um subespaço vetorial doR3 chamadoplano tangente
deS emp. Indica-se esse plano porTpS.

No modelo funcional, uma imagemh est́a naturalmente associada a uma su-
perf́ıcie atrav́es da parametrização

(u, v) 7→ f(u, v, h(u, v)).

Chamamos essa superfı́cie desuperf́ıcie de Mongeda imagem.

2.6.1 As formas fundamentais

A forma geoḿetrica de uma superfı́cie fica determinada a partir do conhecimento
de duas formas quadráticas que introduziremos a seguir.

Seα′ = u′fu + v′fv é um vetor no plano tangente deS, a forma quadŕatica
definida por

Ip(α
′) = 〈α′, α′〉 = E(u′)2 + 2Fu′v′ +G(v′)2,

onde,

E = 〈fu, fu〉, F = 〈fu, fv〉, G = 〈fv, fv〉,

é chamadaprimeira forma fundamentaldeS.
Para cadap ∈ U , existe umúnico vetor unit́arioN tal que{fu, fv, N} é uma

base positiva doR3. A plicaç̃ao

N : U → R
3 (2.4)

é aaplicaç̃ao normal de GaussdeS. Como

〈N,N〉 = 1,

segue que

〈N,Nu〉 = 〈N,Nv〉 = 0
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e portanto a derivada deN é uma transformação linear deTpS emTpS. dN é uma
transformaç̃ao auto-adjunta, veja (do Carmo, 1976) para uma demonstração.

A segunda forma fundamental deS é a forma quadrátrica definida por

IIp(α
′) = −〈dN(α′), α′〉 = e(u′)2 + 2fu′v′ + g(v′)2,

onde,

e = −〈Nu, fu〉, f = −〈Nu, fv〉 = −〈Nv, fu〉, g = −〈Nv, fv〉,

Os coeficientesE,F,G, e, f, g determinam completamente uma superfı́cie pa-
ramétrica. Melhor ainda, oTeorema Fundamental da Teoria Local das Superfı́cies
afirma que se esses coeficientes satisfazem um conjunto de equações de compa-
tibilidade, conhecidas como equações de Gauss e Mainardi-Codazzi, então existe
umaúnica superf́ıcie paraḿetrica com esses coeficientes. Um enunciado mais pre-
ciso bem como a demonstração desse teorema pode ser encontrada em (do Carmo,
1976).

2.6.2 Curvaturas

Chama-se curvatura gaussiana (K) e curvatura ḿedia (H) ao determinante e ao
hemi-traço de−dN , respectivamente. Istóe

K = det(dN) (2.5)

H = −1/2 traço(dN). (2.6)

Os autovalores de−dN chamam-se curvaturas principais da superfı́cie e podem
ser facilmente calculados a partir deK,H e da relaç̃ao

k2 − 2Hk +K = 0.

A segunda forma fundamental tem grande influência na forma que a superfı́cie
assume em torno de um ponto. Se(u′, v′, z) representa as coordenadas doR3 em
relaç̃aoà base{fu, fv, N} transladada para o pontop ∈ S, ent̃ao

z = e(u′)2 + 2fu′v′ + g(v′)2

é a equaç̃ao do parabolóide osculador̀a superf́ıcie emp. Os pontos deS são classi-
ficados com relaç̃aoà forma desse parabolóide em planares, parabólicos, eĺıpticos e
hiperb́olicos. De modo mais preciso, dizemos quep ∈ S é:

1. Planar, seK = H = 0;

2. Parab́olico, seK = 0 eH 6= 0;

3. Eĺıptico, seK > 0;

4. Hiperb́olico seK < 0.
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2.6.3 A matriz da derivada da aplicaç̃ao de Gauss

A matriz dedN em relaç̃aoà base ordenada{fu, fv} pode ser calculada a partir dos
coeficientesE,F,G, e, f, g da primeira e segunda formas fundamentais.

ComoNu eNv pertencem ao plano tangente deS, podemos escrever

Nu = a11fu + a21fv

Nv = a12fu + a22fv.

Tomando-se produtos internos comfu efv tem-se

−e = a11E + a21F

−f = a11F + a21G

−f = a12E + a22F

−g = a12F + a22G

de onde se obtém, (
a11 a12

a21 a22

)
= −

(
E F
F G

)−1(
e f
f g

)
(2.7)

A equaç̃ao 2.7 permite calcular as curvaturas gaussiana e média.
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Caṕıtulo 3

Geometria diferencial e ańalise de
imagens

A toda imagemh : U → R corresponde naturalmente uma superfı́cie de Monge
atrav́es da identificaç̃ao entre a funç̃aoh e o seu gŕaficoS = {(u, h(u)), u ∈ U}.
A associaç̃ao entre imagens e superfı́cies nos permite aplicar ḿetodos da geometria
diferencialà ańalise e śıntese de imagens.

3.1 Segmentaç̃ao perceptual de uma imagem

A equival̂encia entre imagens e funções dada pela nossa escolha do modelo ma-
temático para as imagens, a cada imagem corresponde uma função e vice-versa, faz
parecer que o estudo das imagens reduz-se simplesmente ao estudo das funções. Por
que, ent̃ao, as imagens são especiais?

A respostáe que imagens naturais apresentam grande quantidade de redundância.
Para quase todos os pontos de uma imagem natural, a diferença entre o valor de
um pixel e seus vizinhośe muito pequena ou simplesmente nenhuma.É essa re-
dund̂ancia que os ḿetodos de codificação procuram detectar e eliminar.

Com o objetivo de melhor explorar os diferentes tipos de redundância que podem
ocorrer em uma imagem, podemos segmentar o suporte da imagem,h : U → R

n,
em tr̂es regĩoes de acordo com o nı́vel de redund̂ancia perceptual na vizinhança de
cada ponto. Indicaremos essas regiões por0D, 1D e 2D.

Definição 3 (Segmentaç̃ao perceptual de uma imagem).Sejamh : U → R
n uma

imagem eU ⊂ R2, diremos que:

1. u ∈ 0D, seh é constante em uma vizinhança deu;

2. u ∈ 1D, seu /∈ 0D e existe uma decomposição de uma vizinhança deu como
a unĩao de segmentos de retas paralelas, eh é constante ao longo de cada um
desses segmentos;

3. u ∈ 2D, se nenhuma das duas condições anteriores se verifica, istoé , h
apresenta variações ao longo de todas as direções em uma vizinhança deu.

19
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Chamaremos de segmentação perceptual da imagemh, à segmentaç̃ao regular deU
obtida a partir dos conjuntos0D, 1D e 2D.

Por um abuso da notação indicaremos os conjuntos0D, 1D e 2D e suas vers̃oes
regularizadas pelo mesmo sı́mbolo. De acordo com a terminologia introduzida em
(Zetzscheet al. , 1993), diremos que as componentes0D, 1D e 2D da segmentação
perceptual da imagem têmdimens̃ao intŕınseca zero, um e dois, respectivamente. Do
ponto de vista perceptual, a componente0D correspondèas regĩoes onde h́a pouca
ou nenhuma variação na intensidade da imagem, a componente1D correspondèas
vizinhanças de arestas, enquanto a componente2D correspondèas regĩoes de grande
variaç̃ao da imagem. Imagens naturais são predominantemente0D. A figura 3.1
ilustra a segmentação perceptual da imagem suavizada de um quadrado.

Figura 3.1: Segmentação perceptual: As regiões1D são as vizinhanças das arestas
e as regĩoes2D são as vizinhanças dos vértices. Todos os outros pontos pertencem
à regĩao0D.

A segmentaç̃ao de uma imagem, nas suas regiões de dimensionalidade intrı́nseca,
feita acima est́a estreitamente relacionadaà classificaç̃ao dos pontos de uma su-
perf́ıcie emplanares, parab́olicos, eĺıpticos e hiperb́olicos dada pela geometria
diferencial cĺassica. Neste caso, a classificação dos pontos da superfı́cie de Monge
da imagem.

3.2 Segmentaç̃ao geoḿetrica de uma imagem

Podemos usar a classificação local da superfı́cie de Monge associadàa imagem
h : U → R para obter uma segmentação similar àquela dada pela dimensão in-
trı́nseca da imagem. Indicaremos as regiões desta segmentação porg0D, g1D e
g2D .

Definição 4 (Segmentaç̃ao Geoḿetrica de uma Imagem). Se h : U → R é uma
imagem eU ⊂ R2, diremos que:

1. u ∈ g0D, se(u, h(u)) é planar;

2. u ∈ g1D, se(u, h(u)) é parab́olico;

3. u ∈ g2D, se(u, h(u)) é eĺıptico ou hiperb́olico.



3.2. SEGMENTAÇÃO GEOMÉTRICA DE UMA IMAGEM 21

Chamaremos de segmentação geoḿetrica da imagemh, à segmentaç̃ao regularizada
deU obtida a partir dos conjuntosg0D, g1D e g2D.

Observaç̃ao 2. A segmentaç̃ao geoḿetrica da imagem possui algumas proprieda-
des bem interessantes. Pode-se mostrar, por exemplo, que a fronteira comum entre
as regĩoesg0D e g1D é um segmento de reta, e a fronteira comumàs regĩoesg1D e
g2D é uma curva diferenciável, veja figura 3.2.

Novamente, abusaremos da notação e indicaremos os conjuntosg0D, g1D e
g2D e suas vers̃oes regularizadas pelo mesmo sı́mbolo. A figura 3.2 ilustra a
segmentaç̃ao geoḿetrica da imagem suavizada do quadrado em 3.2. Observe que,
neste caso, as segmentações perceptual e geométrica coincidem, figuras 3.1 e 3.2,
respectivamente.

Figura 3.2: Segmentação geoḿetrica: As regĩoesg1D são as vizinhanças das arestas
e as regĩoesg2D são as vizinhanças dos vértices. Todos os outros pontos pertencem
à regĩaog0D.

A segmentaç̃ao da imagem dada pela classificação dos pontos da superfı́cie de
Mongeé similar à segmentaç̃ao dada pela dimensionalidade intrı́nseca. A regĩao
g0D é basicamente a união de pedaços de plano, a região g1D é basicamente a
união de pedaços de cones e cilindros, enquanto a região g2D tem comportamen-
to não-linear em todas as direções. Apesar da similaridade, as regiões das duas
segmentaç̃oes podem ñao coincidir exatamente, como se pode concluir da possi-
bilidade de pedaços de cones aparecerem na região 2D . Entre outras, temos as
seguintes inclus̃oes que podem ser facilmente verificadas:

0D ⊂ g0D, 1D ⊂ g0D ∪ g1D, 2D ⊂ g1D ∪ g2D, g2D ⊂ 2D

A similaridade entres as regiões dadas pela classificação local das superfı́cies e
aquelas dadas pela dimensão intŕınseca de uma imagem indicam que as medidas
de curvatura da geometria diferencial são um bom ponto de partida para a detecção
e eliminaç̃ao de redund̂ancias em imagens.

Al ém disso, ambas as segmentações gozam de propriedades quase sempre de-
sejadas em computação gŕafica e processamento de imagens, como por exemplo, a
invariância por translaç̃oes, rotaç̃oes. A segmentação perceptual também é invari-
ante por alteraç̃oes no brilho e constraste, enquanto que a segmentação perceptual
pode sofrer mudar sob essas transformações.
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3.3 Transformadas geoḿetricas

No processo de análise de uma imagem, freqüentementée necesśario mudar de
um modelo de imagem para outro. A operação de mudança entre dois modelos de
imagemé chamada detransformada. Na seç̃ao anterior, vimos que a geometria di-
ferencial pode oferecer um bom ponto de partida para a eliminação de redund̂ancias
em uma imagem. Podemos então usar medidas de curvatura para construir uma
transformada do espaço de imagens. Neste ponto aparecem dois problemas:

1. A seleç̃ao das medidas de métrica e curvatura a serem usadas na transformada;

2. A reconstruç̃ao da imagem original a partir da imagem transformada.

Seleç̃ao da transformada. A geometria diferenciaĺe muito rica em funç̃oes que
podem ser usadas como transformadas não-lineares, como por exemplo: ascurvatu-
ras gaussiana e ḿedia; os auto-valores da aplicação normal de Gauss; os coefici-
entes das primeira e segunda formas fundamentais; etc.Entretanto, algumas dessas
funções podem ñao dar resposta nula para imagens que são perceptualmente0D ou
1D. Isto pode ocorrer, por exemplo, se forem usadas, diretamente, os auto-valores
da aplicaç̃ao normal de Gauss ou a curvatura média.

Reconstruç̃ao da imagem original. Para um grande número de aplicaç̃oes a re-
construç̃ao da imagem original pode ser de importância fundamental, como por
exemplo na compressão de imagens.́E interessante notar que para transformações
lineares, o ćalculo da transformada inversaé imediato: A inversa de uma transfor-
maç̃ao linearé outra transformação linear. Para transformações ñao-lineares, este
pode ser um problema de solução extremamente complicada. Porém, para outras
aplicaç̃oes a recuperação exata da imagem original pode não ser necessária.

As restriç̃oes que as medidas de métrica ou curvatura imp̃oem sobre a forma das
superf́ıciesé um dos principais pontos de pesquisa em geometria diferencial. O co-
nhecimento nessa direção se encontra largamente desenvolvido. OTeorema Funda-
mental da Teoria Local das Superfı́cies afirma que os coeficientesE,F,G, e, f, g,
da primeira e segunda forma fundamental, são suficientes para determinar a su-
perf́ıcie a menos de um movimento rı́gido. Portanto, pelo menos do ponto de vista
teórico, algum tipo de transformada geométrica invert́ıvel é posśıvel. Todavia, existe
um alto grau de correlação entre estes coeficientes. Podemos ver esta redundância
atrav́es da necessidade de equações extras entre os coeficientes para assegurar a
compatibilidade entre eles. Tais equações s̃ao conhecidas comoEquaç̃oes de Gauss
e Mainardi-Codazzi.

Escolher uma transformada geométrica invert́ıvel e que elimine a correlação
existente entre os coeficientes da primeira e segunda forma fundamental pode ser
um problema dif́ıcil. Por exemplo, o catenóide e o helićoide, figura 3.3, s̃ao duas
superf́ıcies isoḿetricas e portanto possuem os mesmos coeficientes métricosE,F,G
e a mesma curvatura gaussiana. Além disso, como ambas são superf́ıcies ḿınimas,
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possuem a mesma curvatura média (igual a zero). Mesmo no caso compacto pode-
mos ter esse tipo de comportamento como ilustra a figura 3.3.

(a) Cateńoide (b) Helicóide

Figura 3.3: O cateńoide e helićoide s̃ao duas superfı́cies ḿınimas isoḿetricas. Por-
tanto, possuem os mesmos coeficientes métricosE,F,G, e as mesmas curvaturas
gaussiana e ḿedia.

Figura 3.4: Superfı́cies compactas distintas com as mesmas curvaturas gaussiana e
média.

Na seç̃ao anterior, vimos ainda que a segmentação de uma imagem a partir da
classificaç̃ao local das superfı́ciesé muito pŕoxima daquela obtida por meio de ca-
racteŕısticas perceptuais. Tal classificação é feita essencialmente a partir do sinal
das curvaturas gaussiana e média da superfı́cie. SeK eH indicam as curvaturas
gaussiana e ḿedia da imagem, temos essencialmente que:

1. u ∈ g0D seK(u) = H(u) = 0;

2. u ∈ g1D seK(u) = 0 eH(u) 6= 0;

3. u ∈ g2D seK(u) 6= 0.
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Em (Zetzscheet al. , 1993) os autores observaram que, como podemos ver aci-
ma, a curvatura gaussiana dá resposta nula para pontos da imagem que possuem di-
mens̃ao intŕınseca zero ou um. Baseados nesta informação, propuseram esta medida
geoḿetrica como um bom filtro ñao-linear para estudos envolvendo a percepção hu-
mana. Vale a pena observar que a curvatura gaussiana também pode dar resposta
nula para alguns pontos que possuem dimensão intŕınseca dois, por exemplo, se a
imagemé parte de um cone.

Uma vez que apenas a curvatura gaussiana nãoé suficiente para determinar uma
superf́ıcie, e portanto uma imagem, surge uma questão fundamental:

Quest̃ao 1. Quais as restriç̃oes extras necessárias para garantir a reconstrução da
imagem?

A quest̃ao 1 seŕa o principal t́opico de interesse na seção e caṕıtulos seguintes.

3.4 Reconstruç̃ao a partir dos pontos de curvatura
não-nula

A proposiç̃ao a seguir mostra que podemos recuperar uma imagem partindo apenas
dos seus pontos que apresentam caracterı́sticas2D, como foi proposto em (Zetzsche
et al. , 1993) e (Barthet al. , 1993).

Teorema 1. Uma superf́ıcie compacta fica completamente determinada pelos seus
pontos de curvatura gaussiana não-nula.

SeS é uma superfı́cie com curvatura gaussianaK = 0. Indicaremos porF
o conjunto dos ponto planares deS e porP = S − F o conjuntos dos pontos
parab́olicos.

Observe que sep é um ponto da superfı́cie e k1, k2 são os auto-valores da
aplicaç̃ao normal de Gauss, entãok1(p) = k2(p) = 0 é uma propriedade fechada.
Portanto, os conjuntosF eP são, respectivamente, fechado e aberto emS.

Para demonstrar o teorema 1 precisamos das duas proposições a seguir. Elas
dão informaç̃oes qualitativas sobre as linhas assintóticas e curvatura ḿedia de uma
superf́ıcie de curvatura gaussiana nula. As demonstrações podem ser encontradas
em (do Carmo, 1976).

Proposiç̃ao 5. A única linha assintótica que passa por um ponto parabólico p ∈
P ⊂ S de uma superfı́cieS de curvatura gaussianaK ≡ 0 é um segmento (aberto)
de reta contido emS.

Proposiç̃ao 6. Ses é o comprimento de arco da linha assintóticar passando por um
ponto parab́olico p ∈ P ⊂ S de uma superfı́cieS de curvatura gaussianaK ≡ 0 e
H(s) é a curvatura ḿedia ao longo der, ent̃aoH(s) = 1

as+b
para algum para, b ∈ R.

Estes dois resultados são necesśarios para a demonstração do teorema 1 que
apresentaremos a seguir.
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Demonstraç̃ao do teorema 2.SejaS uma superf́ıcie compacta eR o fecho to-
pológico do conjunto de pontos de curvatura gaussiana não-nula.R 6= ∅ visto que
S é compacta. Indique porS ′ o complementar deR emS, isto é,S ′ = S − R. S ′ é
uma superf́ıcie de curvatura gaussianaK ≡ 0.

A seguir mostraremos que a direção dos auto-vetores da aplicação normal de
Gauss na fronteira deR determinam a superfı́cie fora deR.

Sep ∈ P ⊂ S ′ é um ponto parab́olico e r é a linha assintótica maximal de
S ′ passando porp, ent̃ao pela proposiç̃ao 5,r é um segmento de reta. ComoS é
compacta,r é limitado. Sejamp1 e p2 os pontos extremos der. Podemos usar a
proposiç̃ao 6 para concluir que a curvatura média deS satisfaz,

H(s) =
1

as+ b

ao longo der. Pela continuidade deH, temosH(p1) 6= 0 (o mesmo argumento se
aplica aH(p2)). Logo,p1 nãoé planar e comoK = 0 é uma propriedade fechada,
concluimos quep1 é parab́olico.

Pela maximalidade der, temos quep1 pertencèa fronteira∂S ′ = ∂R. Uma
vez quep1 não é umb́ılico, pois nesse caso seria planar, a direção do auto-vetor,
da derivada da aplicação normal de Gauss, correspondente ao auto-valor zero, está
unicamente determinada e coincide com a direção der. Isto determinar unicamente
para cada ponto parabólico de∂S ′.

Por outro lado, como a derivada da aplicação normal de Gausśe identicamente
nula emF , as componentes conexas deF são pedaços de plano e portanto ficam
determinadas por um ponto em∂R mais o valor do vetor normal nesse ponto. Isto
conclui a prova do teorema.

É interessante notar que a prova acimaé construtiva , istóe, mostra-se como se
pode reconstruir a superfı́cie a partir dos pontos de curvatura gaussiana não-nula.
Para isto, basta seguir as linhas de curvatura principal nula que são segmentos de
reta começando no bordo do conjunto de pontos de curvatura gaussiana não-nula.

A demonstraç̃ao acima vale apenas para superfı́cies compactas sem bordo. Em
geral, o teoremáe falso para superfı́cies com bordo, como mostra o exemplo de um
tronco de cilindro (a porç̃ao de um cilindro entre dois cones paralelos). Nese caso, a
curvatura gaussianáe identicamente nula e a superfı́cie ñao pode ser reconstruı́da a
partir de seus pontos de curvatura gaussiana não-nula. Mesmo quando incluimos os
pontos de bordo da superfı́cie ainda temos duas possibilidades para esta: o tronco de
cone ou duas elipses em planos paralelos. Uma extensão do resultado para gráficos
compactos com bordo seria de interesse prático. Além disso, certamenteé falso para
superf́ıcies completas. Para verificar estaúltima afirmaç̃ao, basta notar que tomando
variaç̃ao em umáunica direç̃ao podemos construir uma infinidade de superfı́cies de
curvatura gaussiana nula.

Para aplicar o teorema acima para imagens, que em nosso modelo são superf́ıcies
compactas com bordo, devemos estender essas superfı́cies de modo a ter uma su-
perf́ıcie sem bordo. Para isto, imagine a imagem com a tampa de uma caixa. Sua-
vizando os cantos e arestas da caixa, podemos então substituir a imagem por uma
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superf́ıcie compacta. Durante esse processo introduzimos pontos de curvatura não-
nula ao longo da fronteira da imagem. Este processoé, portanto, equivalente a
reconstruir a imagem a partir dos pontos de curvatura gaussiana mais os pontos de
bordo da imagem e as direções normais nesses pontos.



Caṕıtulo 4

Reconstruç̃ao

No caṕıtulo anterior, mostramos que o conjunto dos pontos onde a curvatura gaus-
siana ñao se anula caracteriza a superfı́cie. Neste caṕıtulo, estudaremos as peculi-
aridades inerentes a um algoritmo de reconstrução de uma imagem a partir de seus
pontos2D e apresentamos um algoritmo simples que reconstrói a imagem a partir
de seus pontos1D e 2D.

A possibilidade de reconstrução de uma imagem através desses pontos foi estu-
dada originalmente em (Barthet al., 1993). Embora os autores mostrem substancial
evidência da possibilidade de reconstrução da imagem por meio desse conjunto de
dados, os algoritmos apresentados reconstroem a imagem apenas de forma parcial.

Uma diferença fundamental entre filtros lineares e não-lineares ocorre no que
diz respeitoà reconstruç̃ao da imagem. Para transformações lineares o problema
de reconstruç̃ao se reduz a encontrar soluções de sistemas de equações lineares e
equivale, portanto,̀a invers̃ao de uma matriz ou ao cálculo da pseudo-inversa no caso
em que a tranformação ñao é invert́ıvel. A invers̃ao de filtros ñao-lineares envolve
a soluç̃ao de sistemas de equações ñao-lineares e por conseguinteé um problema
muito mais dif́ıcil.

4.1 Cálculo da segmentaç̃ao geoḿetrica

Como vimos na seção 2.6, uma imagemh : U → R est́a naturalmente identificada
com uma superfı́cie de MongeS atrav́es da parametrização

(u, v) 7→ f(u, v) = (u, v, h(u, v)).

Para esta superfı́cie temos,

fu = (1, 0, hu) e fv = (0, 1, hv),

de onde se pode calcular os coeficientes da primeira forma fundamental

E = 〈fu, fu〉 = 1 + h2
u

F = 〈fu, fv〉 = huhv
G = 〈fv, fv〉 = 1 + h2

v.

27
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Usando-se o produto vetorial para calcularN a partir defu efv, obt́em-se

N =
1√

1 + h2
u + h2

v

(−hu,−hv, 1).

De onde se pode calcular os coeficientes da segunda forma fundamental

e = −〈Nu, fu〉 = 〈N, fuu〉 = huu√
1+h2

u+h2
v

f = −〈Nu, fv〉 = 〈N, fuv〉 = huv√
1+h2

u+h2
v

g = −〈Nv, fv〉 = 〈N, fvv〉 = hvv√
1+h2

u+h2
v

.

Em particular, para superfı́cies de Monge temos:

A =

(
E F
F G

)
=

(
1 + h2

u huhv
huhv 1 + h2

v

)
(4.1)

e

B =

(
e f
f g

)
=

1√
1 + h2

u + h2
v

(
huu huv
huv hvv

)
. (4.2)

Podemos, portanto, calcular facilmente as curvaturas gaussiana e média deS a partir
da relaç̃ao

−dN = A−1B, (4.3)

obtendo-se

K =
huuhvv − h2

uv

(1 + h2
u + h2

v)
2

(4.4)

e

2H =
(1 + h2

u)hvv − 2huhvhuv + (1 + h2
v)huu

(1 + h2
u + h2

v)
3/2

. (4.5)

Uma ańalise mais detalhada da equação 4.3 permite obter fórmulas mais simples
para o ćalculo da segmentação geoḿetrica. Neste caso, a matriz−dN é o produto
de uma matriz invertı́vel de determinante positivo pela matriz

Hessh =

(
huu huv
huv hvv

)
chamadaHessianada funç̃aoh. Como−dN e Hessh diferem pelo produto de uma
função invert́ıvel temos a seguinte proposição.

Proposiç̃ao 7. Sejah : U → R uma funç̃ao diferencíavel ep = (u, v, h(u, v)) um
ponto na superfı́cie de Monge deh. Ent̃ao:



4.2. ARESTAS E CURVATURA GAUSSIANA 29

1. p é eĺıptico se e apenas sedet Hessh > 0;

2. p é hiperb́olico se e apenas sedet Hessh < 0;

3. p é parab́olico se e apenas sedet Hessh = 0 e ∆h 6= 0;

4. p é planar se e apenas sedet Hessh = ∆h = 0.

Onde,det Hessh = huuhvv − h2
uv é o determinante da Hessiana deh e ∆h =

huu + hvv é o Laplaciano.

A equaç̃ao 4.4 mostra que o determinante da Hessiana difere da curvatura de
Gauss por um fator que depende da quarta potência da norma do gradiente∇h =
(hu, hv) da imagem. Portanto, embora ambas tenham o mesmo sinal e se anulem
nos mesmos pontos, o determinante da Hessiana produz repostas fortes nas vizi-
nhas das arestas enquanto a curvatura gaussiana não. Se no processo de cálculo
da segmentação geoḿetrica estiver envolvido algum tipo de limiar podem ocorrer
diferenças substanciais entre os resultados obtidos.

A figura 4.1 mostra a segmentação geoḿetrica de uma imagem. Os pontos em
tom médio de cinza representam os pontos descartados. Os pontos em branco e
preto s̃ao os pontos da imagem, em sua cor original, selecionados para o respectivo
segmento.

4.2 Arestas e curvatura gaussiana

Nesta seç̃ao vamos relacionar a noção de aresta de uma imagem com os zeros da
curvatura gaussiana da superfı́ce de monge associada a esta imagem. Com isto,
poderemos esclarecer algumas das peculiaridades intrı́nsecas a um algoritmo que
reconstrua a imagem partindo apenas de seus pontos2D.

Existem v́arias definiç̃oes de aresta na literatura. Um modelo comumente aceito
consiste em descrever as arestas como os pontos de máximo local de

dh

dt
= |∇h|2,

ondeh(t) indica a restriç̃ao deh às linhas integrais do gradiente∇h = (hu, hv) da
funçãoh. Portanto, sep ∈ U é um ponto de aresta da imagem e indicarmos por
ν = ∇h(p), temos

∂

∂ν
〈∇h,∇h〉 = 0

ou equivalentemente

〈Hessh∇h,∇h〉 = 0 (4.6)

Portanto,∇h é uma direç̃ao assint́otica de Hessh. Isto śo pode ocorrer em duas
possibilidades:
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(a) Original. (b) Pontos elı́pticos
(2D).

(c) Pontos hiperb́olicos
(2D).

(d) Segmento2D.

(e) Pontos parab́olicos
(1D).

(f) União dos segmen-
tos1D e2D.

Figura 4.1: Segmentação geoḿetrica: os pontos em cinza representam os pontos
planares, os outros pontos na cor original da imagem (preto e branco) são os pontos
selecionados para cada segmento.
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1. p é um ponto parab́olico deS e∇h é um autovetor de Hessh associado ao
autovalor zero;

2. p é um ponto hiperb́olico deS e∇h uma das direç̃oes assint́oticas de Hessh.

De onde se conclui que as arestas estão contidas na união das regĩoes hiperb́olicas
e parab́olicas da superfı́cie de Monge deh. Portanto, a exclusão dessas necessaria-
mente exclui as arestas da image. A sensibilidade do sistema visual humano a estas
curvasé bem conhecida. E’ a exclusão das arestas a provável causa das distorções
obtidas ao se tentar reconstruir uma imagem sem levar em consideração as regĩoes
hiperb́olicas e parab́olicas. Veja por exemplo as reconstruções em (Barthet al. ,
1993; Zetzscheet al. , 1993).

A figura 4.1 ilustra as regiões eĺıptica, hiperb́olica (2D), parab́olica e, poŕultimo,
a unĩao das tr̂es regĩoes curvas.

4.3 Reconstruç̃ao

O teorema 1 da secção 3.4 afirma que uma imagem pode ser reconstruı́da a par-
tir do conhecimento parcial de seus valores desde que tenham sido preservados os
pontos onde acurvatura gaussianaé ñao-nula. Aĺem disso, o teorema indica um
processo para a reconstrução da superfı́cie. Na pŕatica, entretanto, esse processo de
reconstruc̃aoé inviável devido aos erros numéricos resultantes de arredondamentos.

A imagem pode ser reconstruı́da facilmente se, além de conhecermos seus va-
lores nas regiões de curvatura gaussiana não-nula (g2D), conhecermos também a
imagem na regiões parab́olicas (g1D). Neste caso, os pontos perdidos pertencem
a pedaços de planos e portanto, podemos usar interpolação linear ao longo das
direç̃oesu ev para obter

hij = 1/2(hi−1 j + hi+1 j)

e

hij = 1/2(hi j−1 + hi j+1)

de onde obtemos,

hi−1 j + hi+1 j + hi j−1 + hi j+1 − 4hij = 0 (4.7)

O sistema 4.7́e linear e sua solução reconstŕoi completamente a imagem. A fi-
gura 4.2(e) mostra a imagem deLenareconstrúıda usando o ḿetodo descrito acima.

No cálculo da segmentação usa-se um limiarε para decidir se um pontóe planar
ou ñao. Em conseq̈uência, as regiões classificadas como planares não o s̃ao de forma
exata. Essas regiões s̃ao reconstrúıdas como pedaços de superfı́cies hiperb́olicas.
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(a) Original.

(b) Pontos parab́olicos
(1D).

(c) Pontos elı́pticos e
hiperb́olicos (2D).

(d) União da regĩoes
1D e2D.

(e) Reconstruç̃ao a partir dos
pontos em 4.2(d)

Figura 4.2: Segmentação e reconstruç̃ao da imagem deLena. Os pontos em tom
médio de cinza representam os pontos planares que foram descartados. Os pontos
parab́olicos, eĺıpticos e hiperb́olicos foram mantidos na sua cor original.
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4.4 Reconstruç̃ao a partir da curvatura gaussiana

O problema de reconstruir uma superfı́cie a partir da curvatura gaussianaé equiva-
lente a encontrar as soluções da equação diferencial

huuhvv − h2
uv = K(u, v)(1 + h2

u + h2
v)

2. (4.8)

Como resolver a equação 4.8é um problema difı́cil, e como estamos interessados
principalmente em aplicações ao processamenteo de imagens, estudaremos a viabi-
lidade de resolver a equação 4.8 do ponto de vista discreto.

4.4.1 Filtros quadráticos

Dado um operador bilinearB : S × S → S, ondeS indica o espaço de imagens,
chamaremos defiltro quadráticoao operadorB : S → S dado porB(h) = B(h, h).

Uma maneira simples de construir tais filtrosé escolher dois filtros linearesS e
T e definirB(h, g) = ShTg. É imediato queB é um operador bilinear e o filtro
associadóe B(h) = ShTh. Se os filtrosS e T são cont́ınuos e espacialmente
invariantes, então

B(h ∗ δ) = S(h ∗ δ)T (h ∗ δ) = (h ∗ Sδ)(h ∗ Tδ), (4.9)

o que mostra que essa classe de filtros quadráticos fica determinada pelas funções
de resposta de impulso,s = Sδ e t = Tδ dos respectı́veis filtros. A discretizaç̃ao de
B tamb́emé imediata, se a seqüênciax (xi = h(i)) representa uma discretização de
h e

(Sh)n = (h ∗ s)n =
∑

sn−i xi (4.10)

e

(Th)n = (h ∗ t)n =
∑

tn−j xj (4.11)

ent̃ao

B(h)n =
∑
i,j

bnijxixj, (4.12)

onde

bnij = 1/2{sn−itn−j + sn−jtn−i} (4.13)

A classe dos filtros quadráticosé bastante rica. Dois exemplos importantes que
podem ser colocados nesse contexto são odeterminante Hessianoe o quadrado do
gradienteda imagem.

Podemos escrever o determinante Hessiano como filtro quadrático a partir dos
operadores lineares

Duu(h) = huu, Dvv(h) = hvv e Duv(h) = huv, (4.14)
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ou seja

D(h) = huuhvv − h2
uv = Duu(h)Dvv(h)−Duv(h)Duv(h). (4.15)

O quadrado do gradienteé obtido a partir dos operadores lineares

Du(h) = hu e Dv(h) = hv (4.16)

isto é

|∇h|2 = h2
u + h2

v = Du(h)Du(h) +Dv(h)Dv(h), (4.17)

Portanto, do ponto de vista discreto, a curvatura gaussiana pode ser vista como
o quociente entre duas séries

Kpq =
Dpq(x)

(1 + |∇pq x|2)2
, (4.18)

ondex = (xij) é a discretizaç̃ao da imagemh.
Um filtro queé o quociente de duas séries, como a discretização da curvatura

gaussiana feita acima,é chamado defiltro racional, (Zayed, 1993).

4.4.2 Invers̃ao de filtros racionais

Do ponto de vista computacional, podemos usar apenas um subconjunto finito do
conjunto de amostras da imagem e a série da equaç̃ao 4.12 torna-se um polinômio.
Em particular a f́ormula 4.18 para a curvatura discreta torna-se o quociente de dois
polinômios. Desse ponto de vista, recuperar a imagem a partir das curvaturas dis-
cretaśe equivalente a resolver o sistema demn equaç̃oes polinomiais

Dpq(x) = Kpq(1 + |∇pq x|2)2 (4.19)

amn incógnitas, ondem e n são as dimens̃oes da imagem eDpq(x), |∇pq x|2 são
polinômios homoĝeneos de grau dois na variávelx = (xij)m×n.

O espaço adequado para o estudo do sistema de equações 4.19́e oespaço proje-
tivo complexode dimens̃aomn, CPmn. Para estudar o sistema de equações 4.19 no
espaço projetivo complexo, faz-se a mudança de variáveis

zij =
xij
y
, (4.20)

obtendo-se o sistema de equações homoĝeneas de grau quatro

y2Dpq(z) = Kpq(y
2 + |∇pq z|2)2 (4.21)

O Teorema de B́ezoutpermite concluir que dada uma seqüência(Kpq), o sistema de
equaç̃oes 4.21 sempre possui uma solução. De fato, o teorema de Bézout afirma que
o sistema 4.21 possui4mn soluç̃oes contadas com multiplicidade ou então possui



4.4. RECONSTRUÇÃO A PARTIR DA CURVATURA GAUSSIANA 35

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.3: Imagens distintas com mesma curvatura gaussiana. As figuras (c) e (d)
ilustram o perfil das superfı́cies de Monge das imagens em (a) e (b).

um continuumde soluç̃oes. O Teorema de Bézout garante que o erro cometido no
cálculo das curvaturas não leva a um sistema de equações sem soluç̃ao. Entretan-
to, deve-se manter alguma cautela, pois o teorema aceita soluções complexas, bem
como soluç̃oes no infinito, para o sistema de equações.

Como o sistema de equações 4.21 tipicamente apresenta um grande número de
soluç̃oes, precisamos impor equações extras de modo que a imagem seja aúnica
soluç̃ao do sistema a menos de multiplicidades. Uma possibilidade, para esse con-
junto de equaç̃oes extras,́e supor que a imageḿe conhecida na fronteira do conjunto
suporte da mesma, (Barthet al. , 1993). Entretanto essa condição de contorno ñaoé
suficiente para garantir a unicidade da solução, como mostra a figura 4.4.2.

Supor a imagem conhecida na fronteira de seu conjunto suporte também ñao é
uma condiç̃ao plauśıvel do ponto de vista perceptual. De fato, a acuidade do sistema
visual diminui à proporç̃ao que se aproxima do bordo da imagem percebida pelo
olho humano, uma vez que a densidade de células fotossensı́veis diminuià medida
que se afasta da fóvea (regĩao do olho responsável pela vis̃ao central).

Portanto, descobrir quais condições de contorno são suficientes para reconstruir
a imagem diretamente da sua curvatura gaussiana permanece um problema impor-
tante ainda em aberto.





Caṕıtulo 5

Quantização

Como vimos na introduç̃ao, o processamento de uma imagem pelo sistema visual
humano apresenta caracterı́sticas altamente não-lineares. Em particular, a distância
perceptual entre as cores apresenta caracterı́sticas logaŕıtmicas. Estas caracterı́sticas
têm grande inflûencia em processos de discretização do espaço de cor de uma ima-
gem, comumente chamado dequantizaç̃aoda imagem.

Neste caṕıtulo apresentamos um estudo detalhado de um processo de quantização
conhecido como quantização ótima. Tamb́em seŕa feita uma ańalise doalgoritmo
do corte medianodo ponto de vista da teoria da informação. Começaremos discu-
tindo rapidamente uma generalização natural do conceito de segmentação de uma
imagem.

5.1 Partições

Se na definiç̃ao de segmentação exigirmos apenas queU =
⋃
Uλ eUα ∩ Uβ = ∅

sempre queα 6= β, ent̃ao a faḿılia é chamada umapartição. Toda partiç̃ao define
uma relaç̃ao de equival̂encia atrav́es da relaç̃ao:

u ∼ v seu ev pertencem ao mesmo segmento.

Reciprocamente, toda relação de equival̂encia induz uma partição deU , onde cada
segmentóe uma classe de equivalência.

5.2 Partições e quantizaç̃ao

Sef : U → R
n é uma funç̃ao eV = {Vλ} é uma partiç̃ao doRn ent̃aof induz uma

partiç̃aoU = {Uλ} deU , ondeUλ = f−1(Vλ). De modo rećıproco, seU =
⋃
Uλ

é uma partiç̃ao, podemos definir uma funçãofq(x) = qλ assumindo valor constante
qλ em cada segmentoUλ, portanto toda partiç̃ao induz uma funç̃ao de classificaç̃ao
emU . Chamaremos a funçãofq defunç̃ao indicadorada partiç̃ao.

Se a partiç̃ao deU é induzida porf , e qλ ∈ Vλ ent̃ao fq é uma aproximaç̃ao
constante por partes def , figura 5.1. O ḿetodo de segmentar o suporte de uma ima-
gem e aproxiḿa-la por uma funç̃ao constante em cada segmentoé essencialmente

37
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o processo conhecido comoquantizaç̃ao. Uλ é chamado decélula de quantizaç̃ao
e qλ é chamado devalor de quantizaç̃ao. A função q : Rn → {qλ}λ, definida
por q(y) = qλ sey ∈ Vλ, é chamada defunç̃ao de quantizaç̃ao. É imediato que
fq(x) = q(f(x)).

q

Figura 5.1: Segmentação, e quantizaç̃ao de uma funç̃ao.

5.3 Partição e quantizaç̃ao binária

Um exemplo simpleśe a partiç̃ao bińaria definida por uma função real. Sef : U →
R é uma funç̃ao ec ∈ R, definimos uma partiç̃ao deU por:

U1 = {u ∈ U ; f(u) < c}
U2 = {u ∈ U ; f(u) ≥ c}.

A figura 5.2 mostra a quantização bińaria de uma imagem cinza.
A despeito da simplicidade das partições bińarias elas surgem em um grande

número de aplicaç̃oes como por exemplo no problema dedithering. De um modo
geral, dada uma imagem cinzah : U → R o problema dedithering consiste em
obter uma partiç̃ao deU em dois subconjuntos de tal modo que a função indicadora
desta partiç̃ao satisfaz: ∫

V

h(u) du =

∫
V

hq(u) du (5.1)

para toda vizinhançaV ⊂ U .

5.4 Quantizaç̃ao ótima

Quando quantizamos uma imagem cometemos um erro de aproximação entre uma
cor x e seu valor de quantização q(x). O erro pontual pode ser avaliado através
da escolha de umamedida de distorç̃ao d(x, y), no espaço de cor da imagem. Se
indicarmos esse erro por

ε(x) = d(x, q(x)), (5.2)
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(a) Imagem cinza (b) Imagem bińaria

Figura 5.2: Partiç̃ao e quantizaç̃ao bińaria

podemos medir o impacto do erro cometido no processo de quantização, calculando
o valor esperadoparaε(x). Isto é,

E(d, q) =

∫
d(x, q(x))p(x) dx. (5.3)

Onde,p(x) indica afunç̃ao de densidade de probabilidadedas cores da imagem.
SeE(d, q) é ḿınimo,q é umquantizadoŕotimopara a imagemh ( com respeito

ad). Para se obter uma função de quantizaç̃ao que minimize a equação 5.3,́e comum
escolher o quadrado da distância euclidiana:

d(x, y) = |x− y|2. (5.4)

No caso unidimensional, seqk indica valor de quantização para a ćelula(xk−1, xk],
temos

E(x0, . . . , xn, q1, . . . , qn) =
n∑
k=1

∫ xk

xk−1

|x− qk|2p(x) dx. (5.5)

De onde, derivando, se obtém que

xk =
qk + qk+1

2
e qk =

∫ xk
xk−1

xp(x) dx∫ xk
xk−1

p(x) dx
. (5.6)

Na discuss̃ao acima, fizemos duas hipóteses que simplificaram a solução do pro-
blema de quantizaçãoótima unidimensional:

1. h possui uma funç̃ao de densidade de probabilidade;
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2. d(x, y) = |x− y|2.

Entretanto, as hiṕoteses acima são muito restritivas. A saber, se a imagemé
constante em uma região, a hiṕotese 1 ñaoé satisfeita. A presença de regiões onde
a imagemé constantée muito comum. Portanto, seria interessante não se fazer
uso da hiṕotese 1. Por outro lado, também é interessante admitir distâncias mais
gerais. Admitir tais dist̂ancias permite levar em conta, no processo de quantização,
a maneira como as pessoas percebem as cores presentes em uma imagem. A seguir
discutiremos o problema de quantizaçãoótima unidimensional de um ponto de vista
bastante geral.

5.5 Funç̃ao de distribuição de probabilidade

Seh : [0, 1] × [0, 1] → R é uma imagem. Chama-sefunç̃ao de distribuiç̃ao deh, a
funçãoF : R→ [0, 1], definida por

F (x) = área deh−1(−∞, x]. (5.7)

Pode-se mostrar facilmente que:

1. F (x) ≥ 0, limx→−∞ F (x) = 0 e limx→+∞ F (x) = 1;

2. Sex ≥ y ent̃aoF (x) ≥ F (y);

3. F é cont́ınuaà direita, istóe limx→a
x>a

F (x) = F (a).

Portanto, a imagemh induz, atrav́es deF , umamedida(de Lebesgue-Stieltjes)
na reta. A medida de um intervalo fechadoé

mh[a, b] = F (b)− F (a−), (5.8)

ondeF (a−) = limx→a
x<a

F (x). A medida dos outros intervalos têm fórmulas simila-
res. Comomh(R) = 1,mh é umamedida de probabilidade, (James, 1981).

5.6 Medidas de distorç̃ao

De maneira geral, podemos escolher, comomedida de distorç̃ao no Rn, qualquer
funçãod : Rn × Rn → R satisfazendo:

1. d(x, y) > 0 sex 6= y ed(x, x) = 0;

2. d(x, y) = d(y, x).

Se, aĺem disso,

3. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z),

d é umamétrica.
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A propriedade 3́e importante, pois permite estimar a distorção, em um processo
de quantizaç̃ao a v́arios passos, a partir da distorção em cada uma das etapas.

Seφ : Rn → R
n é uma funç̃ao injetiva ed̄ é uma medida de distorção emRn,

ent̃ao podemos definir uma nova medida de distorção pondo

d(x, y) = d̄(φ(x), φ(y)).

No caso em que em̄d é o quadrado da ḿetrica euclidiana, temos

d(x, y) = |φ(x)− φ(y)|2, (5.9)

ou ainda de modo mais geral,

d(x, y) = |φ(x)− φ(y)|r, r 6= 0, (5.10)

Se aĺem disso,n = 1 eφ(x/y) = −φ(y/x), podemos definir

d(x, y) = |φ(x/y)|, (5.11)

supondo que a cor nula não aparece na imagem.

5.7 Quantizaç̃ao ótima unidimensional

A discuss̃ao da Lei de Weber, feita na secção 1.3, indica que a maneira como o
sistema visual humano percebe as cores tem caracterı́sticas ñao-lineares. Esse fa-
to mostra quée importante estudar o problema de quantização ótima de um ponto
de vista mais geral. Nessa seção abordaremos esse problema para imagens mono-
cromáticas.

Dada uma imagem cinzah : [a, b] → R, trata-se de encontrar uma função de
quantizaç̃aoq : [a, b]→ {q1, . . . , qn} tal que

E(d, q) =

∫
d(x, q(x)) dF (x) (5.12)

seja ḿınima, ondeF é a medida de probabilidade introduzida em 5.5.

Proposiç̃ao 8. Seq : R → {q1, . . . , qn} é um quantizadoŕotimo para a imagem
h, ent̃ao xk pode ser escolhido a meia distância deqk e qk+1, isto é, d(xk, qk) =
d(xk, qk+1).

Demonstraç̃ao. Podemos escrever a equação 5.12 como

D(x0, . . . , xn, q1, . . . , qn) =

∫ q1

x0

d(x, q1) dF (x) +

n−1∑
k=1

( ∫ xk

qk

d(x, qk) dF (x) +

∫ qk+1

xk

d(x, qk+1) dF (x)
)

+

∫ xn

qn

d(x, qn) dF (x).
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Seja

Ik(y) =

∫ y

qk

d(x, qk) dF (x) +

∫ qk+1

y

d(x, qk+1) dF (x)

Reescrevendo obtemos

Ik(y) = C +

∫ qk+1

y

g(x) dF (x)

Onde,

C = C(qk, qk+1) =

∫ qk+1

qk

d(x, qk) dF (x) e g(x) = d(x, qk+1)− d(x, qk).

Seg(xk) > 0, comog(qk+1) = −d(qk, qk+1) ≤ 0, podemos usar a continuidade de
g para obteryk, comxk < yk ≤ qk+1, g(yk) = 0 e g(x) > 0 no intervalo[xk, yk),
donde

I(xk) =

∫ yk

xk

g(x) dF (x) + I(yk) ≥ I(yk). (5.13)

Se g(xk) < 0, procedemos de maneira similar. Portanto, trocandoxk por yk se
necesśario, temosd(xk, qk) = d(xk, qk+1)

A equaç̃ao 5.13 mostra que se não existirem intervalos de probabilidade zero,
exceto os triviais, então obrigatoriamented(xk, qk) = d(xk, qk+1), o queé um pouco
mais do que foi enunciado.

Corolário 1. Sejaq : R → {q1, . . . , qn} um quantizadoŕotimo para a imagemh,
ent̃ao:

1. Sed(x, y) = |φ(x)− φ(y)|r, temosφ(xk) = φ(qk)+φ(qk+1)

2
;

2. Sed(x, y) = |φ(x/y)|, temosx2
k = qkqk+1.

Demonstraç̃ao. Podemos supor queqk 6= qk+1, caso contŕario, juntamos as ćelulas
(xk−1, xk] e (xk, xk+1] em umaúnica ćelula. Portanto, usando a injetividade deφ,
sed(x, y) = |φ(x)− φ(y)|r, segue que

φ(xk)− φ(qk) = φ(qk+1)− φ(xk),

o que mostra o item 1.
De modo ańalogo, sed(x, y) = |φ(x/y)|, temosφ(xk/qk) = −φ(xk/qk+1) =

φ(qk+1/xk) e portanto

xk
qk

=
qk+1

xk
,

o que mostra o item 2.
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Por outro lado, se(xk−1, xk] é a ćelula de quantizaç̃ao deqk, podemos escrever
a equaç̃ao 5.12 como

E(x0, . . . , xn, q1, . . . , qn) =
∑∫ xk

xk−1

d(x, qk) dF (x). (5.14)

Como cada parceláe independente ,qk minimiza

E(d(X, c) | xk−1 < X ≤ xk) =

∫ xk
xk−1

d(x, c) dF (x)∫ xk
xk−1

dF (x)
. (5.15)

Um fato largamente conhecido em teoria da probabilidadeé que

min E(X − c)2 = E(X − µ)2 e (5.16)

min E|X − c| = E|X −m|, (5.17)

ondeµ, m são, respectivamente, aesperançae umamedianadeX, (James, 1981).
Portanto temos o seguinte:

Teorema 2. Seq : R → {q1, . . . , qn} é um quantizadoŕotimo para a imagemh,
com ćelulas de quantização(xk−1, xk], ent̃ao:

1. Sed(x, y) = |φ(x)−φ(y)|, qk é a mediana deh no intervalo(xk−1, xk], istoé

mh(xk−1, qk] ≥ 1/2mh(xk−1, xk] e mh[qk, xk] ≥ 1/2mh(xk−1, xk];
(5.18)

2. Sed(x, y) = |φ(x)− φ(y)|2, φ(qk) é a ḿedia deφ(h) no intervalo(xk−1, xk],
isto é

φ(qk) =

∫ xk
xk−1

φ(x) dF (x)∫ xk
xk−1

dF (x)
. (5.19)

Em ambos os casos, temos

φ(xk) =
φ(qk) + φ(qk+1)

2
. (5.20)

Demonstraç̃ao. Evidente a partir do corolário 1 e das equações 5.16 e 5.17.

Um fato not́avel, mostrado no teorema 2,é que sed(x, y) = |φ(x) − φ(y)|, o
valor de quantizaç̃ao é a mediana da célula de quantizaç̃ao e portanto ñao depende
da funç̃aoφ.

Abaixo apresentamos a versão discreta das fórmulas do teorema 2 paraφ(x) =
Cx ou φ(x) = C log(x). No que se segue,zj indica os valores da imagem,pj o
número de ocorr̂encias da corzj, enk o total de ocorr̂encias na ćelula(xk−1, xk].
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1. d(x, y) = |x− y|.

xk =
qk + qk+1

2
, qk = mediana de

xk−1<zj≤xk
{zj}. (5.21)

2. d(x, y) = |x− y|2.

xk =
qk + qk+1

2
, qk =

1

nk

∑
xk−1<zj≤xk

pjzj. (5.22)

3. d(x, y) = | log(x)− log(y)|.

x2
k = qkqk+1, qk = mediana de

xk−1<zj≤xk
{zj}. (5.23)

4. d(x, y) = | log(x)− log(y)|2.

x2
k = qkqk+1, qk

nk =
∏

xk−1<zj≤xk

z
pj
j . (5.24)

5.8 Implementaç̃ao

Uma caracterı́stica peculiar das fórmulas anterioreśe que elas estão definidas de
maneira recursiva. Uma vez conhecido os valores dex1, . . . , xn podemos calcular
q1, . . . , qn e vice-versa. Pode-se mostrar que o algoritmo obtido pela atribuição de
valores iniciais arbitŕarios parax1, . . . , xn, seguido do ćalculo recursivo deq1, . . . , qn
ex1, . . . , xn, é convergente,(Levine, 1985). No final deste capı́tulo apresentamos o
resultado do processo de quantização da imagem da Lenna para 16, 8, 4 e 2 cores.
Essas imagens foram geradas usando a implementação feita por Romildo José da
Silva dos algoritmos acima descritos.

5.9 Quantizaç̃ao e ganho de informaç̃ao

Dados dois intervalosJ2 ⊂ J1, o ganho de informaç̃ao deJ2 relativo aJ1 é definido
como

G = log
(m(J1)

m(J2)

)
, (5.25)

ondem(a, b) é uma medida do intervalo(a, b), (Resnikoff, 1987).
Em particular, para a medidam = mh introduzida na secção 5.5, temosmh(R) =

1 e portanto o ganho de informação de um intervaloJ com relaç̃ao aR é

G = log
( 1

mh(J)

)
= − log(m(J)). (5.26)
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Considere uma partição da reta por intervalos, obtida a partir de uma seqüência
de ńumeros−∞ = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = +∞ e sejampk = mh(xk−1, xk],
(mh(xn−1,+∞) sek = n). Comomh(R) = 1, temos

∑n
k=0 pk = 1, portantopk é

uma probabilidade discreta e oganho esperado de informaçãoouentropia, relativo
a esta subdivis̃ao da reta,́e

I = I(x1, . . . , xn−1) = −
n∑
k=1

pk log(pk). (5.27)

I mede a quantidade de informação de uma quantização da imagemh, com ćelulas
de quantizaç̃ao(xk−1, xk]. Note que sexk−1 < yk < xk, ent̃aopk = p′k−1 +p′k, onde
p′k−1 = mh(xk−1, yk] ep′k = mh(yk, xk], portanto

−pk log(pk) = −(p′k−1 + p′k) log(p′k−1 + p′k) ≤ −p′k−1 log(p′k−1)− p′k log(p′k),
(5.28)

donde,

I(x1, . . . xn−1) ≤ I(x1, . . . , xk−1, yk, xk, . . . , xn−1), (5.29)

o que correspondèa noç̃ao intuitiva de que teremos mais informação sobre a imagem
se usarmos um número maior de ćelulas de quantização.

Por outro lado, cada parcela deI é uma funç̃ao da formaf(x) = −x log(x),
comx > 0 e portanto satisfaz:

lim
x→0

f(x) = lim
x→1

f(x) = 0, (5.30)

o que mostra que intervalos de probabilidade muito grande ou muito pequena con-
tribuem pouco para o ganho médio de informaç̃ao, os primeiros porque têm pouca
informaç̃ao e osúltimos porque t̂em baixa probabilidade. Portanto,é natural per-
guntar: Em qual posiç̃ao devemos colocar os pontos da seqüência{xk} de modo
que o ganho esperado de informação seja ḿaximo?

Proposiç̃ao 9. Sejamh : [0, 1] × [0, 1] → R uma imagem epk = mh(xk−1, xk],
onde−∞ = x0 < x1 < · · · < xn = ∞. Ent̃ao o ganho ḿedio de informaç̃ao é
máximo parapk = 1/n.

Demonstraç̃ao. Temos que maximizar a funçãoI = −
∑

pk log(pk) sujeitoà res-
trição

∑
pk = 1.

Podemos aplicar o ḿetodo dos multiplicadores de Lagrange e procurar um ponto
cŕıtico de

L = −
∑

pk log(pk) + λ
∑

pk.

Derivando, obtemos

0 =
∂L

∂pk
= − log(pk)− 1 + λ,
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portantopk = eλ−1, e usando a restrição, temos

pk =
1

n
.

ComoI é uma funç̃ao ĉoncava, sua restrição ao subespaço

{(p1, . . . , pn) |
∑

pk = 1}

tamb́emé ĉoncava, portanto o ponto encontradoé o ḿaximo global deI.

A proposiç̃ao acima diz que se o processo de quantização maximiza o ganho
médio de informaç̃ao, os intervalos de quantização devem ser escolhidos de modo
que se tenha umaequalizaç̃aodo histograma de freqüências da imagem. SeF (x) =
mh(−∞, x] é a funç̃ao de distribuiç̃ao deh, ent̃ao devemos tomarxk = F−1(k/n).
É fato bem conhecido da literatura de computação gŕafica que um bom ḿetodo de
quantizaç̃ao, pela eficîencia computacional e qualidade perceptual,é o algoritmo do
corte mediano introduzido por Paul Heckbert em 1982. Essencialmente o que esse
algoritmo fazé equalizar o histograma da imagem no processo de quantização. Pela
proposiç̃ao 9, o ḿetodo maximiza a entropia da imagem quantizada o que, de certo
modo, explica a boa qualidade perceptual obtida.
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(a) 16 cores. (b) 8 cores.

(c) 4 cores. (d) 2 cores.

Figura 5.3:d(x, y) = |x− y|
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(a) 16 cores. (b) 8 cores.

(c) 4 cores. (d) 2 cores.

Figura 5.4:d(x, y) = |x− y|2
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(a) 16 cores. (b) 8 cores.

(c) 4 cores. (d) 2 cores.

Figura 5.5:d(x, y) = | log(x)− log(y)|
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(a) 16 cores. (b) 8 cores.

(c) 4 cores. (d) 2 cores.

Figura 5.6:d(x, y) = | log(x)− log(y)|2
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(a) 16 cores. (b) 8 cores.

(c) 4 cores. (d) 2 cores.

Figura 5.7: Mediana





Caṕıtulo 6

Aplicações, extens̃oes e trabalhos
futuros

Neste trabalho, usamos conceitos de geometria diferencial para segmentar e recons-
truir uma imagem a partir de suas caracterı́sticas intrinsecamente bidimensionais.
Apresentamos uma prova teórica de quée posśıvel reconstruir uma superfı́cie a
partir de seus pontos de curvatura gaussiana não nula. Este resultado responde de
maneira afirmativàa pergunta colocada em (Barthet al. , 1993; Zetzscheet al. ,
1993). Apresentamos, também, um algoritmo que reconstrói a imagem de maneira
satisfat́oria a partir de seus pontosg1D e g2D.

Analisamos as arestas de uma imagem do ponto de vista da geometria dife-
rencial e mostramos que tipicamente os pontos de arestas pertencem a regiões pa-
rab́olicas das imagens. Isto mostra que podemos introduzir erros de reconstrução
nas vizinhanças das arestas se não levarmos em conta as regiõesg1D. Tais erros
são perceptualmente graves devidoà sensibilidade do sistema visual a estas carac-
teŕısticas das imagens.

A teoria apresentada neste trabalho tem grande potencial para aplicações. No
momento, estamos investigando várias aplicaç̃oes do ḿetodo apresentado, bem co-
mo prosseguindo no desenvolvimento teórico dos seus desdobramentos. A seguir
apresentamos uma lista com alguns tópicos de nosso interesse que estão sendo in-
vestigados.

Algoritmo de reconstrução. Para a maioria das aplicaçõesé necesśario um algo-
ritmo de reconstruç̃ao eficiente. Portanto, apresentar algoritmos que reconstruam a
imagem com perdas ḿınimas e rapidamentée essencial para o sucesso do método.
Planejamos, também investigar melhor a importância dos pontos parabólicos para a
reconstruç̃ao da imagem.

Codificação e compress̃ao de imagens. Codificaç̃ao e compressão de imagens
aparece como aplicação natural do ḿetodos desenvolvidos ao longo da tese. Em
particular pode-se usar filtros de curvatura para detectar as arestas da imagem e
posterior codificaç̃ao a partir destas arestas.
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Subdivisão adaptativa de imagens. Pode-se explorar um filtro de curvaturas para
produzir subdivis̃oes adaptativas de uma imagem. Tal esquema para subdivisões traz
conseqûencias importantes como, por exemplo, a direção em que uma aresta cruza
as ćelulas da subdivis̃ao.

Filtragem de ruı́dos em imagens. A introduç̃ao de rúıdos em uma imagem leva
ao aparecimento de pontos de curvatura muito grande. Um filtro de curvaturas, por
exemplo a gaussiana, pode ser usada para detectar e remover esses ruı́dos.

Localização de imagens em bancos de dados.Os pontos de curvatura máxima
são determinantes no reconhecimento de uma imagem. Pode-se, então, usar estes
pontos como uma maneira rápida de comparar imagens. Este método pode ser bas-
tante eficiente visto que as curvaturas podem ser calculadas em tempo linear.

Identificação de objetos em cena. Filtros de curvatura podem ser usados para
identificar objetos que são essencialmente geométricos, em uma cena. Neste caso,
o objeto seria previamente selecionado, seus vértices calculados e o padrão obtido
seria pesquisado nas imagens subseqüentes.

Amostragem baseada na curvatura ḿedia de superf́ıcies paraḿetricas e im-
plı́citas. Métodos adaptativos de amostragem de uma curva ou função atrav́es da
sua curvatura têm levado a excelentes resultados. As técnicas aqui apresentadas le-
vam naturalmente a ḿetodos de decomposição adaptativa de superfı́cies impĺıcitas
ou paraḿetricas. Aĺem disso a geometria dos polı́gonos da decomposição variam
de acordo com o tipo da componente da superfı́cie (planar, parab́olica, eĺıptica ou
hiperb́olica).

Generalizaç̃oes. A teoria descrita na tese se estende naturalmente para tratar su-
perf́ıcies arbitŕarias e ñao apenas superfı́cies de Monge. De um modo geral, uma
imagemé uma funç̃aoh : S → R

n, onde Sé uma variedade. Casos particulares de
grande interesse são:

• dim S = 3. Imagens 3D;

• dimS = 2 en ≥ 3. Imagens em cores. Neste caso, podemos tratar a imagem
como uma superfı́cie deS × R3 (= R5, seS ⊂ R2) ou como uma imers̃ao
h : S → R

3, nestéultimo casoh pode ter muitos pontos singulares.

• S é uma esfera. Estée um caso bastante natural, tendo em vista a distribuição
das ćelulas fotossensı́veis no globo ocular.
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