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Capitulo 1

Introducao

Estaremos durante este trabalho estudando o problema de quantizacao de imagens.

O que é quantizar uma imagem? De modo simples e objetivo, quantizar uma imagem
é representar uma imagem que tem M cores por uma outra imagem que tenha N cores,
onde N < M. Geralmente estamos tratando do seguinte problema, temos uma imagem de
24-bits, ou seja, 16 milhoes de cores e queremos representa-la com 256 cores. Este processo
de escolher as 256 melhores cores para representar as cores presentes na imagem de 24-bits e
depois mapear cada cor da imagem original nas cores escolhidas é chamado de quantizacao
da imagem.

Assim, o principal objetivo da quantizagao de uma imagem colorida é fazer o mapeamen-
to de um conjunto de cores usados na imagem original para um conjunto de cores muito
menor usado na imagem quantizada, que deve ser escolhido da melhor maneira de modo
a minimizar a distorcao visual perceptivel. Entretanto, minimizar a distorcao visual nao é
uma tarefa muito simples e nem mesmo muito bem definida, devido a papéis complexos de
fatores tais como erros de quantizagao (discrepancias numéricas entre a imagem original e a
imagem quantizada), espaco de cor (o sistema de coordenadas nos quais as cores e os erros de
quantizacao sao medidos), ambiente de visao, conteido da imagem, consideracoes estéticas,
e a experiéncia de quem estd observando as imagens.

Quantizacao de imagens coloridas é necessario quando mostramos imagens coloridas de
tons continuos em monitores onde nao temos 24-bits para respresentar estas cores. Apesar
de hoje em dia as placas de video estarem mais baratas e a maioria delas ja nos possibilitem
mostrarmos imagens de 24-bits nos monitores, o estudo de quantizacao de imagens ainda é
muito importante, visto a quantidade de novas publicacoes que estao sempre surgindo na
literatura.

Mesmo quando todos os computadores puderem contar com placas de video capazes
de representar cores de 24-bits, a quantizagao de imagens coloridas ainda tera seu valor
pratico, assim podemos aliviar um espaco considerdvel nos ”frame buffers” para tarefas como
animacao, transparéncia, aplicacoes de janelas, e outras funcoes graficas. Além disso, a
quantizacao de imagens possibilita a diminui¢ao do tamanho fisico ocupado por uma imagem,
possibilitando diminuicao do espago espaco necessario na armazenagem de imagens. Com
imagens menores, podemos diminuir a largura de banda para sua transmissao que sao 0s
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gargalos em muitas aplicacoes, particularmente quando a computacao gréafica é integrada nos
sistemas multimidia ou quando a tecnologia de HDTV (High Definition Television) se tornar
comum.

Neste trabalho daremos uma introducao a imagem digital e seus elementos basicos. Ex-
plicitaremos o problema de quantizacao de imagens e as possiveis estratégias para resolveé-lo.
Mostraremos varios algoritmos para quantizacao de imagens. A énfase deste trabalho serd
em algoritmos de quantizagao de imagens que se utilizam de técnicas de aglomerados, onde
apresentaremos uma nova proposta de algoritmo para quantizagao de imagens. Este estudo
termina com uma comparagao entre os diversos algoritmos estudados.

Existem muitos trabalhos na drea de quantizacao de imagens. Nem todos os trabalhos
estudados estao sendo apresentados na tese, somente os mais relevantes serao estudados.
Uma completa referéncia de todos os trabalhos da area pode ser encontrada no final desta
tese.

Um breve resumo de cada capitulo pode ser visto a seguir.

Capitulo 2 - Discretizagcao de Cor e Imagem Neste capitulo vamos definir o concei-
to de imagem digital e seus principais elementos. O problema de quantizacdao de imagem
serd definido e analisaremos as estratégias existentes para realizarmos a quantizacao de uma
imagem.

Capitulo 3 - Quantizacao por Selecao Direta Uma estratégia de quantizacao por se-
lecao direta serd o alvo de estudo deste capitulo. O algoritmo da populosidade, talvez o
primeiro algoritmo de quantizacao de imagem que se tem noticia, sera apresentado, apresen-
tando seus prés e contras.

Capitulo 4 - Quantizagao por Subdivisao Espacial Os mais importantes algoritmos
de quantizacao que se utilizam da estratégia de subdivisao espacial serao estudados neste
capitulo. A maioria dos algoritmos existentes se utilizam desta estratégia para quantizar
imagens. Dentre os métodos mais importantes que estaremos estudando neste trabalha,
podemos citar o algoritmo do corte mediano, o método de quantizacao mais utilizado.

Capitulo 5 - Quantizacao por Métodos de Otimizagcao Neste capitulo apresentare-
mos a idéia de algoritmos de quantizacao que se utilizam de métodos de otimizacao. Na
pratica todo algoritmo de quantizacao tenta minimizar alguma coisa, quase sempre o erro de
quantizagao. Assim, estudaremos neste capitulo algumas técnicas de minimizacao aplicadas
a quantizacao de imagens.

Capitulo 6 - Quantizacao por Aglomerados Os algoritmos de quantizacao de imagens
mais recentes geralmente se baseiam em técnicas de aglomerados. Neste capitulo faremos uma
breve introducao a andlise de aglomerados e estudaremos alguns algoritmos de quantizacao
de imagens que se utilizam desta estratégia.
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Capitulo 7 - Quantizacao por Aglomerados Duplos Baseado em uma técnica de aglo-
merados estamos propondo neste capitulo um novo algoritmo de quantizacao de imagens. O
algoritmo proposto apresenta resultados muito bons do ponto de vista perceptual e numérico
apesar de ainda ser mais lento do que a maioria dos algoritmos.

Capitulo 8 - Conclusoes Vamos concluir este trabalho com um estudo comparativo entre
os diversos algoritmos estudados. Neste capitulo daremos algumas outras utilizagoes para
o algoritmo de quantizacao por aglomerados duplos. Também serao apresentadas algumas
idéias no sentido de diminuir o tempo de execucao do algoritmo e melhorar ainda mais seus
resultados.



Capitulo 2

Discretizacao de Cor e Imagem

Neste capitulo descrevemos o conceito de imagem digital e alguns de seus elementos
necessarios para o desenvolvimento do estudo de quantizacao de imagens.

2.1 Imagem Digital

O objetivo final da maioria das aplicacoes de Computacao Grafica é a geracao de uma
imagem. Assim sendo, o estudo da imagem digital e de sua manipulacao no computador
(processamento de imagem) é de grande importancia dentro da area.

Para representar e manipular imagens no computador temos que definir um modelo ma-
tematico apropriado para tal finalidade. Usaremos o paradigma dos Quatro Universos para
nossos estudos sobre imagem.

2.1.1 Paradigma dos Quatro Universos

Este paradigma de abstracao (Gomes & Velho, 1995a) consiste em estabelecer quatro
universos (conjuntos), como mostrados na Figura 2.1.

>

Universo Universo Universo de Universo de
Fisico Matematico Representacao Implementagio

<«

i

Figura 2.1: Os quatro universos de abstracao.

O Universo Fisico (F) contém os objetos do mundo real os quais queremos estudar. Uma
descricao abstrata dos objetos do mundo fisico estd no Universo Matemético (M). O Universo
de Representacao (R) é constituido das representagoes discretas associadas aos objetos do
Universo Matematico. Finalmente, no Universo de Implementacao (I), os objetos ja discre-
tizados do Universo de Representacao sao mapeados em estruturas de dados possibilitando
sua representacao no computador.



CAPITULO 2. DISCRETIZACAO DE COR E IMAGEM 5

Modelo Fisico de Imagem

Tudo que podemos ver no mundo real pode ser considerado uma imagem. Assim, devemos
entender uma imagem no Universo Fisico como o significado intuitivo da propria palavra
imagem. Como exemplo de imagens podemos citar uma imagem da retina do olho humano,
uma imagem capturada por uma camera de TV, uma fotografia, enfim, toda cena do mundo
real que vemos chega ao nosso cérebro como uma imagem.

Modelo Matematico de Imagem

Tomando uma fotografia como exemplo, percebemos esta imagem como sendo impulsos
luminosos trazendo informagoes de cor que chegam aos nossos olhos partindo de cada ponto
do espaco desta fotografia. Assim, um modelo matematico natural para uma imagem é uma
funcao definida em uma superficie bidimensional e que toma valores em um espaco de cor.

Uma imagem consiste de uma aplicacao que associa a cada ponto do plano uma informacao
de cor

f.UCR & O

A funcao f é chamada de func¢do imagem. Chamamos de suporte geométrico da imagem
o conjunto U. O conjunto de valores de f, que sao as cores presentes na imagem formam
um subconjunto de C' conhecido como gamute de cores da imagem. Para imagens coloridas,
temos um espago de representagao de cor tricromatico, em geral com as bases primarias R,
G e B - do inglés Red (vermelho), Green (verde) e Blue (azul). Neste caso, n = 3. Quando
n = 1, temos as imagens que apresentam somente uma cor - monocromdticas.

Modelo de Representacao de Imagem

Quando representamos uma imagem f : U C R? & O™ devemos levar em conside-
racao sua representacao espacial - que é a representacao do conjunto suporte de U - e sua
representacao de cor - que é a representacao do espaco de cor de f.

Representacao Espacial O caso de representacao espacial de uma imagem que estamos
interessados é a amostragem pontual uniforme. Considere o conjunto suporte como sendo o
retangulo

f:U=la,b] x[e,d]={(z,y) eER;a<x<b e c<y<d}

Discretizamos esse retangulo usando os pontos de um reticulado bidimensional A = (A, A,),

A ={(zjy) €U; zj=7-Dz, y=k-Dy jkeZ, Ax,AyeR},

conforme mostrado na Figura 2.2. A imagem ¢é representada pelos valores f(z;, y;) da fungao
imagem nos vértices do reticulado. Cada uma destas amostras é chamada de pizel. Cada
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pixel (z;,yr) da imagem pode portanto ser representado por coordenadas inteiras (j, k).
Portanto a imagem pode ser representada de forma conveniente no formato matricial. Nessa
representagao ela estd associada a uma matriz A de ordem m x n, A = (a;x) = (f (2}, yx))-

C —deshinsiiadandandnndnndnndnndnndnndne

Figura 2.2: Reticulado uniforme da representacao matricial da imagem.

Cada elemento ajx, j =1,... ,me k = 1,... ,n da matriz representa o valor da fungao
imagem f no ponto de coordenadas (z;,yx) do reticulado, sendo pois um vetor do espago de
cor representando a cor do pixel de coordenadas (j, k). Se a imagem for monocromaética, A é
uma matriz real, onde cada elemento é um nimero real que representa o valor da luminancia
do pixel.

Representacao de Cor O espaco de cor é representado pelo espaco R?, portanto o proble-
ma de representagao de cor é o problema de representacao de nimeros reais. Logo, devemos
saber quantos bits devemos utilizar para representar uma cor. Chamamos de resolucdo de
cor da imagem ao numero de bits que utilizamos para representacao de cor no computador.
Como ja mencionado, esse processo de discretizacao do espaco de cor de uma imagem é
chamado de quantizacao.

Do ponto de vista computacional a discretizacao de cor estd relacionada diretamente
com o problema de discretizacio do espaco R? e temos opcoes de usar aritmética de ponto
flutuante com 32 ou 64 bits. No entanto do ponto de vista de exibi¢cao de imagens a questao
é mais delicada. O problema de discretizacao do espaco de cor para exibicao de imagem é
conhecido como quantizacao de cor.

2.1.2 Elementos da Imagem Digital

Uma imagem digital é uma imagem f : U < R3 onde o suporte U e o espaco de cores
estao discretizados. Esta imagem fica caracterizada pelos seguintes fatores:

e resolucao espacial (nimero de pixels);

e nimero de componentes de cor (dimensao do espago de cor);
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e resolucao de cor;

Chamamos de gamute de cores de f ao conjunto de cores f(U) do espago de cor discre-
tizado, que é finito.

2.1.3 Histograma de Frequéncia de Cor

Frequéncias

]
Valores de cinza da imagem

Figura 2.3: Histograma de uma imagem em tons de cinza.

Para muitas aplicacoes com imagens estaremos interessados em saber qual ¢é a distribuicao
de probabilidade de cor de uma imagem.

Em geral, é muito dificil saber a distribuicao de probabilidade de cor de uma imagem.
Uma aproximacao dessa distribuicao é dada pelo histograma de cor. Nesse histograma asso-
ciamos a cada intensidade de cor ¢ presente na imagem sua frequéncia de ocorréncia, isto é,
o numero de pixels na imagem que tém a cor ¢. A Figura 2.3 mostra a imagem das araras e
seu histograma. O eixo horizontal mostra a gradagao dos 256 niveis de cinza (de preto até o
branco) e o eixo vertical o nimero de vezes que cada cor ocorre da imagem (frequéncia).

Observando o histograma podemos notar que esta imagem das araras quase nao possui
cores proximas do preto (baixa intensidade). A maioria dos pixels se concentram em tons de
cinza médios. Os pixels de alta intensidade (préximo ao branco) também estao presentes na
imagem porém em menor numero que os pixels de tons médios de cinza.

No caso de imagens coloridas, podemos computar separadamente o histograma para cada
componente ou criar um histograma tridimensional.

2.2 Definicao do Problema de Quantizacao de Imagens

A quantizagao de uma imagem digital consiste em quantizar o gamute de cores da ima-
gem, o que acarreta na quantizacao da informacao de cor de cada pixel da imagem. Mais
precisamente, se f : U — R? é uma imagem digital, o resultado da quantizagao de f(x,y)
é uma imagem f' : U — Ry, tal que f'(x,y) = q(f(x,y)), onde ¢ é a transformacgao de
quantizacao. Desse modo, a quantizacao altera a resolucao de cor da imagem.



CAPITULO 2. DISCRETIZACAO DE COR E IMAGEM 8

Um caso comum de quantizagao ocorre quando queremos representar um conjunto finito
Ry; de M cores, por um conjunto Ry com N cores, sendo M > N. Isso corresponde por
exemplo a quantizar um conjunto de cores representado por m bits para um conjunto de cores
representado por n bits, com m > n. Nesse caso temos uma transformacao de quantizacao
q: R, — Ry.

Por que quantizar uma imagem? Basicamente existem duas razoes: exibicao e compressao.

Exibicao de Imagem Para exibirmos uma imagem em um dispositivo grafico é necessario
que este suporte a resolucao de cor da imagem. Ou seja, o gamute de cor do dispositivo deve
ser maior ou igual ao gamute de cor da imagem. Se isto nao ocorre, devemos quantizar esta
imagem para podermos exibi-la neste dispositivo.

Compressao de Imagem Com a quantizagao de uma imagem, reduzimos o nimero de
bits usados para armazenar seu gamute de cor. Isso reduz a quantidade total de memoria
necessaria para armazenar a imagem e a quantidade de dados necessaria para transmitir a
imagem através de um canal de comunicacao.

2.2.1 Células de Quantizacao e Niveis de Quantizacao

Uma quantizacao particiona o espaco de cor da imagem em subconjuntos, em cada um
desses subconjuntos a funcao de quantizacao assume um tunico valor. Genericamente, consi-
dere um mapa de quantizacdo ¢ : C — C'. Para cada cor quantizada ¢, € C' corresponde
um subconjunto de cor C; C C, consistindo de todas as cores em C' que sao mapeadas em c,

Ci=q () ={c€C:qc) =},

A familia (finita) de conjuntos C; formam uma parti¢ao do espago de cor C. Cada conjunto
C; é chamado de célula de quantizacao.

Em cada célula de quantizacdo a funcao de quantizacao assume valores constantes c.
Chamamos de nivel de quantizacdo ou valor de quantizacao a esse valor representativo de
cada célula de quantizagao.

Figura 2.4: Células de quantizacao bi-dimensional e seus respectivos niveis de quantizacao.
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A Figura 2.4 mostra um exemplo de células de quantizacao de um espaco de cor bi-
dimensional com seus respectivos niveis de quantizacao.

2.3 Quantizacao e a Geometria das Células

Como vimos pela definicao do problema de quantizagdo de imagens (secao 2.2), esse
processo se caracteriza pela subdivisao do espago de cor em subespacos sem intersecao e que
a uniao de todos estes subespacos é o espaco de cor original. Assim, podemos dizer que todo
método de quantizagao de imagens nada mais é do que um processo de subdivisao espacial.

Estes subespacos gerados pelo processo de quantizacao sao conhecidos como células de
quantizacao. Segundo sua geometria, estas células podem ser classificadas em duas categorias:

e uniforme

e nao-uniforme.

2.3.1 Quantizacao Escalar e Vetorial

Quando os espagos de cor C' (imagem original) e C' (imagem quantizada) tém dimensao
1, o processo de quantizacao é chamado de quantizacao uni-dimensional.

Quando o espaco de cor tem dimensao n, e a quantizagao de cada vetor de cor ¢ =
{c1,¢2,...,c,} é feita quantizando-se cada componente ¢; separadamente, temos uma quan-
tizacao escalar. Neste caso, temos um mapa de quantizacao uni-dimensional ¢, e o mapa de
quantizacao @ : C — C’ é definido por

Q(C) = (Q(Cl)a Q(CZ)a s 7q(cn))

Quando a quantizacao nao é escalar, ou seja, consideramos todos os componentes ¢; ao
mesmo tempo, temos uma quantizacao vetorial.

Quando quantizamos um espaco de cor usando um método de quantizagao escalar nao
levamos em consideracao a correlacao espacial das cores presentes no gamute da imagem sendo
quantizada. Métodos de quantizacao vetoriais eliminam este problema pois escolhemos as
células de quantizacao levando em consideracao todas as componentes de cor presentes na
imagem, considerando assim a correlacao espacial destas cores.

Na Figura 2.5 (A) temos um espago de cor bi-dimensional onde as cores sdo representadas
por circulos pretos. Usando um método de quantizagao escalar, obtemos a quantizacao
mostrada nesta mesma figura, onde os niveis de quantizagao sao representados por circulos
cinza. Usando uma técnica de quantizacao vetorial obtemos a quantizacao mostrada na
Figura 2.5 (B). Note que esta quantizagao tem o mesmo erro de quantizagao da quantizagao
da mostrada Figura 2.5 (A) porém temos um nimero bem menor de células de quantizacao.
Geramos 10 células usando quantizacao vetorial, ao invés das 16 células geradas usando
quantizacao escalar uniforme. Nas Figuras 2.5 (C) e (D) temos dois exemplos de quantiza¢ao
escalar que geram o mesmo numero de células obtidos na quantizacao vetorial. Note que o



CAPITULO 2. DISCRETIZACAO DE COR E IMAGEM 10

(C) (D)

Figura 2.5: Quantizacao escalar X Quantizacao vetorial.

erro de quantizacao é bem maior nestas duas quantizagoes que na quantizacao obtida usando
um método vetorial. Por que isto acontece? Isto se deve ao fato de que na quantizacao
vetorial levamos em conta a correlacao espacial das cores, fato que nao ocorre na quantizacao
escalar.

2.3.2 Quantizagao Uniforme

A maneira mais simples de se obter uma divisao do espaco de cor consiste em tomarmos
células congruentes e em cada célula tomar o centréide da mesma como seu nivel de quanti-
zacao. Este método é conhecido como quantizacao uniforme. No caso de quantizacao escalar
com L niveis, as célula de quantizacao sao intervalos (¢; 1, ¢;] de igual comprimento, isto é,
¢i &c;_1 = constante e em cada célula o valor de quantizacao é dado pela média

Na Figura 2.6 (A) temos uma quantizagao escalar de R? obtida a partir de uma quanti-
zagao uniforme em cada um dos eixos coordenados. Na Figura 2.6 (B) mostramos uma outra
geometria de célula de quantizacao uniforme bidimensional.
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(A)

Figura 2.6: Células de quantizagao uniforme bidimensional e seus respectivos niveis de quan-
tizagao.

2.3.3 Quantizagao Nao-uniforme

(A)
(B) (€)

Figura 2.7: Células de quantizacao adaptadas a distribuicao das cores na imagem.

A Figura 2.7 mostra alguns exemplos de quantizacao bi-dimensional para 16 niveis. As
bolas pretas representam as cores no gamute da imagem que se deseja quantizar. As bo-
las cinzas sao os niveis de quantizacao de cada célula. Usaremos esta figura para motivar
quantizagao nao-uniforme.
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A quantizacao uniforme é um método étimo quando temos uma distribui¢ao uniforme das
cores pelo espaco de cor, como pode ser observado na Figura 2.7 (A). Observe a Figura 2.7 (B),
nela temos uma distribuicao de cores nao uniforme. Como podemos notar, existem células
de quantizacdo em que nao temos cores presentes no gamute da imagem. Assim, apesar da
quantizagao uniforme ser muito facil de ser obtida, nem sempre ela é a mais recomendada.
Basta observarmos que com esse método podem haver células de quantizacao que nao terao
utilidade alguma pois pode nao haver cor alguma no gamute da imagem que pertenca a esta
célula.

Se a distribuicao de cores de uma imagem nao ¢é uniforme, teremos regioes com maior
concentracao de cores do que em outras. Sendo assim, estas regioes devem ser subdivididas
em um maior numero de células com o intuito de diminuirmos o erro de quantizacao. Podemos
observar pela Figura 2.7 (C) que continuamos com 16 células de quantizagao e que o erro de
quantizacao (distancia entre as cores de uma célula e seu nivel de quantizagao) diminuiu.

Logo, um método de quantizacao que nao se utiliza da subdivisao do espago em células
congruentes é chamado de quantizacao nao-uniforme. A quantizacdo nao-uniforme é dita
adaptativa quando a geometria das células é escolhida de acordo com caracteristicas es-
pecificas da distribuicao de cor na imagem. Nestes métodos geralmente levamos em conta
informacoes que nos sao fornecidas pelos histogramas de cor da imagem, que nos informam
sobre a distribuicao de probabilidade de cor na imagem.

]

(A)

(B) (©)

Figura 2.8: Células de quantizagao na quantizacao do cubo RGB.

Na Figura 2.8 (A) mostramos o cubo RGB. Este mesmo cubo quantizado por um método
uniforme pode ser visto na Figura 2.8 (B). Uma quantizagao nao-uniforme adaptativa do
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cubo RGB é apresentada na Figura 2.8 (C).

2.3.4 Quantizacao e Mapa de Cor

E muito comum usarmos um mapa de cor para obtermos as cores dos pixels de uma
imagem. Mais precisamente, suponha que temos uma imagem f : U C R? — C tomando
valores em algum espago de cor C'. Definimos um mapa de cor ¢ : [0,1] C R — C, e os
valores das cores da imagem sao tomados como um conjunto dos valores do mapa de cor
©([0,1]) C C (veja Figura 2.9).

¢([0,1])
U I

A \%
0 1

Figura 2.9: Mapa de cor de uma imagem.

Discretizamos o intervalo unitdrio [0, 1] em n subintervalos definidos por alguma parti¢ao
0=t <ty <...<t, =1 Escolhendo um ponto z; € [t;,t;41], para j = 1,... ,n &1,
obtemos uma quantiza¢do do conjunto ¢([0,1]) em n niveis p(t1), p(t2),...,¢(t,). Esta
discretizacao do mapa de cor é chamada palete. A quantizacao do mapa de cor implica na
quantizacao da imagem.

Quando nos referimos a quantizacao uniforme de uma imagem colorida, isto significa uma
quantizacao uniforme de sua palete, obtida como acima, através da subdivisao do intervalo
[0, 1] em n subintervalos uniformes.

2.4 Erro de Quantizacao

A determinacao 6tima das células de quantizacao, e do nivel de quantizacao para cada
célula, depende do critério usado para medirmos o erro de quantizacao e da distribuicao de
cores na imagem. Se ¢ é o mapa de quantizacao e ¢ é a cor que serd quantizada, podemos
escrever

c= Q(C) + efb

onde e, é o erro de quantizac¢ao ou distorcao.
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A distorcao é causada quando substituimos a cor ¢ pelo seu valor de quantizacao ¢(c).
Para medirmos a distor¢ao usamos uma medida de distor¢ao d(c, ¢(c)). Existem vérias pos-
sibilidades para a escolha da medida de distorcao d em C. Ao escolhermos uma, devemos
levar em conta critérios perceptuais bem como eficiéncia computacional em seu calculo. E
comum usarmos uma pseudométrica ao invés de uma métrica, ou até mesmo alguma funcao
positiva que, de alguma forma, nos forneca informacao de ”proximidade”no espaco de cor.
Uma possivel escolha é o quadrado da distancia Euclidiana, d(cq, ¢2) = (¢2 ©¢1, ¢ Sc1).

A quantizacao de uma imagem implica na quantizacao de cor de cada um de seus pixels.
Logo, uma medida da distor¢ao deve levar em conta nao somente a distorgao causada pela
quantizacao de cada cor do espago de cor da imagem, mas também a frequéncia de ocorréncia
dessa cor na imagem. Uma boa medida é dada pelo erro médio quadratico

E@ﬂwnzlg@mmﬂ@m@ (2.1)

onde p é a funcao de distribuicao de probabilidade de cor em C. O uso dessa equacao
para medir a distorcao em uma imagem quantizada é quase intuitiva: ela pondera o erro de
quantizacao, levando em conta a probabilidade de ocorréncia de cada cor no espaco sendo
quantizado.

2.5 Quantizacao como um Problema de Otimizacao

O que ¢ o ideal de um processo de quantizacao? Podemos dizer que uma quantizacao é
6tima quando o erro gerado pelo processo é minimo. Como vimos anteriormente, existe um
erro associado ao processo de quantizagao. Este erro pode ser medido pela equacao

zwmmz[wwwm@m. (2.2)

o0

Se desejamos uma quantizacao em N niveis, teremos uma particao do espaco de cor em N
células Ky, Ky, ..., Ky. Indicando por ¢; o nivel de quantizacao da célula Kj, a equacao
acima pode ser escrita na forma

= > / d(c, q;)d (2.3)

1<j<N

Ou ainda, levando em consideracao que temos um conjunto finito de cores em cada célula,

Z Z d(c, g;)- (2.4)

1<j<N ceK;

O problema de quantizacao deveria portanto ser resolvido, de forma ideal, minimizando
a distorcao de quantizacao dada pela equacao 2.4, sobre todas as possiveis N particoes com
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K elementos do espaco de cor com um numero finito de elementos. A grande variedade de
particoes com K elementos do espaco de cor, torna esse problema bastante dificil do ponto de
vista computacional. Este é considerado um problema de decisao, ou seja, a cada instancia do
problema queremos saber se uma dada configuracao de N particao do espaco de cor minimiza
o erro de quantizacao dado pela equacao 2.4. Este tipo de problema é considerado um proble-
ma NP-completo. Um problema NP-completo é aquele que nao existe uma solugao em tempo
polinomial para resolvée-lo, uma vez encontrada uma solucao polinomial para um determi-
nado tipo de problema NP-completo todos os demais problemas dessa classe também terao
um solu¢ao polinomial. Assim, devido a complexidade do problema, em geral os métodos de
otimizacao utilizados para resolver o problema de quantizagao nao resolvem o problema em
sua plenitude. Esses métodos de solucao de tal problema em geral se enquadram em uma
das categorias abaixo:

e resolvem apenas uma restricao do problema;
e utilizam algum tipo de heuristica;

e encontram apenas uma solucao 6tima aproximada.

O problema de quantizagao uni-dimensional é resolvido completamente de forma 6tima
como serd visto mais adiante na secao 5.1.

Como nosso espaco de cor ja é discretizado para 24-bits, o problema de otimizacao na
quantizagao nada mais ¢ do que um problema de andlise de aglomerados, ou seja, estamos
procurando aglomerados de cores que minimizam o erro de quantizacao. Na secao seguinte
entraremos um pouco mais a fundo na relagao entre quantizacao e analise de aglomerados.

2.5.1 Quantizagao e Analise de Aglomerados
O problema de Aglomerados

Anaélise de aglomerados é uma técnica importante usada na busca de alguma estrutura
em um conjunto discreto de dados. Como no caso de imagens ja temos o espaco de cor
discretizado para 24-bits, podemos pensar em usar algumas dessas técnicas para quantizar
imagens. Dado um conjunto finito de dados, S, o problema de aglomerado em S consiste
em encontrarmos uma colecao de ”centros”de aglomerados que podem caracterizar apropria-
damente classes relevantes de S. Na andlise de aglomerados classica, essas classes devem
formar uma particao de S, de tal forma que o grau de associacao seja considerado forte para
os dados contidos dentro da particao e fraco para os dados contidos em outras particoes.

Quantizacao como um Problema de Aglomerados

Considerando o espaco de cor como sendo um conjunto de dados, onde cada dado repre-
senta uma cor. O problema de aglomerado de cores consiste em encontrarmos conjuntos de
cores similares. Como o conceito de similaridade de cor estd ligado a quao proximas estas co-
res estao no espaco de cor, podemos naturalmente escrever o problema de quantizacao como



CAPITULO 2. DISCRETIZACAO DE COR E IMAGEM 16

sendo um problema de otimizacao em andlise de aglomerado: a solucao 6tima deve minimi-
zar o erro de quantizagao (equagao (2.2)) em todas as possiveis parti¢oes de N-elementos do
espaco de cor.

Assim, no caso de quantizacao de imagens, devemos identificar N aglomerados de cores
da imagem original que sejam similares de acordo com as medidas de quantizacao. Estes
aglomerados vao constituir as células de quantizacao. Para cada aglomerado temos um
nivel de quantizacao associado. Como as cores em cada aglomerado sao similares, podemos
substitui-las pelo seu respectivo nivel de quantizacao introduzindo uma distor¢ao minima.

A solucao direta do problema de otimizagao em aglomerados implica em uma busca no
espaco de todos as possiveis configuracoes de aglomerados para encontrarmos a que nos for-
nece o minimo global. A complexidade combinatéria desse tipo de solucao a torna intratavel.
Por esta razao, métodos de aglomerados recaem em heuristicas para encontrarmos a solucao.

Figura 2.10: Aglomerados de cores sendo substituidos por sua cor representativa.

A Figura 2.10 nos mostra aglomerados de cores no espaco de cor C' que sao substituidos
pelos seus respectivos niveis de quantizacao no espago de cor quantizado C'.

2.6 Estratégias de Quantizacao
Pelo que vimos até agora, um método de quantizagao consiste basicamente de duas etapas:

e Determinar as células de quantizacao.

e Determinar o nivel de quantizacao de cada célula.

Assim, a funcao de quantizacao ¢ é definida de modo a associar as cores de uma célula
de quantizacao, ao nivel de quantizacao correspondente. A funcao ¢ é portanto constante
em cada célula de quantizacao. Um vez conhecida a funcao de mapeamento ¢, o processo de
quantizacao se torna simples: para cada cor ¢ do pixel da imagem, verifica-se a qual célula de
quantizagao ela pertence e entao substitui-se a cor ¢ deste pixel pela cor ¢(c) correspondente
ao nivel de quantizacao desta célula.
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Todos os métodos de quantizagao existentes refletem a descricao acima, e funcionam de
tres modos distintos.

Quantizacao por Selecao Direta Os métodos de selecao direta escolhem, inicialmente,
com base em propriedades estatisticas da imagem, os niveis de quantizacao a serem utilizados
e a partir dai determinam a funcao de quantizacao de forma a minimizar o erro de quantizacao.

Quantizacao por Subdivisao Espacial Neste modelo, primeiro determinamos as células
de quantizacao para em seguida calcular o nivel de quantizagao associado a cada célula.

Temos dois tipos de quantizacao por subdivisao espacial: quantizacao uniforme e quanti-
zacao adaptativa.

Quantizacao Hibrida Estes métodos misturam as duas estratégias de quantizacao, hora
partindo do nivel de quantizacao para encontrar suas células de quantizacao e hora fazendo
o inverso, tudo isso em um mesmo algoritmo.

Um exemplo desse tipo de estratégia seria utilizarmos um método de quantizagao por
subdivisao espacial para estimarmos uma solucao inicial que sera usado em um método de
aglomeramento.

Todos os métodos de quantizacao podem ser considerados como um método de otimizacao
pois todos eles tentam minimizar o erro de quantizacao na imagem quantizada. Assim,
podemos quantizar tanto utilizando técnicas de otimizacao, como por exemplo a minimizagao
de um funcional, como utilizando técnicas de aglomeramento.

2.7 Imagem de Teste

Figura 2.11: Imagem digital colorida quantizada com 24 bits: araras.

Usaremos a imagem das araras mostrada na Figura 2.11 para compararmos os vAarios
métodos de quantizacao que apresentaremos. Esta é uma fotografia digitalizada que foi ini-
cialmente quantizada para 24 bits (8 bits por canal) nao tendo assim contornos de quantizacao
perceptiveis.
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Quantizacao por Selecao Direta

Como vimos anteriormente, os métodos de quantizacao que se utilizam de técnicas de
selecao direta sao aqueles em que primeiro escolhemos os niveis de quantizacao para depois,
a partir desses niveis, gerarmos as células de quantizacao.

Este tipo de estratégia nao ¢ muito utilizada para desenvolvermos algoritmos de quanti-
zagao pois os resultados obtidos nao sao muito bons, dependendo muito da distribuicao de
probabilidade de cores na imagem.

O método por selecao direta mais simples seria escolher K niveis de quantizacao alea-
toriamente e depois, a partir destes niveis escolhidos, obtermos suas respectivas células de
quantizacao. Como podemos observar, este método nao é nada bom visto que nao levamos
em consideracao nenhuma informacao sobre a distribuicao de probabilidade de cores na ima-
gem. Com este método podemos obter imagens quantizadas que sao muito distantes das
imagens originais.

O Algoritmo da Populosidade é o mais famoso método que se utiliza da técnica de selecao
direta. Na préxima secao deste capitulo falaremos um pouco mais sobre este algoritmo.

3.1 Algoritmo da Populosidade

O algoritmo da populosidade foi desenvolvido independentemente por dois grupos dis-
tintos em 1978: Tom Boyle e Andy Lippman no Architechture Machine Group do MIT e
Ephraim Cohen do New York Institute of Technology. As idéias de Boyle e Lippman foram
implementadas por Paul Heckbert em seu trabalho de final de graduagao no MIT (Heckbert,
1980).

Este algoritmo assume que o mapamento de quantizagao pode ser gerado encontrando-se
as regioes mais densamente povoadas na distribuicao de cores da imagem original. O algorit-
mo da populosidade simplesmente seleciona as K cores de maior frequéncia do histograma,
usando-as como os niveis de quantizacao do mapeamento. Com os niveis de quantizacao ja
selecionados encontramos suas respectivas células de quantizacao.

O algoritmo da populosidade funciona bem para muitas imagens, mas seu desempenho é
ruim em imagens com um grande nimero de cores, ou quando se deseja quantizar para um
nimero pequeno de cores (menos de 50 cores). Geralmente omite cores em regides pouco
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populosas do espaco de cor (um ”highlight” em uma imagem pode desaparecer completamente
nesse processo de quantizacao, uma vez que ele ocupa apenas um pequeno nimero de pixels
na imagem). Um aperfeicoamento desse algoritmo, proposto por (Heckbert, 1980) consiste
em atribuirmos pesos maiores as regioes onde queremos enfatizar nas imagens. Por exemplo,
se quizermos que um ”highlight”esteja presente na imagem quantizada, devemos atribuir um
alto peso para esta regiao, desta forma, quando gerarmos o histograma de cor da imagem,
as cores presentes no ”highlight” aparecerao como se fossem bastante frequentes na imagem,
sendo escolhida como um dos K niveis de quantizacao. Esta solucao tem o problema de
necessitar de intervencao de alguém no processo, ou seja, alguém deve marcar as regioes
onde se deseja dar énfase. Logo, esta alternativa nao é automatica.

A Figura 3.1 (esquerda) mostra a imagem das araras quantizada para 8 bits com o algo-
ritmo da populosidade. Na Figura 3.1 (direita) mostramos a mesma imagem quantizada para
4 bits com o mesmo algoritmo. Observando as duas imagens quantizadas podemos ver que,
para poucas cores, a imagem quantizada se apresenta muito distante da imagem original.

Figura 3.1: Algoritmo da Populosidade: (esquerda) quantizacao para 8 bits, (direita) quan-
tizacao para 4 bits.



Capitulo 4

Quantizacao por Subdivisao Espacial

Esta estratégia de quantizacao de imagens consiste em subdividir o espaco de cor em
células de quantizacao e, a partir de cada célula, encontrar seu nivel de quantizagao. Muitos
algoritmos de quantizacao de imagens se utilizam desta técnica.

Alguns algoritmos sao bastante intuitivos, somente dividindo o espago de cor sem levar
em consideracao informacoes fornecidas pela distribuicao de cores na imagem. Outros tentam
minimizar o erro de quantizacao, usando para isso varias metodologias.

Neste capitulo apresentaremos os principais algoritmos de quantizacao por subdivisao
espacial. Utilizaremos a distribui¢ao de cores no espago bidimensional (plano RG) mostrada
na Figura 4.1 para ilustrar os algoritmos de quantizagao que serao estudados.
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Figura 4.1: Distribuicao de cores em um espaco de cor bidimensional (plano RG).
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4.1 Quantizacao Escalar Uniforme

A forma mais intuitiva de se fazer uma subdivisao do espaco de cor consiste em dividi-lo
em células congruentes tomando como valor de quantizacao seu centro. A este método damos
o nome de quantizacao escalar uniforme.

Este método nao nos fornece bons resultados, podendo ter até células de quantizacao onde
nao teremos nenhuma cor presente no gamute da imagem original. Levando em consideracao
a forma de como o olho humano percebe as cores, podemos tirar partido disso para gerar
imagens quantizadas um pouco melhores. Assim, podemos privilegiar a componente G visto
que o olho humano é mais sensivel as variacoes de verde. Podemos também fazer menos
subdivisoes na componente B pois o olho humano é menos sensivel a variacoes de azul.

Assim, o método de quantizagao escalar uniforme pode ser resumido como se segue:

1. Escolha quantas subdivisoes se deseja fazer em cada uma das componentes RGB de cor
de forma que o produto do nimero de subdivisdes em cada uma das componentes seja,
igual ao numero total de niveis de quantizacao que se deseja na imagem quantizada.

2. Divida cada um dos eixos R, G e B igualmente de acordo com o nimero de subdivisoes
escolhido para cada componente de cor RGB.

3. Faca o produto cartesiano dessas subdivisoes em todas as componentes gerando as
células de quantizacgao.

4. Tome o centro de cada célula como sendo o seu nivel de quantizacao.

5. Mapeie cada cor em seu nivel de quantizacao mais préximo.
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Figura 4.2: Quantizagao escalar uniforme para 4 niveis no plano RG.
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Na Figura 4.2 temos o resultado de uma quantizacao escalar uniforme para 4 niveis no
plano RG. Escolhemos dividir cada componente de cor 2 vezes. O nivel de quantizacao de
cada célula é representado pelo circulo maior.

Figura 4.3: Quantizacao Uniforme: (esquerda) quantizacdo para 8 bits, (direita) quantizagao
para 4 bits.

A Figura 4.3 (esquerda) mostra a imagem das araras quantizada para 8 bits usando uma
quantizacao uniforme com 8 subdivisoes em R, 8 subdivisoes em G e 4 subdivisoes em B. Na
Figura 4.3 (direita) mostramos a mesma imagem quantizada para 4 bits usando 2 subdivisoes
em R, 4 subdivisoes em G e 2 subdivisoes em B.

4.2 Algoritmo do Corte Mediano

Introduzido na literatura em 1982 por Paul Heckbert como uma alternativa ao algoritmo
da Populosidade, este é o algoritmo de quantizagao mais conhecido da comunidade de com-
putacao grafica. Além de apresentar bons resultados perceptuais, é de facil implementacao
e eficiente computacionalmente. Existem inimeras variacoes do algoritmo original proposto
por (Heckbert, 1980).

O algoritmo do corte mediano subdivide repetidamente o cubo de cor RGB em parale-
lepipedos cada vez menores. Esta divisao é feita pela mediana da componente RGB de maior
comprimento. Para explicarmos este algoritmo primeiro devemos introduzir o conceito de
mediana de um conjunto.

4.2.1 Mediana de um Conjunto

Dado um conjunto finito e ordenado de pontos do espaco

C:{CISCQS...SCn—ISCn})

a mediana mc desse conjunto é definida pelo elemento do meio c(41)/2 se n é impar, e
pela média dos dois elementos intermedidrios, se n é par. A mediana é uma medida de
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localizacao estatistica que divide o conjunto de dados C' em duas partes com igual nimero de
elementos. Observe que, ao contrario da média, a mediana nao é influenciada pela magnitude
dos elementos do conjunto. Um fato importante a ser mencionado é que no céalculo da
mediana devemos levar em consideracao a frequéncia de cada elemento ¢; do conjunto C.
Desse modo, a construcao do histograma de frequéncia associado ao conjunto de dados é
uma etapa importante no calculo da mediana.

O algoritmo do corte mediano procura equalizar o histograma de uma imagem, ou seja,
cada cor presente na imagem terd um numero de pixels aproximadamente iguais. O ideal
seria uma imagem onde todas as cores ocorrecem em um mesmo nimero de pixels. O processo
de quantizacao por equalizacao de histograma para imagens monocromaticas, consiste em se
fazer subdivisoes sucessivas do intervalo de intensidade da imagem utilizando a mediana do
conjunto de intensidade em cada processo de subdivisao.

Estendendo-se essa idéia descrita acima para imagens coloridas temos a base do algoritmo
do corte mediano. De forma simples, o método consiste em utilizar o algoritmo de quantizacgao
por equalizacao de histograma em cada uma das componentes de cor do gamute da imagem.
Descreveremos detalhadamente o algoritmo para o espago de cor RGB.

4.2.2 O Algoritmo

Indicamos por K o numero de niveis de quantizacao desejado.

Devemos inicialmente encontrar o minimo e o maximo valor de cada componente de cor.
Chamaremos Tmin, gmin € bmin a0s valores dos minimos das componentes R (vermelho), G
(verde) e B (azul) respectivamente. Os valores dos maximos das componentes R, G e B sao
dados por Tuuz, Gmaz € Dmaes respectivamente. Estes valores de minimo e méaximo de R, G e
B nos fornecem um paralelepipedo

V= {[rmina Tmax] X [gmina gmax] X [bmma bmax]}a

de volume minimo que contém todas as cores no gamute da imagem a ser quantizada. Para
a distribuicao de cor bidimensional mostrada na Figura 4.1, o menor quadrilitero (pois s
temos 2 dimensoes) de cor que contém todas as cores presentes nesta distribui¢do pode ser
visto na Figura 4.4. Em seguida, tomamos a componente do espago de cor em cuja direcao
o paralelepipedo V' possui a aresta de maior comprimento. No caso da nossa distribuicao
bidimensional, a aresta de maior comprimento é a componente vermelha r. Vamos supor,
para o caso de uma cor no RGB, que essa aresta também é a componente vermelha r. Fazemos
entao uma ordenacao das cores no gamute da imagem pela componente r, e calculamos a
mediana m, do conjunto de cores com base nessa ordenacao. Dividimos assim a regiao V' em
duas sub-regioes

Vvl = {(T,g,b) € C,T S mr}a
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Va ={(r,g,b) € C;r > m, }.
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Figura 4.4: Menor quadrilatero que contém todas as cores presentes na distribuicao de cor.

Aplicamos entao o método de subdivisao a cada uma das regioes V; e V5. Continuamos
o processo de subdivisao, recursivamente, até que uma das duas condicoes seguintes sejam
satisfeitas: as duas sub-regioes V; e V5, obtidas nao contém cores do gamute da imagem, ou
o numero desejado, K, de células de quantizacao seja obtido.

Ap6s a subdivisao do espago de cor no nimero de células desejado, determinamos o nivel
de quantizacao de cada célula. Esse nivel de quantizacao é dado pela média das cores contidas
em cada uma dessas células. Para se obter o valor de quantizacao de um pixel da imagem,
devemos localizar a célula que contém a cor desse pixel e fazer a quantizacao para o nivel
correspondente a essa célula.

O Algoritmo do corte mediano aplicado na distribui¢ao de cores no plano RG mostrada
na Figura 4.1 para uma quantizacao para 4 niveis pode ser visto na Figura 4.5. O nivel de
quantizacao de cada célula é representado pelo circulo maior.

A Figura 4.6 (esquerda) mostra a imagem das araras quantizada para 8 bits com o al-
goritmo do corte mediano. Na Figura 4.6 (direita) mostramos a mesma imagem quantizada
para 4 bits com o mesmo algoritmo.

4.3 Algoritmo da Divisao pela Média

Baseado no algoritmo do corte mediano, o algoritmo da divisao pela média proposto por
Wu e Witten (Wu & Witten, 1985) em 1985 faz as subdivisoes espaciais baseados na média,
ou invés da mediana. Suas caracteristicas principais estao resumidas abaixo:
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Figura 4.5: Algoritmo do corte mediano para 4 niveis no plano RG.

Figura 4.6: Algoritmo do Corte Mediano: (esquerda) quantizacao para 8 bits, (direita)
quantizacao para 4 bits.

e Particionamos os paralelepipedos de cor por planos perpendiculares a componente de
cor de maior comprimento, como no algoritmo do corte mediano.

e O ponto de divisao é escolhido como sendo a média (ou a média ponderada pela
freqiiéncia de ocorréncia de cada cor) da componente de cor de maior comprimento.

e Um tamanho minimo é pré-estabelecido para o paralelepipedo de cor. Todo parale-
lepipedo menor que este tamanho nao sera mais subdividido.

Assim, o algoritmo bdsico é o mesmo proposto por Heckbert (Heckbert, 1980), mudando
somente no critério de subdivisao do espago de cor: neste algoritmo subdividimos o espago
de cor pela média da componente de cor de maior comprimento.

Na Figura 4.7 temos o resultado da quantizacao para 4 niveis da distribuicao de cor no
plano RG mostrado na Figura 4.1. Para esta quantizacao usamos a média da componente de
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maior comprimento como critério de subdivisao do espaco de cor. A mesma quantizacao sé
que usando a média ponderada pela freqiiéncia de ocorréncia de cada cor na imagem como
critério de subdivisao do espago de cor pode ser vista na Figura 4.8. Representamos o nivel
de quantizacao de cada célula pelo circulo maior.
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Figura 4.7: Algoritmo da divisao pela média para 4 niveis no plano RG.
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Figura 4.8: Algoritmo da divisao pela média ponderada pela freqiiéncia de ocorréncia de
cada cor para 4 niveis no plano RG.

O que é melhor, dividir pela mediana ou pela média? A divisao pela mediana nos garante
que toda célula de quantizacao terd o mesmo numero de elementos, isso é chamado de equa-
lizagao de histograma pois todas as cores presentes na imagem quantizada terao o mesmo
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numero de ocorréncias. A divisao pela média nao garante uma equalizacao do histograma.
A Figura 4.9 (A) mostra o histograma de uma imagem em tons de cinza. Esta imagem serd
quantizada para 4 cores e o resultado desta quantizagdo pode ser visto nas Figuras 4.9 (B),
onde usamos um algoritmo de equalizacao de histograma, ou seja, divisao pela mediana; F'i-
guras 4.9 (C), onde utilizamos um algoritmo de divisao pela média; e Figuras 4.9 (D), onde
foi usado um algoritmo de divisao pela média ponderada pela freqiiéncia de ocorréncia de
cada cor na imagem.
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Figura 4.9: Comparacao dos algoritmos de divisao pela mediana e pela média.

Algoritmo Erro de quantizacao
Mediana 1860.0
Média 867.0
Média ponderada 301.5

Tabela 4.1: Erros de quantizacao gerados pela subdivisao do espaco pela mediana e pela
média.

Como podemos observar na Figura 4.9, o erro de quantizagao gerado pelo algoritmo de
divisao pela mediana é maior que o erro gerado pela divisao pela média. Na Tabela 4.1
temos os erros de quantizacao para a quantizacao da Figura 4.9. Note que o algoritmo que
apresentou menor erro de quantizacao foi o que se utiliza da divisao pela média ponderada
pela freqiiéncia de ocorréncia de cada na imagem. Assim, apesar de equalizar o histograma de
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uma imagem, o algoritmo de divisao pela mediana nao garante um menor erro de quantizacao
que a divisao pela média. Mas também nao podemos garantir que se usarmos divisao pela
média sempre obteremos melhores resultados que a divisao pela mediana, isso vai depender,
em muito, da distribuicao de cores na imagem.

4.4 Algoritmo da Divisao pela Variancia

Existem dois objetivos fundamentais no desenvolvimento de um algoritmo de subdivisao
espacial: a cada passo do processo de particionamento devemos decidir que paralelepipedo
de cor deve ser particionado e ao mesmo tempo escolher um plano de particao apropriado
para subdividir o paralelepipedo. No algoritmo da divisdio pela variancia, introduzido na
literatura em 1990 por S. J. Wan, S. K. M. Wong e P. Prusinkiewicz (Wan et al. , 1990),
ambas as decisoes sao tomadas no sentido de minimizar o erro de quantizacao.

O sistema visual humano nao é capaz de determinar o valor absoluto de uma cor. Ele
¢ mais sensivel a variacoes de cores. Assim, minizando o erro de quantizacao garantimos
que o processo de quantizacao representa corretamente as cores da imagem original, porém
nao garantimos que a variagao das cores na imagem quantizada seja a mesma, ou proxima,
da variagao das cores na imagem original. Um algoritmo de quantizacao que produz valores
pequenos para a variancia introduz quase a mesma distor¢ao de cor para cada pixel. Logo, a
minimizacao da variancia nos ajuda a preservar as variacoes das cores na imagem quantizada.

Assim, com o intuito de reduzir o erro de quantizacao total e também a variancia a cada
passo da subdivisao, o algoritmo da divisao pela variancia particiona o paralelepipedo de cor
de maior variancia. Isto é, o paralelepipedo com o maior erro de quantizacao é escolhido para
ser subdividido. O idéia basica por tras desse algoritmo é de adaptativamente atribuir mais
células a regioes com erros de quantizacao maiores de tal modo que o erro de quantizacao
total seja reduzido.

4.4.1 Como Escolher o Paralelepipedo que Sera Particionado

Como no algoritmo do corte mediano, devemos inicialmente encontrar o minimo e o
maximo valor de cada componente de cor. Chamaremos 7,in, Gmin € bmin a0s valores dos
minimos das componentes R, G e B respectivamente. Os valores dos maximos das compo-
nentes R, G e B sao dados por ez, Gmaz € bmaez respectivamente. Estes valores de minimo
e maximo de R, G e B nos fornecem um paralelepipedo

V= {[rmina Tmam] X [gmina gmax] X [bmma bmam]}a

de volume minimo que contém todas as cores no gamute da imagem a ser quantizada. A
freqiiéncia de ocorréncia de cada cor ¢; é dada por F; = F(¢;). Dado um paralelepipedo
V; C V, seu centréide (média) g e sua variancia o7 sao definidos por
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E;
m = Z Wcia (41)

l

cEV]
2 2 Fz
ot = 3 lles sl (12)
!
cEV]
onde W, = Zcievl F; <1 que chamaremos de peso do paralelepipedo V;.

O erro de quantizacao atribuido ao paralelepipedo V; é determinado pela sua variancia
ponderada 6}, que nada mais é do que o erro introduzido ao substituirmos cada cor contida em
V, pelo seu nivel de quantizacao, que é dado por ;. Assim, temos que a variancia ponderada
¢ dada por

67 =Wio} = Y |l =l F. (4.3)

¢ V]

Dessa forma, a cada passo de subdivisao, o paralelepipedo de cor que deve ser escolhido
para ser subdivido é aquele com a maior variancia ponderada. Isso nos garante uma reducao
no erro de quantizacao.

4.4.2 Como Escolher o Plano de Particao

Suponha que o paralelepipedo V; é dividido em dois paralelepipedos menores Vj; e Vo
pelo plano de particao , perpendicular a um dos eixos coordenados, ou seja, aos eixos R, G
ou B. O erro de quantizacao é dado pela soma das variancias ponderada pela freqiiéncia de
ocorréncia de cada cor contida em cada paralelepipedo

E(, ) =Waop + Wiop, = > lleseunlPPp(e) + D lle Swel’p(e:), (4.4)

ci€V)1 ¢, €V

onde Wi, p; e ij sao o peso, a média, e a variancia do j-ésimo paralelepipedo de cor
(j = 1,2). O plano de particdo 6timo , ,,¢ é definido como sendo o plano que minimiza o
erro de quantizacao

oot = Min E(,), 4,
S =arg Min () (1.5)

onde {, } é o conjunto de todos os possiveis planos de partigdo perpendiculares ao eixo
coordenado.

Na pratica, encontrar o plano de particao étimo definido pela equacao 4.5 é uma tarefa
que consume muito tempo para ser computada. Um modo de simplificar este calculo é
considerarmos as distribuicoes projetadas nos eixos coordenados.
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Seja p1 a média e 02 a variancia de uma distribuicao unidimensional, ou seja, a variancia e
a média de cada componente de cor RGB. Seja t um ponto de corte que divide a distribuicao
em dois intevalos. O ponto de corte 6timo ¢, é definido como sendo o que maximiza a
reducao das variancias

e = arg Moz [0 &(wio? (1) +wso3 (1) (16)

onde w; e 07 (t) sdo o peso e a variancia do j-ésimo intervalo (j = 1,2). Pode ser verificado
facilmente que a reducao esperada da variancia pode ser calculada pela formula simplificada

0% & (w02 () + wy03(8) = —[u & (1)), (4.7)

_

ws
onde p(t) é a média do primeiro intervalo. Além disso, temos que o ponto de corte 6timo é
dado por

Wy
topt =arg Mazx -
(u+lower)/2 <t < (ptupper)/2 W2

P «:ml(m?] , (48)

onde os simbolos lower e upper especificam os limites do intervalo. Baseado na equacao 4.8,
o ponto de corte 6timo e a reducao esperada da variancia podem ser calculados ao mes-
mo tempo. Assim, somente as componentes de cores dentro da faixa de variacdo (pr g5 +
lower,gp)/2 <1,9,0 < (lrgp + upper, ,,)/2 sdo candidatas a ponto de corte 6timo.

Logo, o plano de particao pode ser escolhido da seguinte maneira. Dado um parale-
lepipedo de cor, calcule as distribuicoes unidimensionais relativas as componetes R, G e B
projetando todas as cores dentro do paralelepipedo em cada eixo coordenado. Para cada
distribuicao projetada, calcule o ponto de corte 6timo e a reducao esperada na variancia
usando a equacao 4.8. Escolhemos o plano de particao perpendicular ao eixo ao longo do
qual a reducao esperada na variancia é a maior sobre todas as distribuicoes projetadas. O
plano de particao passa pelo ponto de corte 6timo deste eixo.

4.4.3 Como Formar as Células de Quantizacao

O processo de particao acima é repetido até que o nimero de paralelepipedos de cor seja
igual ao nimero de cores que desejamos na imagem quantizada. Os niveis de quantizacao
sao escolhidos como sendo os centréides dos paralelepipedos de cor resultantes. Todas as
cores contidas em uma determinada célula de quantizacao sao mapeadas no seu nivel de
quantizagao.

4.4.4 O Algoritmo

O algoritmo da divisao pela variancia pode ser resumido da seguinte maneira:
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1. Escolha o paralelepipedo com a maior variancia ponderada (veja equagao 4.3) para ser
particionado.

2. Projete todas as cores contidas no paralelepipedo em cada um dos eixos coordenados
R, G e B. Para cada uma das distribuicoes projetadas, calcule o ponto de corte 6timo
e a reducao esperada da variancia pela equacao 4.8.

3. Particione esse paralelepipedo pelo plano perpendicular ao eixo ao longo do qual a
reducao esperada da variancia é maior. Esse plano de particao intercepta esse eixo no
ponto de corte 6timo.

4. Calcule a variancia ponderada para cada um dos dois paralelepipedos menores.

5. Repita os passos 1 a 4 até que o nimero de paralelepipedos alcance o nimero de células
de quantizacao desejadas.

6. Calcule os centroides dos paralelepipedos resultantes, que formam os niveis de quanti-
zacao desejados.

7. Mapeie cada cor contida em uma determinada célula em seu respectivo nivel de quan-
tizacao.

4.4.5 Exemplo de Execugao 2-D do Algoritmo

Vamos mostrar uma execuc¢ao bidimensional deste algoritmo usando a distribuicao de
cor mostrada na Figura 4.1. Inicialmente s6 temos um quadrildtero (pois estamos no caso
bidimensional), onde a componente r varia na faixa 18 < r < 219 e a componente g varia
na faixa 36 < r < 219. Devemos encontrar o ponto de corte 6timo em cada uma das
componentes r e g. Mas nao precisamos fazer esta busca em todas as componentes projetadas
das cores, somente precisamos verificar as cores contidas nos intervalos (u, + lower,)/2 <
7 < (pr +upper,)/2 e (g +lowery) /2 < g < (uy +upper,)/2. Para este quadrildtero inicial,
temos que verificar as cores nos intervalos: 77 < r < 177.5 e 80.5 < g < 172. Assim, no eixo
R devemos calcular a reducao esperada na variancia para as cores com componentes r iguais
a 106, 127, 153 e 163. E no eixo G, verificaremos para as cores com componentes ¢ iguais
a 91, 109, 127, 146 e 153. Ao fazermos estes calculos, encontramos que a maior reducao na
variancia ocorre para r = 106. Na Figura 4.10 vemos a primeira subdivisao do plano RG no
ponto de corte 6timo r = 106.

Calculamos a variancia ponderada em cada um dos novos quadrilateros, escolhendo o de
maior variancia poderada para ser subdividido. O quadrilatero escolhido foi o da direita,
que apresenta a maior variancia poderada. O ponto de corte 6timo encontrado para este
quadrilatero foi ¢ = 127. Na Figura 4.11 vemos o resultado da segunda iteracao deste
algoritmo.

Devemos calcular a variancia ponderada para estes dois novos quadrilateros e escolher o
quadrilatero de maior variancia ponderada para ser subdividido. Escolhemos entao o qua-
drilatero esquerdo resultante da primeira subdivisao, pois este tem variancia ponderada maior
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Figura 4.10: Algoritmo da divisao pela variancia: primeira subdivisao espacial.
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Figura 4.11: Algoritmo da divisao pela variancia: segunda subdivisao espacial.

que estes dois novos quadrilateros recém-gerados. O ponte de corte 6timo para esta subdi-
visao estd em g = 91. Na Figura 4.12 vemos o resultado da quantizagao para 4 niveis desta
distribuicao de cores. Os circulos maiores representam os niveis de quantizacao de cada
célula.

Aplicando este algoritmo para quantizar a imagem da arara temos na Figura 4.13 (es-
querda) uma quantizacao para 8 bits. Na Figura 4.13 (direita) mostramos a mesma imagem
quantizada para 4 bits utilizando o algoritmo da divisao pela variancia.



CAPITULO 4. QUANTIZACAO POR SUBDIVISAO ESPACIAL 33

GA

219-

200 [ ] [

. « O © 196, 187
® 176,67

1551 . . o ® 57,140

o ° . ® 46, 57

109 [ ]

91 aa

66 ° &

551 [ ] °

36— [ ] [ ]

1'8 3'6 4'7 6'6 106 1'27 1%31'63 1&2 2(')0 21'9 ﬁ

Figura 4.12: Algoritmo da divisao pela variancia: quantizacao para 4 niveis.

Figura 4.13: Algoritmo da Divisao pela Variancia: (esquerda) quantizagao para 8 bits, (di-
reita) quantizagao para 4 bits.

4.5 Algoritmo da Divisao Binaria

Este algoritmo foi introduzido na literatura por Michael T. Orchard e Charles A. Bouman
(Bouman & Orchard, 1991) em 1991. Usando uma abordagem hierdrquica, este algoritmo
tenta produzir um mapa de cores que minimiza um critério objetivo de erro de quantizacao.

O objetivo deste algoritmo é particionar C', o conjunto de todos os pixels da imagem, em
K conjuntos disjuntos ou aglomerados onde K é o nimero de cores que se deseja na imagem
quantizada. O algoritmo obriga que a particao de C' tenha a estrutura de uma arvore bindria.
Cada né da arvore representa um subconjunto de C, e os filhos de qualquer né particiona os
membros dos nés pais em dois conjuntos. O conjunto dos pixels da imagem correspondentes
ao né n é chamado de C),. Para ilustrar as operacoes do algoritmo, vamos numerar os nés
de modo que a raiz seja 1 e os filhos do né n sao 2n e 2n + 1.

O método de geracao da arvore bindria é especificado pelo nimero de folhas, K, o método
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de divisao de um né em seus dois filhos, e a ordem na qual os nés sao divididos. Os métodos
usados para a divisao dos nos e determinacao de quais nos serao divididos tentam minimizar
o erro de quantizacao, que é dado por

E(ei) = > > llei eaall, (4.9)

todas as  folhas nieCy

onde ¢, é o nivel de quantizacao usado para representar as cores no conjunto C,,. Propriedades
estastisticas de segunda ordem sao usadas para determinar a ordem e a maneira na qual os
nos serao divididos. As trés estatisticas do aglomerado necessarias sao

_ t
R, = E CiC;

i€Chp,
m, = Zci
1€Chy,

onde R, é uma matriz 3 X 3 e m, é um vetor de 3 componentes. Como o valor médio do
aglomerado é o ponto no qual o desvio padrao quadrado é minimo, o valor de quantizacao
do aglomerado ¢, ¢ assumido como sendo igual a sua média

my
= 411
"=y (4.11)

Também definimos a covariancia do aglomerado como sendo

- 1
R, = R, &=—m,m!

. 4.12
N (1.12)

A divisao de um né em dois nés é equivalente a escolher de dois novos niveis de quanti-
7agao, ¢on € Ganyt1, € associar cada membro do aglomerado com o nivel de quantizacao mais
proximo. Isso, por sua vez, é equivalente a selecionar um plano que melhor divide o aglo-
merado de cor. Neste algoritmo, determinamos a direcao na qual a variagao do aglomerado
¢ maior, e entao dividimos o aglomerado com um plano que é perpendicular a essa direcao
e passa pela média do aglomerado, como pode ser visto na Figura 4.14 para o caso da dis-
tribuicao de cor bidimensional mostrada na Figura 4.1. Para um aglomerado muito grande
com distribuicao Gaussiana pode ser mostrado que essa estratégia é dtima.

Mais especificamente, determinamos o vetor unitario que minimiza a expressao

> ((ci eqn)'e)® = €' Rye. (4.13)

1€Ch
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Figura 4.14: Divisao de um espaco de cor bidimensional pelo algoritmo de divisao binaria:
a seta indica a direcao de variacao maxima de cor e a linha pontilhada indica o plano de
divisao.

Como R é simétrico, a solucao é o autovetor e, correspondente ao autovalor maior ou
principal A\, de R. A variacao quadrada total na direcao e, é conseqiientemente

D ((ci ©an)'e)* = A (4.14)

1€Ch

Com o autovetor principal determinado, os pontos em €', podem ser ordenados em dois
conjuntos Cs, e Cs,,1 da seguinte maneira:

Con = {c€C,:el <é g}
Cony1 = {ceCp:el >ela}. (4.15)

Finalmente, as novas estatisticas para cada né podem ser calculadas primeiramente cal-
culando Ry, ma, € Ny,, e depois aplicando as relacoes

Mont+1 = My Moy
N2n+1 = N, &Ny,. (416)

A ordem na qual os nés sao divididos é escolhida com o objetivo de produzir a maior
reducao no erro de quantizacao em cada iteracao do algoritmo. Como esta estratégia nao
olha para resultados futuros para outras divisoes, ela nao é necessariamente 6tima; entretanto,



CAPITULO 4. QUANTIZACAO POR SUBDIVISAO ESPACIAL 36

podemos esperar que ela se comporte bem na maioria das situacoes praticas. Quando um né
é dividido sua variancia é reduzida na direcao do autovetor principal. Conseqiientemente, é
razoavel assumirmos que a reducao no erro de quantizacao deve ser proporcional a variacao
quadrada total na direcio do autovetor principal e, de R. Por essa razio, o autovalor
principal A, é usado como uma medida da reducao esperada no erro de quantizagao se o né n
é dividido. Dada essa aproximacao, a melhor alocacao de um nivel de quantizacao é dividir
a folha pelo maior autovetor principal.
A algoritmo de quantizagao binaria bédsico pode ser descrito como se segue:

1. Faga C), =C.
2. Calcule R, mq, e Ny.

3. Repita a seguinte sequéncia M <1 vezes:
Encontre a folha n tal que )\, seja o maior.
Use (4.15) para formar os novos nés 2n e 2n + 1.

Calcule R, m, e N para os novos nés usando (4.16).

Nas Figuras 4.15 e 4.16 temos os planos de subdivisao do espaco bidimensional de cor
gerado por este algoritmo para a distribuicao de cores da Figura 4.1. As setas representam
as direcoes de maior variacao de cor e as linha pontilhadas os planos de divisao. A média de
cada aglomerado estd sendo mostrada na Figura 4.17.
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Figura 4.15: Algoritmo da divisao bindria: segundo plano de divisao.

O resultado da quantizagao para 4 niveis pode ser visto na Figura 4.17.
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Figura 4.16: Algoritmo da divisao bindria: terceiro plano de divisao.
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Figura 4.17: Algoritmo da divisao binaria: quantizagao para 4 niveis



Capitulo 5

Quantizacao por Métodos de
Otimizacao

Ja vimos anteriormente que a quantizacao introduz um erro que pode ser estimado pela
formula

E(e,q(c)) = / p(e)d(c q(c))de. (5.1)

Se estamos realizando uma quantizacao de N niveis, isto é, particionando o espago de cor
em N células K,..., Ky, com valores de quantizacao ¢y, ... , ¢y, a equacao anterior fica da
forma,

= > / d(c, q;)d (5.2)

1<j<N

Ou, como temos um nimero finito de cores em cada célula,

Z Z d(c, q;)- (5.3)

1<j<N c€K;

Idealmente, entretanto, devemos tentar minimizar a quantidade (5.3) sobre todas as
possiveis particoes de N elementos do espaco de cor. O fato é que existe um nimero enorme
de tais particoes, o que significa que este problema é muito dificil de ser computado, logo
a otimizacao completa geralmente nao é possivel de ser obtida. Os métodos de otimizacao
existentes, entretanto, tendem a resolver somente uma forma restrita do problema, ou usam
alguma heuristica, ou retornam uma resposta aproximada. Vamos agora analisar alguns
destes métodos.
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5.1 Quantizacao Otima Uni-dimensional

A nocao de otimalidade depende das estatisticas da distribuicao de cor na imagem e na
medida de distorcao que estamos usando. Suponha, no caso uni-dimensional, que a funcao
de distribuigao de probabilidade de cor é p(c) e que estamos usando o erro médio quadratico
como nossa medida de distor¢cao. Assim temos que minimizar

+0o0
D= / p(c)(q(c) &c)*de. (5.4)
—00
As células de quantizacao sao intervalos [¢;_1, ¢;], cada um correspondendo a um valor

de quantizacdo ¢;. Como ¢(c) = ¢; no intervalo [¢; 1, ¢;], a quantidade (5.4) que queremos
minimizar pode ser reescrita como

N ci
Doy s NG sy 1) = Z/ p(6)(gi >0)2de. (5.5)
i=1 " Ci-1

As condicoes necessarias para o que erro de quantizacao global seja minimo sao obtidas
calculando-se os pontos criticos da fungao D. Para fazermos isso, derivamos (5.5) com respeito
a ¢ e q e igualamos isso a zero. Obtemos

oD

dor (cr &aqri)°pler) € (cr ©a)*p(cr) = 0, (5.6)
7 = 2 feomniae=o (5.7)

Resolvendo as duas equacoes, temos

fccii_l cp(e)de

9k = e
Jo- ple)de
o = 4k +2Qk+1 ’ (5.8)

onde k=1,... , N.

A primeira equacao nos diz que o valor de quantizacao é o centréide da distribuicao
de probabilidade p(c) no intervalo [cx_1,ck]. A segunda equacao nos diz que os pontos de
fronteira dos intervalos de quantizacao sao dados pela média entre valores de quantizacao
consecutivos. E facil verificarmos que, quando a distribuicao de probabilidade é uniforme,
isto é, p(c) = 1/(cn <), a solucdo dtima resulta na quantizagao uniforme uni-dimensional
descrita anteriormente.

Note que uma solugao de (5.8) é a priori somente um ponto critico de D, e ndo necessa-
riamente um minimo. Podemos mostrar que, para algumas distribuicoes de probabilidade, a
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solucao realmente minimiza D. Esse é o caso, por exemplo, quando temos uma distribuicao
de probabilidade uniforme ou normal (gaussiana). Como mencionado anteriormente, a so-
lucao no caso de uma distribuicao uniforme corresponde a uma quantizacao uniforme. Para
uma distribuicao normal a solucao é mais complicada e deve ser calculada numericamente.

5.2 Quantizacao Otima por Relaxacao

Os célculos da secao anterior estendem-se para dimensoes maiores que 1, mas neste caso
as equagoes em (5.8) sao mais complicadas, porque envolvem integragao sobre o contorno das
células de quantizacao. Um método de quantizacao mais apropriado é um procedimento de
relaxacao, que nos fornece uma solucao através de aproximacoes sucessivas.

Considere um vetor de cor ¢, que deve ser mapeado em um vetor ¢’, e suponha que temos
N niveis de quantizacao c},...,cy. Além disso, usando a métrica Euclideana quadrética
d(c1, ca) = (ca &1, ca <c1) ((a,b) indica o produto escalar de a e b), a equacao (5.1) implica
que o erro médio quadratico é

D = /:0 d(c,d)p(e)dec = i:vl:/cea d(c, d)p(c)de,

onde p é a distribuicao de probabilidade e C; é a célula de quantizacao correspondente ao
nivel ¢,. Duas condigoes devem ser satisfeitas para obtermos uma quantizagao 6tima:

1. O mapa de quantizacao ¢ deve mapear cada cor de entrada para o nivel de quantizacao
mais proximo de si:

q(c) = ¢; & d(c,c;) < d(c,¢;), para todo 1<j< N com j#i.

2. Em cada célula C; devemos calcular o nivel de quantiza¢ao ¢; de modo a minimizar o
erro médio D em C;.

A condicao 1 nos permite calcular C; pela métrica d e os niveis de quantizacao. Condigao
2 nos permite calcular ¢; da célula C;. Como na quantizagao étima uni-dimensional, uma vez
sabendo a métrica d, as células de quantizacao e os niveis de quantizacao sao interdependen-
tes; se soubermos um podemos determinar o outro:

(1)

s . . ~ 1 .
e Comece com os niveis de quantizacao ¢;’, escolhidos de algum modo.

)

e Com ¢; ’ e a métrica d, calcule as células de quantizagao Ci(l) usando a condicao 1.

’ . ~ 1 T s e . ~
e Das células de quantizacao Ci( ) e da métrica d, encontre novos niveis de quantizacao
usando a condicao 2.
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e Repita os dois passos anteriores até o erro médio quadréatico nao mudar mais (dentro
de uma determinada precisdo).

Esse processo envolve muitas dificuldades:

(1)

e Devemos calcular os niveis de quantizacao ¢; * para todas as possibilidades de cores no

espaco, o que é computacionalmente caro.
e A distribuicao de probabilidade de cores geralmente nao é conhecida exatamente.

e As condigoes 1 e 2 sao necessarias, mas nao suficientes, para uma quantizacao étima,
logo o processo pode nao convergir, ou pode convergir para uma solu¢ao nao-6tima.

A literatura inclui varias maneiras de driblarmos esses problemas. Condigoes adicionais
podem ser adicionadas para garantir que o processo de relaxacao convirja e para melhorar
sua eficiéncia computacional.

5.3 Quantizacao Otima por Relaxacao Estocastica

Como a quantizacao étima depende de propriedades estatisticas da imagem, é natural
tentar obté-las usando um procedimento de relazacao estocdstica. Tais métodos funcionam
através de aproximacoes sucessivas como no método anterior, mas baseados em algoritmos
estocasticos, ao invés de deterministicos para passar de uma aproximagao para a proxima. A
mecanica estatistica mostra que as configuragoes de menor energia de certos sistemas fisicos
sao os mais provaveis. Os funcionais de energia descrevendo estes sistemas estao associados as
distribuigoes de Gibbs (Fiume & Ouellette, 1989a). O minimo do sistema pode ser obtido, por
exemplo, através de um algoritmo de relaxacao estocdstica. Tal algoritmo usa a distribuicao
de probabilidade a priori e realiza perturbacoes aleatdrias na configuragao inicial do sistema
até que o estado de energia minimo seja atingido. De uma maneira inteiramente andloga,
essa teoria pode ser aplicada para quantizacao de cor.



Capitulo 6

Quantizacao por Aglomerados

Neste capitulo introduziremos o problema de aglomerados, abordando sua utilizacao para
quantizacao de imagens digitais. Para tal, primeiro daremos uma breve introducao sobre
analise de aglomerados, dando énfase as principais heuristicas para solucao de tais problemas.
Dois bons trabalhos sobre o assunto podem ser encontrados em (Brucker, 1977) e (Procopiuc,
1996), que foram usados como base para este pequeno resumo.

Alguns algoritmos de quantizacao de imagens que se utilizam de técnicas de formacao
de aglomerados sao apresentados. Daremos énfase aos principais algoritmos, ou por sua
importancia histérica ou por sua utilidade.

6.1 Analise de Aglomerados

Problemas de aglomerados estao presentes em muitas areas e tém uma grande faixa de
aplicagoes, tais como compressao de dados, recuperagao de informacao, reconhecimento de
padrao, localizacao de facilidades, e agrupamento de dados. Devido a grande variedade de
dominios nos quais estes problemas aparecem, muitas variantes do problema de aglomera-
dos vem sendo estudadas. Entretanto, todos elas exigem um particionamento de um dado
conjunto de objetos em aglomerados que otimizem uma determinada fungao objetivo.

Seja S um conjunto de m objetos, geralmente representados como pontos em um espaco
métrico n-dimensional. Um particao de S em k conjuntos C4,C5,...,C} é chamado de
k-aglomerado, e todo C; é chamado de um aglomerado.

Definimos o tamanho do aglomerado de um k-aglomerado como sendo o menor valor d
para o qual todos os pontos em todos os aglomerados ou estao

(a) dentro de uma distancia d de cada um, ou

(b) dentro de uma disténcia d/2 de algum ponto chamado de centro do aglomerado.

A distancia entre dois pontos é medida na métrica do espaco a que estes pontos pertencem
(na realidade, podemos definir uma funcao de distancia arbitraria f : S x S — R que
nao necessariamente satisfaga a desigualdade triangular). A escolha da funcao distancia é
intrinsecamente relacionada com a aplicacao em particular.
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Dependendo de como definimos o tamanho do aglomerado como em (a) ou em (b), o pro-
blema é chamado aglomerado por par ou aglomerado central, respectivamente. Além disso,
problemas de aglomerados centrais podem ser divididos em problemas de aglomerados cen-
trais gerais, se os centros dos aglomerados podem ser algum ponto no espago n-dimensional,
ou problemas de aglomerados centrais discretos, se os centros do aglomerado sao necessaria-
mente pontos de S.

Um problema de aglomerado geralmente tem uma das seguintes formas:

(P1) Dados S e k, encontre um k-aglomerado de S de tamanho de aglomerado minimo.

(P2) Dados S e um nimero real w, particione S em um nimero minimo de aglomerados de
tal forma que o tamanho do aglomerado seja pelo menos w (isto é, encontre o menor
valor de £ de modo que S admita um k-aglomerado de tamanho de aglomerado menor
ou igual a w).

Para problemas do tipo (P1), a fungao objetivo é o tamanho do aglomerado. Se definimos
o valor d; para o i-ésimo aglomerado como sendo a maior distancia entre dois pontos em
um aglomerado (ou, alternativamente, duas vezes a distdncia méxima entre um ponto no
aglomerado ao seu ”centro”), entao (P1) é o problema de minimizar sobre todos os possiveis
subconjuntos de S a funcao objetivo

c(S)=maxr d;;, 1< i<k (6.1)

Estes sao, particularmente, os tipos de problemas que estamos interessados na quantizacao
de imagens, ou seja, estamos interessados em achar uma particao do espago de cor com o
menor erro de quantizacao possivel dado um nimero de cores que desejamos obter na imagem
quantizada.

6.1.1 Complexidade do Problema de Aglomerados

Em uma dimensao, aglomerados centrais e por pares podem ser resolvidos em tempo po-
linomial por programagao dinamica (Brucker, 1977). Em duas dimensoes, aglomerados cen-
trais é NP-completo (R. J. Fowler & Tanimoto, 1981) e (Megiddo & Supowit, 1984), mesmo
quando procuramos por uma solugao aproximada (Feder & Greene, 1988) (Gonzales, 1985)
e (M. T. Ko & Chang, 1990). Para métricas satisfazendo a desigualdade triangular, aglome-
rados por pares se reduzem a aglomerados centrais, sendo entao também NP-completos.

Assim, devemos encontrar solugoes aproximadas para o problema de aglomerados de tal
forma que estas sejam realizdveis em computadores.

6.1.2 Heuristicas

Ao contréario dos algoritmos que tentam encontrar uma solucao exata para o problema
de aglomerados, as heuristicas nao se baseiam em uma funcao distancia particular, e nao
fazem uso da ”geometria”do problema para encontrar uma solucao. Estas caracteristicas as
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fizeram muito populares em muitas aplicacoes onde algum tipo de aglomerado é necessario,
mas o critério de aglomeramento nao tem uma interpretagao intuitiva no espago geométrico.
Sua principal desvantagem, no entanto, é que elas nao garantem ”bons” aglomerados, ou po-
dem produzir aglomerados aonde nao existem aglomerados "naturais”. Muitas aplicagoes
que usam tais heuristicas tém que adaptar e melhorar seu uso de acordo com conhecimentos
especificos do problema que se propoem a resolver. E apesar de tais melhoramentos faze-
rem com que se comportem razoavelmente bem para a maioria das entradas, sempre existem
casos nos quais a performance do método é muito fraca. As varias heuristicas em uso atual-
mente podem ser classificadas em duas categorias: aglomerados hierdrquicos e aglomerados

particionais. Nas duas préximas segoes apresentaremos um resumo dessas categorias, que é
baseado em (Anderberg, 1973) e (Jain & Dubes, 1988).

Heuristicas Hierarquicas de Aglomerados

Se C' e C' sao duas parti¢oes (aglomerados) do conjunto de entrada, dizemos que C' esta
aninhado em C’ se todo componente de C' é um subconjunto préprio de C’. O objetivo de um
método de aglomerado hierarquico é produzir uma série de partigoes aninhadas do conjunto
de entrada, de tal forma que o nivel mais baixo da particao consiste de n conjuntos, cada um
contendo pontos do conjunto de entrada, e no nivel mais alto a particao consiste do conjunto
todo. O método pode ser desenhado por uma estrutura de arvore chamada de dendograma,
no qual os nés correspondem a aglomerados gerados durante a execugao do algoritmo, e existe
uma aresta entre o aglomerado C' e C' se C' estd incluso em C’. Uma camada do dendograma
respresenta o aglomeramento do conjunto de entrada em alguma etapa do algoritmo (dai o
nome aglomerado hierdrquico).

O método é chamado de agrupamento se o algoritmo comeca com n aglomerados indivi-
duais e os combina para obter todo o conjunto, ou divisivo se comeca com o conjunto todo
e o divide para obter aglomerados individuais. Claramente um método pode ser visto como
o contrario do outro, assim, s6 consideraremos os algoritmos de agrupamento neste estudo.

Algoritmo de Agrupamento

1. Comece com n aglomerados, cada um contendo um ponto do conjunto de entrada.
Numere os aglomerados de 1 até n.

2. Encontre o par de aglomerados r, s mais similares (isto é, d(r, s) é o elemento minimo
de d). Combine os aglomerados r e s, exclua as linhas e as colunas de d correspondentes
a r e s e insira uma nova linha e coluna para o novo aglomerado. Para economizar
espaco, a nova coluna e linha podem ser escritas sobre a coluna e a linha de r, por
exemplo, e entao o aglomerado combinado serd denominado 7.

3. Repita o passo 2 um total de n <1 vezes, até sé restar um aglomerado.

As diferencas entre os varios métodos de agrupamento estao no modo de como o passo
2 ¢ implementado, mais precisamente, do modo de como as distancias de dissimilaridade do
novo aglomerado sao calculadas. Vamos mostrar aqui as alternativas mais populares. No
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restante desta secao, chamaremos de t o aglomerado obtido no passo 2 da combinacao dos
aglomerados 7 e s, e por k qualquer outro aglomerado do aglomeramento corrente.

Aglomerado Simplesmente-ligado: d(t, k) = min(d(r, k),d(s, k)). Uma maneira de in-
terpretar o aglomeramento a cada etapa deste método é a seguinte: considere um grafo
cujos nos correspondem aos pontos de entrada, e cujas arestas sao ponderadas pelos
valores das entradas correspondentes em d. Se olharmos para o subgrafo obtido ao
excluirmos todas as arestas com pesos maiores ou iguais a d(r, s), cada componente
conectada maxima desse subgrafo corresponde a um aglomerado logo antes dos aglo-
merados r e s serem escolhidos no passo 2 do algoritmo. Além disso, os aglomerados r
e s correspondem as duas componentes conectadas do subgrafo que podem ser conec-
tadas entre si por uma simples ligacao de peso minimo igual & d(r, s) (dai o nome do
método).

Aglomerado Completamente-ligado: d(t, k) = max(d(r,k),d(s,k)). Se considerarmos
o subgrafo descrito anteriormente, os cliques maximos desse subgrafo correspondem a
aglomerados que existem logo antes de r e s serem escolhidos durante o passo 2. Além
disso, os cliques correspondentes aos aglomerados r e s podem ser transformados em
um simples clique pela adi¢ao de uma aresta de tamanho minimo igual a d(r, s) (0 nome
do método é esse porque um clique é um (sub)grafo completo).

Aglomerado de Ligacao Média: d(t, k) = n,/(n, + ny)d(r, k) +ns/(n, +ns)d(s, k) (caso
sem pesos), ou d(t, k) = 1/2(d(r, k) + d(s, k)) (caso com pesos). Quando calculamos
a distancia entre dois pares, a média das dissimilaridades entre elementos dos dois
aglomerados sao usados. No caso sem peso, levamos em consideracao o nimero de
elementos em cada aglomerado, enquanto que no caso com peso ignoramos esta infor-
magao, assim elementos em aglomerados menores tem peso maior que elementos em
aglomerados maiores.

Aglomerado pelo Centréide: d(t,k) = n,/(n.+ns)d(r, k)+ns/(n.+n,)d(s, k)n.ns/(n.+
ns)d(r, s) (caso sem pesos), ou d(t,k) = 1/2(d(r, k) + d(s,k)) <1/4d(r,s) (caso com
pesos, também conhecido como aglomerado pela mediana). Similar ao aglomerado de
ligacao média, exceto que neste caso um centréide é calculado para cada aglomerado,
e a distancia entre aglomerados é dada pela distancia de seus respectivos centroides.

Aglomerado de Ward: d(t,k) = (n, + ng)/(n, + ns + ng)d(r, k) + (ns + ng)/(n, + ng +
ng)d(s, k) <ng/(n, + ns + ng)d(r,s). Esse método é estabelecido para combinar a
cada etapa o par de aglomerados no qual a mudanca na variancia no aglomerado é
minimizada. A variancia é definida como a soma do quadrado dos erros do aglomerado,
onde para cada aglomerado o erro quadratico é calculado adicionando a distancia do
erro quadratico entre um ponto no aglomerado e o seu centroide.

Na pratica, o dendograma de um algoritmo simplesmente-ligado sempre tende a se parecer
uma cadeia, um resultado que é indesejado pois nao nos fornece uma boa idéia do que esta
se passando com os pontos de entrada. Por outro lado, aglomerados gerados por métodos
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completamente-ligados podem nao ser bem separados. Os outros trés métodos descritos acima
tentam eliminar estes problemas, evitando os extremos no modo como as dissimilaridades
sao definidas. Estudos comparativos indicam que o método de Ward tem uma performance
melhor que os outros métodos hierarquicos.

Heuristicas Particionais de Aglomerados

Enquanto que o objetivo das heuristicas descritas na secao anterior era criar uma hierar-
quia de aglomerados que otimize o aninhamento de um aglomerado no outro (no sentido de
que o dendograma resultante deve corresponder ao agrupamento dos pontos de entrada no
espago), as heuristicas nessa se¢ao geram um k-aglomerado do conjunto de entrada refinando-
o sucessivamente, até que um determinado critério de parada seja alcancado. Basicamente
estamos procurando por uma solugao 6tima, ou perto da 6tima, através da busca de possiveis
aglomerados em alguma ordem heuristica. O desejo é que para a maioria dos problemas, essa
ordem seja boa o suficiente de tal modo que o aglomeramento encontre a condicao de parada
em poucas iteragoes. Entretanto, pode ser provado que um escolha ruim dos aglomerados
iniciais pode nos levar a um aglomeramento final que aproxima a solugao 6tima por um fator
arbitrariamente grande.

A seguir, apresentaremos trés tipos de aglomerados por particionamento: aglomerados
por pontos sementes, aglomerados por grafos e aglomerados por vizinhanca mais proxima.

Um algoritmo de aglomeramento baseado em pontos sementes procede da seguinte ma-
neira:

1. Escolha k pontos iniciais, chamados sementes. Dependendo do método empregado
para sua escolha, as sementes podem ou nao ser pontos do conjunto de entrada. Cada
semente corresponderda a um aglomerado, que inicialmente esta vazio.

2. Atribua cada ponto do conjunto de entrada ao aglomerado cuja semente estd mais
préxima do ponto.

3. Para cada aglomerado, calcule uma nova semente, de acordo com algum método que
leva em consideracao os pontos do conjunto de entrada dentro do aglomerado.

4. Repita os passos 2 a 3 até que uma condicao de parada seja alcancada.

Vérias heuristicas podem ser usadas para a escolha das k£ sementes iniciais, tais como:
aleatoriamente escolha k pontos do conjunto de entrada (algoritmo de MacQueen); pegue
qualquer particao dos pontos do conjunto de entrada em k aglomerados e escolha a semen-
te como sendo o centréide desses aglomerados (algoritmo de Forgy); use algum algoritmo
hierdrquico de aglomeramento para obter um k-aglomerado inicial (tome o mais alto nivel no
dendograma que tenha pelo menos k aglomerados, e combine os aglomerados mais similares,
se necessdario, para obter exatamente k aglomerados).

Uma funcao distancia deve ser especificada para a execucao do passo 2 do algoritmo. O
método pelo qual uma nova semente do aglomerado é calculado no passo 3 estd também de
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perto relacionado com a escolha da distancia. A distancia mais popular em varias aplicagoes
parece ser o erro quadratico, neste caso a nova semente de um aglomerado é o seu centroéide.

O algoritmo para no passo 4 quando um nimero maximo de iteracoes foi executado, ou
quando a ”diferenca” entre dois aglomeramentos gerados por iteragoes consecutivas é menor
que um certo limiar (a definicao dessa diferenga depende da fungao distancia).

Outra categoria de algoritmos de particionamento usa grafos para dividir o conjunto de
pontos de entrada em aglomerados. Primeiro, um grafo completo é definido de tal forma que
seus nos correspondam aos pontos de entrada, e suas arestas sao ponderadas pela distancia
entre os pontos correspondentes. O algoritmo entao se processa da seguinte maneira:

1. Construa algum subgrafo do grafo completo.

2. Remova as arestas inconsistentes do subgrafo, e chame cada componente conectada
resultante um aglomerado.

Vérias estruturas de subgrafos tém sido consideradas para a implementacao do passo 1:
arvore de caminho minimo (minimum spanning tree), grafo de vizinhanga relativa (pontos
pi e p; estao conectados por uma aresta se e somente se d(p;,p;) < max(d(p;, pk), d(p;, Pk))
para algum ponto de entrada py, # pi,p;), o grafo de Gabriel (pontos p; e p; estdo conectados
por uma aresta se e somente se d?(p;, p;) < d*(pi, pr) + d*(p;, pr) para todo ponto de entrada
Pk # Di, Dj), ou a triangulagao de Delaunay dos pontos de entrada.

Uma aresta inconsistente é aquela cujo peso é significantemente maior que a média dos
pesos das arestas proximas.

O 1ltimo algoritmo que apresentamos usa a regra da vizinhanca mais préxima para aglo-
merar os pontos. O usudrio fornece um parametro de limiar ¢, que ird influenciar no nimero
de aglomerados gerados:

1. Seja S ={p1,... ,pn}. Atribua p; ao aglomerado C.

2. Para cada py (2 < k < n), encontre seu vizinho mais préximo p; dentre todos os pontos
{p1,... pr—1}. Se d(p;,pr) < t, atribua p; ao aglomerado p;. Sendo, crie um novo
aglomerado e atribua p; a esse aglomerado.

6.1.3 Quantizagao e Aglomerados

Assim, se considerarmos que o espaco de cor no computador é discreto, temos que cada
cor pode ser representada como um elemento de um conjunto de entrada. Consideramos,
entao, o problema de quantizacao de imagem como um problema de formacao de aglomerados
de cores similares que, ao serem substituidas pelo seu valor representativo da origem a uma
quantizagao do espago de cor discreto. O conceito de similaridade esta ligado a quao préximas
estas cores estao no espaco de cor. Logo, podemos naturalmente escrever o problema de
quantizacao como sendo um problema de otimizacao em andlise de aglomerado: a solucao
6tima deve minimizar o erro de quantizacao em todas as possiveis particoes de N-elementos
do espaco de cor discreto.
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Figura 6.1: Cubo RGB discreto com um conjunto de cores.

Na Figura 6.1 vemos o cubo RGB com as cores presentes na imagem da arara. Vemos
claramente que as cores presentes nesta imagem formam aglomerados de cores que podem
ser substituidos pelo seu nivel de quantizacao, dando origem a imagem quantizada.

6.2 Quantizacao com Aglomerados por Curva de Peano

Introduzida na literatura por A. F. Lehar e R. J. Stevens em 1984, este algoritmo utiliza-se
de algumas propriedades das curvas de Peano para dar origem a um algoritmo de quantizacao
baseado em clustering. As seguintes propriedades das curvas de Peano (Sagan, 1994) devem
ser levadas em consideragao:

e Uma curva de Peano é um curva sem interrupgoes que passa somente uma vez por cada
elemento (cor) do espago de cor.

e Pontos préoximos na curva de Peano estao préoximos no espaco de cor.
e Pontos préximos no espaco de cor tendem a estar proximos na curva de Peano.

e A curva de Peano atua como uma transformacao de um espaco n-dimensional em um
espaco unidimensional, preservando algumas propriedades espaciais nessa varredura.

Assim, uma curva de Peano passa por todo espaco de cor tri-dimensional e é entao ”es-
ticada”, ou seja, transformamos um espaco 3-D em um espaco 1-D. Na Figura 6.2 temos
o exemplo de uma curva de Peano que preenche todo o cubo RGB. O histograma de cor
unidimensional gerado ao ”esticarmos”esta curva pode ser visto na Figura 6.3, onde temos
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Figura 6.2: Curva de Peano preenchendo todo o cubo RGB.

todas as cores do cubo RGB. A distancia entre cores sai direto do histograma, onde podemos
considerar que cada cor esta localizada em um nimero inteiro. Assim, para o cubo RGB,
terfamos que as cores mais distantes distam 22* unidades.

Se o dado (cor) de um pixel pertence a um aglomerado no espaco, ele também pertencera
ao mesmo aglomerado no histograma unidimensional. Logo, as cores do mapa de cor podem
ser escolhidas com base nessa distribuicao.

O mapa de cor é entao gerado pela técnica, ja descrita, conhecida como equalizacao
de histograma, ou seja, tentamos atribuir a cada célula de quantizagao o mesmo numero
de pixels. O processo de quantizagao por equalizacao de histograma consiste em fazermos
subdivisoes sucessivas do intervalo de intensidades da imagem utilizando a mediana desse
conjunto em cada processo de subdivisao.

Temos o seguinte algoritmo:

1. Gere uma curva de Peano que preencha todo o espaco de cor.
2. "Estique”esta curva para que ela fique unidimensional.

3. Varra a imagem original mapeando suas cores nesta curva de Peano ”esticada”. Isso nos
fornecera o histograma unidimensional do espaco RGB onde cores préximas no cubo
RGB estarao préximas no histograma devido as propriedades das curvas de Peano.

4. Utilizando uma técnica de equalizacao de histograma gere o niimero de niveis de quan-
tizacao desejados.
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5. Depois de encontrado os niveis de quantizacao, encontre suas respectivas células de
quantizagao e mapeie as cores da imagem original em seus niveis de quantizagao.

Frequéncias

-
Cores presentes na imagem

Figura 6.3: Histograma de cor unidimensional com todas as cores do cubo RGB.

6.3 Quantizacao por Octree

Este algoritmo foi introduzido na literatura por Michael Gervautz e Werner Purgathofer
em 1990.

A imagem ¢é lida sequencialmente. As primeiras K cores diferentes sao inseridas na
octree. Se uma outra cor é adicionada, que significa que a parte processada da imagem
ja tem K + 1 cores diferentes, os vizinhos mais préximos sao agrupados e suas cores sao
substituidas pela média das cores presentes nos respectivos sub-cubos de cor. Esse passo é
repetido para toda cor adicional, de modo que a qualquer momento nao exista mais do que
K cores representativas. Essa propriedade, é claro, continua verdadeira depois da imagem
ser completamente processada.

Para exemplificar este método de quantizacao considere a imagem da Figura 6.4 como sen-
do a imagem que queremos quantizar. Esta imagem apresenta 10 cores distintas e queremos
quantiza-la para 6 cores. Logo, para este exemplo K = 6.

255 255 255 88 200 50
255 255 204 20 130 40
255102 102 83 112 234
25500 50 50 200
130 80 50 120 65 200

Figura 6.4: Imagem que sera usada para exemplificar a Quantizagao por Octree.
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6.3.1 A Octree

Para esse método de quantizacao devemos usar uma estrutura de dados que possibilite
uma deteccao rapida de cores que sejam préximas no espaco de cor. Uma arvore octree se
adequa bem para este problema. O cubo RGB pode ser facilmente administrado por uma
octree (Figura 6.5).

= @

255

255

127

255

127

Figura 6.5: Uma octree para aglomerados de cores em um cubo RGB.

Com o uso da octree temos em cada nivel da arvore os limites do cubo em que as cores
estao contidas. Assim, se considerarmos todas as cores no gamute da imagem, temos o cubo
com as componentes R, G e B variando de [0 - 255]. No sub-cubo com as componentes R
variando no intervalo [0 - 127), G variando no intervalo [127 - 255] e B variando no intervalo
[0 -127) temos todas cores do gamute da imagem que fazem parte deste sub-cubo, como por
exemplo a cor R = 100, G = 200 e B = 50.

A medida que caminhamos a niveis mais profundos na arvore octree temos sub-cubos
menores. Assim, quanto maior a profundidade de um nd, menor é o sub-cubo de cor repre-
sentado por ele. Consequentimente, a profundidade de um n6 é uma medida para a distancia
maxima de suas cores.

6.3.2 O Algoritmo

A quantizagao por octree é feita em tres fases:

e Determinacao das cores representativas.
e Preenchimento da tabela de cores.

e Mapeamento das cores originais nas cores representativas.

Vamos descrever com mais detalhes cada um dos passos acima usando a octree de cor.
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Determinacao das Cores Representativas

A octree é construida somente nas partes que sao necessarias para a imagem sendo quanti-
zada, ou seja, nao teremos sub-cubos se nao tivermos pelo menos uma cor contida no mesmo.
No inicio a octree esta vazia. Toda cor que ocorre na imagem é entao inserida.

Existem trés casos possiveis ao inserirmos uma cor na octree:

Caso 1 O elo da arvore octree selecionado é um ponteiro vazio, logo o sub-cubo correspon-
dente ainda estda vazio. Neste caso podemos simplesmente criar um novo né folha e
armazenar a nova cor neste né. Na Figura 6.6 (A) temos uma octree no momento
em que vamos inserir a cor de componentes RGB (255, 255, 204). Esta cor faz parte
de um sub-cubo que ainda nao esta presente na octree. Assim, criamos um novo no,
que representa o sub-cubo onde esta cor esta contida, e inserindo-a e incrementando o
contador de cores contidas no né, que chamamos de NP (Figura 6.6 (B)).

255 Inserir [0 - 255]

[0 - 255]
[l —> 0-229

[0-127)
[0-127)
[127 - 255]
NP=3 NP =2
[0-63) 63 - 127)
150 50 | [0  3) 166 83 | [83-127)
150 80 | [191.255) 224 112 (191 . 255]
600 200 468 234
[0 - 255]
[0 - 255]
[0 - 255]

NP =1
) P -
{31533 ggg %gg {127-255%
: i i [127-255
[127 - 255] 1200 204 [ ]

v v

NP=3 NP =2

[0-63) 63 - 127)
150 50 | [o- 63) 166 83 | [83-127)
150 50 | [191.-255] |224  112] 1191255
600 200 468 234

(B)

Figura 6.6: Inser¢cao de uma nova cor em uma arvore octree: caso 1.
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Caso 2 O elo da arvore octree aponta para um no folha e a cor que queremos inserir é igual
a cor armazenada no n6. Nenhum novo no é criado, incrementamos o contador de cores
contidos no né (NP) e somamos as componentes R, G e B da nova cor aos respectivos
acumuladores de R, G e B do né em questao. Na Figura 6.7 (A) temos a octree antes
de inserirmos a cor de componentes RGB (50, 50, 200). Como esta cor ji estd presente
na arvore, simplesmente incrementamos NP e atualizamos os acumuladores R, G e B
somando as respectivas componentes RGB da cor sendo inserida, como pode ser visto
na Figura 6.7 (B).

50 Inserir [0 - 255]

50 > [0 - 255]
. 200 [0 - 255]

[0-127)
[0 - 127)
[127 - 255]
NP = 1 NP =1
[0 - 63) [63 - 127)
2 les, 5 onEE
191 -2 191-2
200 200] 191291 o5 ggy 11977259
(A)
[0 - 255]
[0 - 255]
[0 - 255]
[0-127)
[0-127)
[127 - 255]
NP =2 NP =1
peeennnmnnnnes
: i [0-63) [63 - 127)
el [mow]beE
1400  200% [191 - 255] 234 o34 191259

(B)

Figura 6.7: Insercao de uma nova cor em uma &arvore octree: caso 2.

Caso 3 O elo da arvore octree aponta para um né folha mas a nova cor nao é igual a cor
armazenada no no. Neste caso, a cor contida no né e a nova cor estao contidas no mesmo
sub-cubo, logo a drvore octree deve ser subdividida neste n6. Um novo né intermediario
é criado e o antigo né folha e o novo né contendo a nova cor sao inseridos como filhos
do novo né intermedidrio. A octree antes de inserirmos a cor de componentes RGB (83,
112, 234) pode ser vista na Figura 6.8 (A). Como a nova cor a ser inserida estd contida
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em um sub-cubo ja existente e ela é diferente da cor presente no mesmo, devemos
subdividir este sub-cubo de modo que possamos inserir esta nova cor no sub-cubo onde
esta contida, como vemos na Figura 6.8 (B).

83 Inserir

12 [0 - 255]
. o _ [0 - 255]

[0 - 255]

v

NP =1

[0-127)
5 50 | [0-127)

50 50 | [127.-255)
200 200

NP = 1 NP =1
P, P,

: i [0-63) : i [63-127)
FI T A AR
: P191-255] i i [191- 255
1200  200% t ] 1234 2341 t ]

(B)

Figura 6.8: Inser¢ao de uma nova cor em uma arvore octree: caso 3.

Desse modo uma arvore octree incompleta é criada na qual muitos ramos sao perdidos.
Na verdade, essa octree nao tem que ser preenchida com todas as cores porque cada vez que
o numero de cores atinge K + 1, cores similares podem ser combinadas, logo nunca existira
mais que K cores restantes. Chamaremos essa acao de reducao de cores.

Toda vez que o niimero de nés folhas (isto é, o nimero de cores representativas encontradas
até o momento) excede K, a octree é reduzida. A redugao comega na parte inferior da octree
através da substituicao de algumas folhas pelo seu predecessor.

Na reducao da octree, os seguintes critérios sao relevantes:

e De todos os nos redutiveis, aqueles que tiverem mais profundos na octree devem ser
escolhidos primeiro, porque eles representam cores que estao mais proximas.

e Se existir mais de um ndé nas maiores profundidades, um critério adicional pode ser
usado para um solucao 6tima. Por exemplo, reduza o né que representa a menor
quantidade de pixels até o momento. Desse modo a soma do erro se mantera pequena.
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130 Inserir [0 - 255]

80 ; [0 - 255]
. 50 [0 - 255]
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%)
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[0-127) ggg ?;2 [127 - 255 13;2 §g§ [127 - 255] [0-127)
127 - 255 0-127 127 - 255 0-127
[ 1 1230 a6 | f ) 1122 224] | 1 f )
NP =3 NP =2 NP =1 NP =1
[0-63) 63 - 127) [191 - 255] [191 - 255]
2 2]k, [z nled = = [ w B
191 - 255] 191 - 255, - 127
600 200] U pregA ! 0 o | [0-63) 102 02| 37127
[0 - 255]
[0 - 255]
[0-255]
NP=5 NP=5
[0-127) [0-127) [127 - 255] [127 - 255]
[0-127) ggg ?;2 [127 - 255) g;g ggg [127 - 255] [0-127)
- 0-127 127 - 255 0-127
[127-2561 1230 46 | ! ) 1122 224| 1 [ )
v v
NP =2 NP = 1 NP = 1 NP =1
fresssessseent 6 107 (101 - 255] (91285 £t (107 go1)
i 166 {63 127) 255 255| [0 63) 255 25| [g3-127) 1130 130 [63.17)
1224 1123 (191 . 255] 0 0 | [0-63) 102 102 (g3.127) :80 80 i [g_g3)
1468 234} 0 0 102 102 P50 50 :
[0 - 255]
[0 - 255]
[0 - 255]
v v v v
NP=5 NP =5 NP =5
pennereennnnees
: t[0-127) [0-127) [127 - 255] [127 - 255]
i316 63 % (0. 127) 04 &1 | 12r-2ss | 1275 255| (127 -255) [0-127)
: : N 0-127 127 - 255 0-127
Hloss 214i 12728 loz0  4e f ) 1122 224| [ ] [ )
NP = 1 NP = 1 NP = 1
[191 - 255] [191 - 255] [127 - 191)
255 25| [0~ 63) 255 255| (g3-127) [130  130| (63" 127)
0 0 | 063 102 102f g32127) [80 80 | (g7 3)
0 0 102 102 50 50

Figura 6.9: Quando uma arvore octree conter K +1 cores, devemos fazer uma acao de reducao

desse nimero de cores para K.

Na Figura 6.9 (A) temos o estado da octree antes de inserirmos a cor com componentes
RGB (130, 80, 50). Ao inserirmos esta cor, o niimero de cores representativas excede o niimero
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de cores que desejamos para a imagem quantizada, no nosso exemplo K = 6 (Figura 6.9 (B)).
Devemos entao fazer uma reducdo na octree, como pode ser visto na Figura 6.9 (C).

Para construir a octree, toda imagem deve ser lida uma vez e todas as cores da imagem
tém que ser inseridas na octree.

Preenchendo a Tabela de Cor

No final, os K nés folhas da octree contém as cores para a tabela de cores (o valor médio
de todas as cores representativas = (acumuladores RGB) / NP). Elas podem ser escritas na
tabela de cores através de um exame recursivo da octree. Durante esta passagem recursiva
pela arvore em cada né folha da octree seu proprio indice de cor é também armazenado.

Na Figura 6.10 temos a arvore octree gerada apos lermos todas as cores na imagem.

[0 - 255]
[0 - 255]
[0 - 255]

v v v

NP=9 NP=5 NP =6
[127 - 255] 796 88 | [0-127) 304 61 | [0-127) 1530 255 | [127 - 255]
[0-127) 634 70 | [0-127) 860 172 | [127 - 255] 1530 255 | [127 - 255]
[0-127) 1868 208 | [127 - 255] 230 46 | [0-127) 1377 230 | [127 - 255]
v ¢ ¢
NP =2 NP =1 NP =2
260 130 | [127-191) 255 255 | [191-255] 510 255 | [191-255]
160 80 | [63-127) 0 0 [0 - 63) 204 102 | [63-127)
100 50 | [0-63) 0 0 [0-63) 204 102 | [63-127)

Figura 6.10: Arvore gerada apos o termino do algoritmo de Quantizagao por Octree.

Mapeando nas Cores Representativas

O mapeamento das cores originais em suas cores representativas agora pode ser facilmente
gerenciado com a octree também. Tentando encontrar qualquer cor original na octree che-
garemos em um né folha em algum nivel da arvore. Este né contém uma cor muito similar
a cor que se procura, sendo portanto sua cor representativa. Como o indice da tabela de cor
também esta armazenado no nd, nao sera necessario fazer mais buscas.

Se a imagem original tiver menos que K cores nao serd necessario fazer nenhuma reducao,
e a entrada na tabela de cores encontrada conterd exatamente a cor original. Como a octree
contém K folhas, todas as cores originais sao mapeadas em entradas validas da tabela de
cor. Para isso a imagem deve ser lida uma segunda vez.

O resultado da quantizacao da imagem que usamos para exemplificar este método pode
ser visto na Figura 6.11.
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255 255 230 61172 46
255102 102 88 70 208
25500 130 80 50

Figura 6.11: Imagem usada para exemplificar o método de Quantizacao por Octree quanti-
zada para 6 cores.

Figura 6.12: Quantizacdo por Octree: (esquerda) quantizagao para 8 bits, (direita) quanti-
zagao para 4 bits.

A Figura 6.12 (esquerda) mostra a imagem das araras quantizada para 8 bits utilizando
o método de quantizagao por octree. Na Figura 6.12 (direita) mostramos a mesma imagem
quantizada para 4 bits com o mesmo método.

6.4 Quantizacao por K-means Local

Introduzido na literatura por Oleg Verevka e John W. Buchanan em 1995 este algoritmo
tem como objetivo avaliar uma combinacao da distorcao média das cores

B(C) = 5 3 e (@) (6:2)

e o desvio padrao da distor¢ao por pixel

(6.3)

- \/ e mer e Sa(cwa)|| SE(C, D)2
_ « |
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O objetivo deste algoritmo é minimizar ambas as medidas simultaneamente. Valores
pequenos de F(C) garantem que o processo de quantiza¢ao representa corretamente as cores
da imagem original. Infelizmente o sistema visual humano nao é capaz de determinar o valor
absoluto da cor. Ele é mais sensivel a variacoes de cores. Um algoritmo de quantizagao
que produz valores pequenos de ¢ introduz quase a mesma distorcao de cor para cada pixel.
Logo, a minimizacao do desvio padrao da distorcao ¢ nos ajuda a preservar as variagoes das
cores na imagem quantizada.

Deve ser notado que estas medidas tém uma limitagao significante. Apesar de E(C) e o
serem medidas dependentes da imagem elas tratam cada pixel independentemente. A corre-
lacao espacial entre as cores nao é levada em consideragao, o que pode levar a quantizacoes
muito ruins.

6.4.1 Algoritmo K-means e suas Variacoes

O algoritmo K-means (também conhecido como LBG - de Linde, Buzo e Gray, seus
autores (Y. Linde & Gray, 1980)) é um método de quantizagao vetorial para refinamentos
iterativos em diciondrio de dados. O algoritmo é muito geral e também vem sendo aplicado em
uma grande variedade de problemas em reconhecimento de padrdes e aglomerados. Como
o problema de construcao de um diciondrio de dados 6timo é equivalente ao problema de
encontrarmos um conjunto de cores para formar uma paleta de cores, {g, : 1 < n < M},
que melhor aproxima o conjunto de cores dos pixels da imagem original {c, : 1 < n < N},
o algoritmo K-means é diretamente aplicavel ao problema de quantizacao de cor. No caso
de construcao de paletas com erro médio quadratico minimo, o algoritmo é definido como se
segue:

1. Escolha uma paleta de cor inicial

{Qn:lgngM}

2. Forme M aglomerados

Cm = {Cn : ||Cn <:N]m“ < ||Cn <:>qk}||7 1< k< M}

3. Recalcule a paleta de cor usando

4. Repita os passos 2 e 3 até nao ocorrer mais mudancas ou a diminuicao do erro médio
quadratico ser menor que um determinado limiar.

Cada passo do algoritmo K-means faz com que o erro médio quadratico ou diminua ou
permaneca o mesmo. Conseqiientemente, o algoritmo é garantido que converge para um
minimo do erro médio quadratico. Entretanto, esse minimo geralmente nao é o minimo
global do erro médio quadratico. Logo, a paleta inicial tem um papel muito importante na
determinacao do minimo local que o algoritmo converge. Concluimos entao que a melhor
utilizacao do algoritmo LBG é como um pdés-processamento, melhorando a palete sub-6tima
inicial.
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6.4.2 Mapas auto-organizaveis de Kohonen

Um mapa auto-organizavel (SOM - self-organizing map) é um esquema de pés-aglomerado.
Foi introduzido por Kohonen (Jari A. Kangas & Laaksonen, 1990) como uma solugao para
um problema de quantizacao vetorial geral. O SOM é uma rede neuronal que impoe uma
estrutura topoldgica uni ou bidimensional sobre um conjunto de aglomerados em um espago
de dimensao maior. O processo de adaptacao tenta aproximar a funcao de densidade da
entrada.

O uso de um mapa auto-organizavel unidimensional para quantizagao de imagens foi
proposto por Dekker (Dekker, 1993). A palete inicial é ajustada para valores igualmente
espacados de cinza. Os valores de entrada sao obtidos de amostragens miltiplas da imagem
com tamanhos de passos grandes. A cor mais préxima ¢;® da palete é ajustada para melhor
concordar com a entrada c(*).

A rede é considerada eldstica. Entao, quando & ® é atualizada outro ¢;® : |k <jl <7
é também movido. O parametro r é o raio de elasticidade que diminui com o tempo. O
processo de adaptacao do SOM é definido como se segue:

SO Z &0 4 ap(t, )]0 o5, (6.4)

onde o parametro de adaptacao 0 < a; < 1 decresce exponencialmente. O coeficiente de
elasticidade p(t, j) garante que somente entradas na r-vizinhanca (vizinhanga que distam no
maximo r de ;1)) sdo atualizadas.

Como a atualizacao das vizinhancas sempre se sobrepoe os valores de ¢; tendem a se
tornar suaves. Para garantir uma representacao satisfatéria das regioes de cor pela palete C
Desieno (Hecht-Nielsen, 1990) propos o uso de um valor especial de tendéncia (bias) bg-t). A

cor de entrada c®) atualiza a entrada na palete ;) encontrada pela seguinte regra:

e 70| b)) =min ||l <50 b, j=1,2,... K. (6.5)

O fator de tendéncia aumenta para vetores escolhidos com menos freqiiéncia. Assim uma
cor que foi escolhida muitas vezes antes nao sera mais escolhida adiante.

6.4.3 O Algoritmo de K-means Local

Este método pode ser considerado um caso especial de um mapa auto-organizavel. Ao
contrario da rede de Kohonen, o passo de adaptagao do processo de LKM (Local K-means -
nome em inglés do algoritmo de K-means local) atualiza somente as cores mais préximas:

=1 4 ®) o) =

—t) _ J G aylle g

c L : 6.6
J { Cj(t 1) j 7& k ( )

No caso da rede de Kohonen o fator de tendéncia assegura que um aglomerado de cores
ligeiramente distintos seja representado por uma entrada separada na palete de cores (Dekker,
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1993). O mesmo resultado pode ser obtido através de uma escolha adequada da palete inicial.
Construiremos a palete inicial através de inser¢ao incremental de uma cor da imagem original.
Uma nova cor é adicionada a palete se sua distancia para as cores ja inseridas excede um
limiar especificado.

Os conjuntos de dados de entrada sao construidos através de amostragens na imagem
original com passos que diminuem de tamanho: 1009, 757, 499, 421, 307, 239, 197,... Esco-
lhemos estes tamanhos de passos por serem ntimeros primos, logo os conjuntos de entrada

nao se interceptam muito. O processo de iteracao para quando as mudancas na palete U(t)
em uma varredura completa da imagem se torna pequeno. Segundo testes realizados pelos
autores, a uniao dos conjuntos de entrada nao incluem mais do que 10% do que todos os
pontos da imagem.

Apesar do algoritmo examinar somente uma parte da imagem de entrada, ele é capaz
de gerar boas paletes aproximativas. Esse resultado poder ser explicado pelo fato de que as
cores de uma imagem geralmente estao aglomeradas no espago de cor. Portanto, é suficiente
usarmos poucas cores do aglomerado para aproximarmos todos seus membros. Como cores
similares estao geralmente proximas umas das outras na superficie da imagem, esperamos que
os conjuntos de entrada contenham cores representativas para a maioria dos aglomerados.

Depois de gerada a palete de cores, temos que mapear as cores da imagem em suas cores
representativas. Para isso devemos varrer mais uma vez a imagem e para cada cor de entrada,
escolher a cor mais préxima na palete de cores.

Figura 6.13: Quantizacao por K-means local: (esquerda) quantizagao para 8 bits, (direita)
quantizacao para 4 bits.

A Figura 6.13 (esquerda) mostra a imagem das araras quantizada para 8 bits utilizando
o método de quantizagdo por K-means local. Na Figura 6.12 (direita) mostramos a mesma
imagem quantizada para 4 bits com o mesmo método.
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6.5 Quantizacao usando Heuristicas Hierarquicas
de Aglomerados por Agrupamento

Nesta estratégia de aglomeramento comecamos com N aglomerados, cada um contendo
uma cor da imagem. Repetidamente combinamos aglomerados de uma maneira hierdrquica
até que o nimero desejado de K aglomerados seja obtido. A forma genérica a seguir descreve
o algoritmo basico:

1. n=N

2. Enquanto (n > K) faca

Encontre dois aglomerados ¢; e ¢; que desejamos que sejam agrupados de acordo
com alguma regra.

Combine ¢; e ¢;.

n=n<l.

Alguns métodos de quantizacao se baseiam nesta técnica de aglomeramento para quantizar
imagens. Vamos falar sobre dois algoritmos nesta secao: um proposto por Sudhir S. Dixit
(Dixit, 1991) em 1991 e um outro mais recente, proposto em 1994 por Zhigang Xiang e
Gregory Joy (Xiang & Joy, 1994a).

Dixit propoe um algoritmo em que pares de cores que estao proximos sao combinadas para
formar um aglomerado maior, sendo representado por uma nova cor chamada de centréide
ponderado que substitui as cores que compoem o par.

Todas as cores presentes no histograma de cor da imagem sao rearranjadas em ordem
ascendente de freqiiéncia de ocorréncia da cor na imagem. Comecando pela primeira entrada
(71, 91, b1), nesta tabela de cores, a cor mais préxima, (7}, g;,b;), é encontrada no conjunto.
Esse par de cores é entao excluido do processo de busca pelo vizinho mais préoximo quando
procuramos pelo préximo par de cores que deve ser excluido. A tabela é percorrida de cima
para baixo de modo a encontrar pares de aglomerados, esse processo é repetido até que nao
tenha mais pares a serem combinados ou o nimero de cores desejado na imagem quantizada
ja tenha sido obtido. O par mais proximo é determinado calculando-se a distancia Euclidiana
ponderada, d;;, entre as cores ¢; e ¢; na tabela de cores, como mostrado abaixo

& = T om)’ + (0 20) + (b o) (6.7)

Esta ponderacgao é feita no sentido de influenciar a formacgao de pares nos quais as cores
presentes no mesmo tenham freqiiéncias de ocorréncia baixa na imagem, depois pares de altas
e baixas freqiiéncias, e por ultimo pares com cores que tenham freqiiéncias de ocorréncia
elevada na imagem, nesta ordem. Os pares de cores sao em seguida combinados de uma
maneira ponderada de tal modo que o centréide esteja mais perto da cor de maior ocorréncia,
como se segue
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T’ . Ti.Fi + Tij
Vo F+F
g = 9iFi + g; F}
i E+F1]
biF; + b; F;
;1T )"

A freqiiéncia da nova cor (rgj,gz’-j,b;j) é dada pela soma das freqiiéncias das cores que
compdem o par, ou seja Fj; = F; + Fj.

Cada iteracao completa reduz o nimero de cores na tabela de cores pela metade. Esse
processo é repetido, recursivamente, até que o nimero de cores desejado seja obtido. Note
que o numero de cores na tabela de cores original nao pode ser igual a um multiplo inteiro
impar de K (o nimero de cores que se deseja na imagem quantizada). Conseqiientemente, a
ultima iteracao pode terminar assim que K cores sejam obtidas na tabela de cores.

Na Figura 6.14 temos um exemplo unidimensional do algoritmo proposto por Dixit.

F. |[Cor F. |Cor F, |Cor
1 ] 100

2 | 200 7 23

2 | 126 10 | 54 |, 13 | 46
3 | 122 7 55 17 | 54
3 |55 10 | 73

3 |89 6 72

4 | 171 24 | 103
5 |27

6 |10

6 | 153 14 | 125

7 |52

7 | 255 14 | 166

7 190T 14 223j 28 | 195
8 |17

8 | 176

10 | 106

Figura 6.14: Exemplo de um quantizacao usando heuristica hierdrquica de aglomerados por
agrupamento proposta por Dixit para um espaco unidimensional.

O algoritmo proposto por Zhigang Xiang e Gregory Joy comeca definindo cada aglomerado
pelo seu menor paralelepipedo envolvente (como no algoritmo do corte mediano). Medimos o
erro (maximo) de quantizagao associado a um paralelepipedo de cor (geralmente o resultado
da combinacgao de dois paralelepipedos menores) em termos do tamanho do paralelepipedo
em cada uma das trés dire¢oes primdrias (componentes R, G e B). Isso significa que a cada
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iteracao, o tamanho limite de um paralelepipedo de cor resultante de uma operacao de
agrupamento especifica o critério de selecao para o agrupamento.

Como usaremos o espago RGB, regulamos os paralelepipedos de cor com um tamanho
limite proporcional nos seus trés lados. Recomendamos uma relagao de 2:1:4 para vermelho
(r - red): verde (g - green): azul (b - blue). Esta escolha vem da férmula do componente de
luminéancia do modelo de cor NTSC YIQ: 0.30 x R+0.59 x G+ 0.11 x B. Aproximadamente
2 unidades de deslocamento no vermelho ou 4 unidades de deslocamento no azul causam
a mesma mudanca na luminancia que uma unidade de deslocamento no verde. Assim de
fato restringimos deslocamentos na luminancia. Preservar o contraste de luminancia é muito
importante em qualquer processo de quantizacao visto que o sistema visual humano é mais
sensivel a variacoes na luminancia do que na crominancia.

A natureza discreta do sistema de exibicao também é aproveitada na construcao da repre-
sentacao de dados do algoritmo. E usada uma tabela hash 2-D, juntamente com estruturas
ligadas a ela incluindo listas e drvores, fornecendo uma solucao de implementacao integrada
para os trés mais importantes passos do algoritmo: insercao das cores da imagem a ser quan-
tizada na tabela hash 2-D, agrupamento dos paralelepipedos de cores e mapeamento das cores
originais nos seus respectivos niveis de quantizagao para a criacao da imagem quantizada.

estrutura do nd anterior [ b-link
Foin Grin by,
255
e Grmax b,
azul status entrada
contador [ proximo
anterior  préximo b-link
R - vermelho i / /
M % =
3 =3 =3 = §
A [— je— |— fe—
C L (. L
0 X
0\
G- verd‘\ — N - =
> ] [

55

no6 agrupado com C

Figura 6.15: Representacao de dados, incluindo o vetor de ponteiros 2-D indexado pelas
componentes R e G das cores contidas na imagem.

A Figura 6.15 apresenta a representacao de dados. Indexamos o vetor bidimensional de
ponteiro pelas componentes vermelho e verde das cores de 24-bits da imagem de entrada.
Quando uma imagem de entrada é percorrida, cada nova cor origina um novo né para ser
inserido na tabela. A componente azul da cor é armazenada no né. O né é inserido na lista
encadeada correspondente (se existir alguma) através do ponteiro b-link de forma que a lista
esteja sempre em ordem ascendente de acordo com a componente azul da cor. O contador
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de pixel é atualizado.

Depois de inserir todas as cores da imagem de entrada, fazemos uma lista duplamente
encadeada que consiste de todos os nos ligando as listas individuais uma atras da outra
mantendo os ponteiros b-link intactos. Esses nés duplamente encadeados sao os aglomerados
iniciais para o processo de aglomeracao do algoritmo. Dado um né arbitrario C', restringimos
nossas buscas a vizinhos que sejam possiveis candidatos para agrupamentos dentro de uma
pequena regiao definida pelo tamanho limite do aglomerado corrente. Quando um vizinho é
agrupado com C', ele é removido da lista duplamente encadeada, recebe um status especial, se
tornando um filho de C' usando um dos dois ponteiros recém-liberados. Os seis campos 7'p,in,
Tmazs Jmins Gmaz,> Omin, € Dmae do 16 C sao modificados para representar o paralelepipedo de
cor resultante. Este processo de aglomerados termina quando a lista duplamente encadeada
é reduzida para o nimero de nds desejados. Cada né na lista é agora a raiz de uma arvore
de cores agrupadas no mesmo aglomerado.

Depois que cada aglomerado recebe uma entrada na tabela de cores (do inglés ”look-up
table”) e todas as cores na drvore correspondente ao aglomerado (encontrada dentro da caixa
de cor especificada na raiz) recebem o enderego de entrada, percorremos a imagem original
uma segunda vez para criarmos a imagem quantizada. Toda cor de 24-bits corresponde a um
no na tabela hash, e o n6 contém o valor de quantizacao para a cor de saida.

Os autores sugerem duas maneiras de selecionar a cor representativa do aglomerado (isto
é, seu nivel de quantizagao), ou usando o centro geométrico ou o centrdide de cada caixa de
cor resultante do processo de quantizacao.



Capitulo 7

Quantizacao por Aglomerados Duplos

Baseado em um algoritmo de aglomerados por pares e usando uma heuristica hierarquica
de agrupamento, como exposto no capitulo anterior, estamos propondo um novo algoritmo
de quantizacao de imagens.

Usamos uma estratégia de otimizagao local do erro de quantizagao, gerando niveis de
quantizacao que estao perto do 6timo. De facil implementacao, este algoritmo gera resultados
melhores que os demais algoritmos para quantizacao de imagens, apesar de ser um pouco
mais lento que os demais.

Neste capitulo vamos expor o algoritmo proposto bem como a teoria por tras de sua
CONCEPGAO.

7.1 Quantizacao de um Aglomerado de Cores

Considere o problema de encontrarmos o nivel de quantizagao 6timo associado a um aglo-
merado de cores. O teorema abaixo fornece o nivel de quantizacao 6timo de um aglomerado
de cores.

Teorema Seja K = {cy,¢y,...,cp} um aglomerado com M cores de um conjunto de cor
C C R" do gamute de uma imagem. O nivel de quantizacao 6timo ¢ do aglomerado K ¢é
dado por

1 M
c= ﬁZF]-(;]-, (7.1)
1t j=1

onde F; = F(¢;) é a frequéncia de ocorréncia da cor ¢; na imagem. Além disso, o erro de
quantizagao global no aglomerado é dado por

E(K) = =gy 22 Bl Y Fles <o) (7.2
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A primeira parte deste Teorema nos diz que o nivel de quantizacao 6timo de um aglome-
rado é dado pelo seu centréide. Vamos agora fazer a demonstracao do Teorema.

Demonstracao Tomemos como a funcao distancia no espaco de cor o quadrado da métrica
euclidiana, d(c,¢;) = ||c ©¢|>. Usando a equagio (2.4) e aproximando a distribuigao de
probabilidade de ocorréncia de uma cor na imagem pelo seu histograma de frequéncia, o erro
de quantizacao no aglomerado K é dado por

E(c) = ZFj le eI (7.3)

Isso nos da o erro de quantizagao associado ao nivel de quantizacao 6timo ¢ do aglomerado.
O nivel de quantizacao 6timo ¢ é obtido do minimo da funcao F.
O gradiente de E é dado por

grad(E) = Z 2Fj(c &¢;). (7.4)

Da equagao (7.4) obtemos seu ponto critico ¢

1
=1t 4

Como a funcao F é convexa, ¢ é na verdade o seu ponto de minimo.

Substituindo o ponto de minimo ¢ de (7.5) na equacao (7.3), obtemos o erro de quantizacao
dado na equagao (7.2). Isso conclui a demonstracao do Teorema.

O Corolario a seguir é um caso particular do Teorema para o caso de um aglomerado de
apenas duas cores.

Corolario Se temos um aglomerado de somente duas cores K = {¢;,¢;}, o seu nivel de
quantizacao étimo, usando a métrica quadratica do espaco euclidiano, é dado por

c E+P}C+E+ch‘7 (7.6)
O erro de quantizacao associado é dado por
F,F? + F;F?
E(ei,¢5) = =5 |l & (7.7)

(Fi + Fj)?
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Figura 7.1: Gréfico do erro de quantizacao.

Uma idéia desse resultado pode ser observada na interpretacao geométrica desse Corolario
mostrada na Figura 7.1. Da equagao (7.3) temos que o erro de quantizac¢do é dado por uma
fungao polinomial de segundo grau

E,(c) = Fi(c &¢;)” + Fi(c &¢;)”. (7.8)

Essa fung¢ao é um arco de pardbola obtido da soma dos dois arcos de pardbola Fj(c <c;)?
e F;(c<c¢;)?, que sao mostrados como linhas pontilhadas na Figura 7.1.

Note que o nivel de quantizacao ¢ é dado pelo tnico ponto de minimo da pardabola.
Quando F; = F} o nivel de quantizacao é o ponto médio do segmento ¢;¢;, dado por

c; + ¢
5

(7.9)

7.2 Quantizacao por Aglomerados Duplos

Nesta secao vamos usar os resultados do Coroldrio da secao anterior para formular um
novo algoritmo para quantizacao de imagens coloridas. O método consiste de um processo
de relaxacao que calcula uma sequéncia de niveis de quantizacao através de operacoes locais
de agrupamento de aglomerados duplos.

Temos como entrada do algoritmo o conjunto finito C' de M cores contidas no gamute
da imagem a ser quantizada, C' = {¢1,¢a,...,cp}. Cada cor ¢; tem uma frequéncia de
ocorréncia na imagem F; = F'(¢;). Associamos um erro de quantizagao acumulado E4(c;) a
cada cor ¢;. Inicialmente este erro é 0.

O método de quantizacao de imagens é composto dos seguintes passos:

1. Calcule o histograma de frequéncia da imagem.

2. Usando a equagcao (7.7), calcule o erro de quantizacao E(c;, ¢;) resultante da combinagao
de cada par de cor {¢;, ¢;} do conjunto de cores de entrada.
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3. Encontre o aglomerado duplo Ky = {¢;, ¢;} do conjunto de cores de entrada que mini-
miza o erro de quantizacdo E(c;, ¢;) calculado no passo anterior.

4. Usando a equagao (7.6) calcule o nivel de quantizagao cg, do aglomerado duplo K, =
{ci, ¢;} encontrado no passo anterior.

5. Substitua o aglomerado duplo Ky = {¢;,¢;} pelo seu nivel de quantizacdo cg,. Isso
resulta em um conjunto de cores quantizadas C' com M <1 cores. A frequéncia
de ocorréncia F(cg,) da cor ck, é dada pela soma das frequéncias das cores ¢; e ¢;:
F(ck,) = F; + F}. O erro de quantizagdo acumulado E4(ck,) da cor ¢k, é dado por

EA(CKO) = E(Ci, Cj) + EA(Ci) + EA(Cj). (710)

6. Calcule o erro de quantizagao para todos os aglomerados de cores {c, ¢;}, do conjunto
de cores quantizadas C".

7. Use o conjunto de cores quantizadas C' como entrada para o passo 3 do algoritmo.
Repita os passos 3 a 7 até que o nimero desejado de niveis de quantizacao seja obtido.

Este processo de relaxacao acima nos fornece os niveis de quantizacao. A partir desses
niveis, calculamos as células de quantizacao de forma que
q(c) = c; <= d(c,c}) < d(c,c}), (7.11)

para todo 1 < 7 < M com j # i.

Figura 7.2: Quantizagao por Aglomerados Duplos: (esquerda) quantizagao para 8 bits, (di-
reita) quantizacao para 4 bits.

A Figura 7.2 (esquerda) mostra a imagem das araras quantizada para 8 bits utilizando
o algoritmo de quantizacao por aglomerados duplos. Na Figura 7.2 (direita) mostramos a
mesma imagem quantizada para 4 bits com o mesmo algoritmo.
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7.2.1 Melhoria no Algoritmo

O processo de agrupar as cores de uma imagem por pares na quantizacao faz com que
percamos a correlagao espacial das cores no gamute na imagem. Podemos minimizar esta
perda acrescentando um passo adicional no final do algoritmo de quantizacao por aglomerados
duplos: apods o calculo das células de quantizacao, recalculamos o nivel de quantizagao em
cada célula utilizando a equagdo (7.1).

7.3 Exemplo de uma Execucao 2-D do Algoritmo

Na Figura 7.3 (esquerda) temos a arara projetada no plano RG, ou seja, toda componente
azul da imagem ¢ 0. Usaremos para exemplo de uma execucao do algoritmo de quantizacao
por aglomerados duplos essa figura da arara projetada no plano RG porém jé pré-quantizada
para 16 cores, como mostrada na Figura 7.3 (direita). Faremos uma quantizacdo dessa
imagem para 4 cores.

Figura 7.3: Arara projetado no plano RG (esquerda). Arara projetada no plano RG e pré-
quantizada para 16 cores (direita).

A Figura 7.4 mostra a distribui¢do das cores presentes na imagem da Figura 7.3 (direita)
no plano RG. O diametro de cada circulo colorido é proporcional ao nimero de ocorréncias
de sua cor na imagem. Seu histograma de frequéncia pode ser visto na Figura 7.5. No eixo
horizontal temos as cores presentes na imagem e a altura de cada barra colorida é proporcional
a frequeéncia de ocorréncia de sua cor na imagem.

As cores presentes no histograma da imagem serao o conjunto de cores de entrada do
algoritmo de quantizacao. A partir desse conjunto de cores de entrada calculamos o erro de
quantizacao E(¢;, ¢;) gerado ao combinarmos cada uma dessas cores, duas a duas, e substitui-
las pelo nivel de quantizacao 6timo do aglomerado originado dessa combinagao, como dado
na equagao (7.7).

Depois de calculado todos os erros de quantizacdo de cada aglomerado duplo {¢;,¢;},
devemos encontrar o aglomerado duplo Ky = {¢;, ¢j} que minimiza o erro de quantizagao
E(ci,cj) ja calculado anteriormente. Na Figura 7.6 vemos o par de cores que ao serem
combinadas resultam em uma reducao no erro de quantizacao.
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Figura 7.4: Distribuicao das cores presentes na imagem que serd quantizada no plano RG.

A

Frequéncia de ocorréncia de cada cor

Cores presentes na imagem

Figura 7.5: Histograma de frequéncia da imagem que serd quantizada.

Apo6s encontrado o par de cores que minimiza o erro de quantizacao, devemos encontrar
o nivel de quantizagao associado a este aglomerado duplo, que é dado pela equagao (7.6). Na
Figura 7.7 vemos uma ilustragao desse nivel de quantizacao, que é dado pelo ponto de minimo
da funcao do erro de quantizacao. A cor desse nivel de quantizacao tem uma frequéncia de
ocorréncia que é a soma da ocorréncia das duas cores que a originou.

Assim, substituimos este par de cores pelo seu respectivo nivel de quantizacao, atua-
lizamos sua nova freqiiéncia de ocorréncia na imagem e calculamos o erro de quantizacao
acumulado dessa nova cor (equacao (7.10)). A essa altura, jd temos menos uma cor no con-
junto de cores quantizadas da imagem. Recalculamos os erros de quantizagao para os novos
pares de aglomerados. Este novo conjunto de cores é usado como entrada para uma nova
iteragao do algoritmo. Na Figura 7.8 (A) até (L) temos uma execugao completa do algoritmo
de quantizacao por aglomerados duplos para quantizarmos a imagem da Figura 7.3 (direita)
de 16 cores para 4 cores (as setas indicam as cores que sao escolhidas para serem combinadas).

Ao final de execucao do algoritmo temos os niveis de quantizacao gerados pelo algoritmo,
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Figura 7.6: Par de cores escolhidas para serem combinadas em um aglomerado duplo.

Figura 7.7: Nivel de quantizacao 6timo do aglomerado duplo escolhido e suas respectiva
frequéncia de ocorréncia.

como mostrados na Figura 7.9.

Devemos agora mapear as cores da imagem original em seus respectivos niveis de quan-
tizacao. Isso é feito procurando para cada cor da imagem o nivel de quantizacao que melhor
representa esta cor. Assim, devemos encontrar o nivel de quantizacao mais préximo na cor
que estamos mapeando. O resultado desse mapeamento sao as células de quantizacao gerados
pelo algoritmo de quantizacao por aglomerados duplos que, no caso, nos fornece o diagrama
de Voronoi dos niveis de quantizacao, como pode ser visto na Figura 7.10. Nesta figura temos
os niveis de quantizagao representados por circulos maiores e as cores da imagem original que
serao quantizadas para o seu respectivo nivel de quantizacao, ou seja, todas as cores contidas
em um determinada célula sao mapeadas no nivel de quantizacao desta célula.

O resultado da quantizacao da arara no plano RG com 16 para 4 cores pode ser vista na
Figura 7.11.
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7.4 Outras Estratégias de Quantizacao

A estratégia do algoritmo de quantizagao por aglomerados duplos consiste em fazermos
um agrupamento 6timo de aglomerados de duas cores que constituem um simplex unidimen-
sional (¢;, ¢j). A otimalidade deste procedimento de agrupamento é garantida pelo Coroldrio
apresentado.

Podemos ter diferentes abordagens para este método de quantizacao, usando a mesma
estratégia, consistindo em agrupar aglomerados de cores constituidos de simpliciais de di-
mensoes maiores (tridngulos ou tetraedros). Uma triangulacao do espago de cor deve ser
feita no sentido de obtermos os aglomerados para serem agrupados.

Certamente, os resultados serao melhores se usarmos simpliciais de dimensoes maiores.
Isso ocorre porque eles induzem uma correlagao espacial melhor no calculo do erro de quanti-
zagao. Infelizmente, a complexidade computacional aumenta com a dimensao do simplicial,
e heuristicas melhores devem ser encontradas para tornarmos esta estratégia viavel.
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Figura 7.8: Todos os passos da execucao do algoritmo para quantizar a imagem para 4 cores.
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Figura 7.9: Niveis de quantizacao gerados pelo algoritmo de quantizacao por aglomerados
duplos.

Figura 7.10: Células de quantizacao geradas pelo algoritmo de quantizagao por aglomerados
duplos.

Figura 7.11: Arara no plano RG quantizada para 4 cores.



Capitulo 8

Conclusoes

Neste capitulo faremos um estudo comparativo entre os diversos métodos estudados e
implementados.

Comecaremos com uma comparacao visual dos resultados, onde veremos imagens quanti-
zadas com os algoritmos apresentados e seus respectivos erros de quantizacao. Uma compa-
racao numeérica dos erros de quantizacao também serd alvo de estudo. Nesta secao, mostra-
remos uma outra imagem de teste, uma cena gerada por computador que também serd usada
para compararmos os algoritmos. O tultimo alvo de comparacao serd o tempo de execucao
dos algoritmos.

Apresetaremos algumas propostas de trabalhos futuros bem como outras possibilidades
de utilizagao para o algoritmo de quantizagao por aglomerados duplos.

8.1 Comparacao entre Algoritmos para Quantizacao de
Imagens

Nesta secao faremos uma comparagao entre alguns dos algoritmos para quantizacao de
imagens apresentados anteriormente. Os seguintes algoritmos foram utilizados para esta com-
paracao: populosidade, quantizacao escalar uniforme, corte mediano, divisao pela variancia,
quantizagao por octree, K-means local e quantizacao por aglomerados duplos.

Faremos tres tipos de comparacao: uma comparacao visual dos resultados obtidos ao
quantizarmos a imagem da arara; uma comparacao numérica, onde apresentaremos o erro de
quantizacao gerado por cada algoritmo para as imagens quantizadas; e uma comparagao do
tempo de execugao de cada algoritmo.

8.1.1 Comparagao Visual

No lado esquerdo das Figuras 8.1 e 8.2 vemos os resultados de quantizacoes da imagem da
arara para para 256 e 16 cores respectivamente, utilizando os diversos algoritmos que vamos
comparar. No lado direito temos as imagens dos erros de quantizagao normalizados de cada
imagem. Como esta imagem é gerada? Primeiro calculamos os erros de quantizagao de cada
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Populosidade

Quantizagao
Escalar Uniforme

Corte Mediano

Divisao pela
Variancia

Quantizagao por
Octree

K-means Local

Quantizagao por
Aglomerados Duplos

Figura 8.1: Quantizagao das araras para 256 cores: (esquerda) imagem quantizada, (direita)

erro de quantizacao.

imagem, o maior erro ¢ normalizado para 1, e todos os demais valores sao multiplicados pela
mesma razao, de modo a termos imagens normalizadas onde podemos fazer comparagoes entre
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Figura 8.2: Quantizagao das araras para 16 cores: (esquerda) imagem quantizada, (direita)
erro de quantizacao.

os erros de quantizagao gerados por cada algoritmo. Mas, para fins de melhor visualizacao,
transformamos cada imagem de erro de quantizacao em seu negativo, assim, valores mais
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escuros na imagem significam erros maiores.

Como era de se esperar, os priores resultados sao obtidos com os algoritmos da populo-
sidade e da quantizacao escalar uniforme. O algoritmo da populosidade é o que apresenta
maiores erros de quantizacao, que pode ser verificado por areas bastante escuras nas imagens
dos erros de quantizacao. O algoritmo da quantizacao escalar uniforme apresenta muito erro
de quantizacao porém distribuido por toda a imagem, ao contrario da populosidade, onde o
erro é grande também mas concentrado em &areas especificas.

Quando quantizamos para 256 cores, quase todos os algoritmos testados apresentam bons
resultados visuais, menos os algoritmos da populosidade e da quantizagao escalar uniforme.
Os algoritmos do corte mediano e de K-means local apresentam algumas areas onde o erro de
quantizacao estd mais concentrado, apesar deste erro ser pequeno. Ja os demais algoritmos,
ou seja, divisao pela variancia, quantizacao por octree e quantizacao por aglomerados duplos
tendem a distribuir equivalentemente o erro de quantizagao por toda a imagem. Assim,
nestes algoritmos além do erro de quantizagao ser menor que nos demais, ele se apresenta
mais bem distribuido por toda imagem.

Na quantizacao para 16 cores temos praticamente a mesma situacao da quantizacao para
256 cores. Os piores resultados sao obtidos pelos algoritmos da populosidade e da quantizacao
escalar uniforme, sendo que agora o resultado ainda é pior, onde verificamos a presenca de
cores que fogem totalmente da imagem original. Os demais algoritmos apresentam resultados
melhores que os da populosidade e da quantizacao escalar uniforme, ou seja, as cores escolhi-
das por estes algoritmos se aproximam mais das cores presentes na imagem original. Como
na quantizacao para 256, os algoritmos da divisao pela variancia, quantizacao por octree e
quantizagao por aglomerados duplos apresentam resultados melhores que os algoritmos do
corte mediano e de K-means local. Isso pode ser comprovado tanto nas imagens quantiza-
das, onde as cores escolhidas estao mais proximas perceptualmente das cores originais como
nas imagens do erro de quantizacdo, onde este se apresenta em tons mais claros (erro de
quantizagado menores) e mais bem distribuido por toda imagem.

8.1.2 Comparagao Numérica

Nas Tabelas 8.1 e 8.2 vemos os erros de quantizacao por pixel gerado por cada um dos
algoritmos que estao sendo comparados para a imagem das araras. Como podemos observar,
o algoritmo de quantizagao por aglomerados duplos apresenta resultados melhores que os
demais algoritmos. Na quantizacao para 256 cores, o algoritmo de quantizagao por aglome-
rados duplos apresenta um erro de quantizacao por pixel por volta de 6% menor que o melhor
algoritmo, j& na quantizacao para 16 cores, esse valor aumenta, passando a ser por volta de
8% menor que o melhor resultado obtido pelo melhor dos demais algoritmos. Esse resultados
mostram uma tendéncia nas diversas imagens testadas: para imagens reais digitalizadas, on-
de temos a presenca de ruidos, o algoritmo de quantizacao por aglomerados duplos é sempre
melhor que os demais algoritmos comparados, sendo que, a medida que o nimero de cores
na imagem quantizada diminui, maior se torna a superioridade deste algoritmo com relacao
aos demais algoritmos comparados.

Para imagens geradas por computador, ou seja, cenas renderizadas onde nao temos ruido,
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Algoritmo Erro de quantizacao por pixel
Populosidade 9.15
Quantizacao escalar uniforme 29.58
Corte mediano 11.20
Divisao pela variancia 7.13
Quantizacao por octree 6.65
K-means local 9.75
Quantizacao por aglomerados duplos 6.25

Tabela 8.1: Erro por pixel gerado pela quantizacao da imagem das araras para 256 cores.

Algoritmo Erro de quantizacao por pixel
Populosidade 04.23
Quantizacao escalar uniforme 104.69
Corte mediano 26.27
Divisao pela variancia 20.18
Quantizacao por octree 21.09
K-means local 24.98
Quantizacao por aglomerados duplos 18.52

Tabela 8.2: Erro por pixel gerado pela quantizacao da imagem das araras para 16 cores.

Figura 8.3: Imagem renderizada quantizada com 24 bits: peixe.

o algoritmo de quantizagao por aglomerados duplos também apresenta 6timos resultados
porém, nem sempre ele é o de melhor desempenho. Este fato é explicado pelo fato do algo-
ritmo de quantizagao por aglomerados duplos fazer uma pré-quantizacao da imagem original
para 15 bits antes da geracao do histograma de frequiéncias. Com esta pré-quantizacao per-
demos informacoes importantes de cores, principalmente nas areas onde ocorrem variagoes
gradativas de tons, como é o caso dos degradés, muito comuns em cenas geradas por compu-
tador. Usaremos a imagem do peixe mostrada na Figura 8.3 como teste para imagens geradas
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por computador. Como podemos notar, esta imagem apresenta uma grande area em degradé,
sendo assim, esta imagem é ideal para nossos testes. Nao faremos os testes para todos os
algoritmos, usaremos somente os de melhor desempenho: divisao pela variancia, quantizagao
por octree, K-means local e quantizacao por aglomerados duplos. Os testes serao feitos com
duas imagens, uma delas serd o proprio peixe com 24-bits, a segunda imagem serd o mesmo
peixe porém pré-quantizado para 15-bits. Os resultados do erro de quantizacao por pixel
gerado por esses algoritmos podem ser vistos nas Tabelas 8.3, 8.4, 8.5 e 8.6. As imagens do
peixe quantizado para 256 e 16 cores, bem como seus respectivos erros de quantizacao podem
ser vistos nas Figuras 8.4 e 8.5.

Algoritmo Erro de quantizacao por pixel
Divisao pela variancia 5.44
Quantizacao por octree 5.21
K-means local 4.82
Quantizacao por aglomerados duplos 5.37

Tabela 8.3: Erro por pixel gerado pela quantizacao da imagem do peixe com 24-bits para
256 cores.

Algoritmo Erro de quantizacao por pixel
Divisao pela variancia 6.70
Quantizacao por octree 10.01
K-means local 7.42
Quantizacao por aglomerados duplos 5.37

Tabela 8.4: Erro por pixel gerado pela quantizacao da imagem do peixe com 15-bits para
256 cores.

Algoritmo Erro de quantizacao por pixel
Divisao pela variancia 16.26
Quantizacao por octree 17.69
K-means local 16.13
Quantizacao por aglomerados duplos 14.03

Tabela 8.5: Erro por pixel gerado pela quantizagao da imagem do peixe com 24-bits para 16
cores.

Como podemos observar na Tabela 8.3, quando quantizamos a imagem do peixe com
24-bits para 256 cores o algortimo da quantizacao por aglomerados duplos ja nao apresenta
o melhor resultado, sendo superado pelos algoritmos de k-means loval e de quantizacao por
octree. Porém, usando a imagem ja pré-quantizada para 15-bits, novamente o algoritmo
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Algoritmo Erro de quantizacao por pixel
Divisao pela variancia 15.65
Quantizacao por octree 18.41
K-means local 18.37
Quantizacao por aglomerados duplos 14.03

Tabela 8.6: Erro por pixel gerado pela quantizagao da imagem do peixe com 15-bits para 16
cores.

da quantizacao por aglomerados duplos se apresenta como o de melhor desempenho, como
podemos ver na Tabela 8.4. Ou seja, em igualdades de condigoes o algoritmo de quantizacao
por aglomerados duplos ¢ melhor que os demais.

Ja quando quantizamos o peixe para 16 cores, nao importa se usamos a imagem com
24-bits ou a pré-quantizada para 15-bits o algoritmo de quantizacao por aglomerados duplos
é sempre melhor que os demais.

Assim, podemos chegar as seguintes conclusoes sobre o algoritmo de quantizagao por
aglomerados duplos:

e Para imagens reais digitalizadas ele apresenta melhores resultados que os demais algo-
ritmos comparados.

e Para imagens geradas por computador ele nem sempre apresenta melhores resultados
que os demais algoritmos comparados, porém, em igualdades de condigoes, ou seja, se
utilizarmos os outros métodos com imagens pré-quantizadas para 15-bits, este algoritmo
apresenta resultados melhores que os demais.

e A medida que o numero de cores na imagem quantizada diminui, a superioridade do
algoritmo de quantizacao por aglomerados duplos aumenta. Isso pode ser verificado
para qualquer tipo de imagem, nao importanto se é real ou gerada por computador.

8.1.3 Comparacao dos Tempos de Execucao

Entre todos os algoritmos testados, o mais rapido é o do corte mediano e o mais lento é
o de quantizacao por aglomerados duplos.

Para as varias imagens testadas o algoritmo de quantizagao por aglomerados duplos se
mostrou em média 6 vezes mais lento que o corte mediano. Apesar deste tempo nao ser
muito grande, ele aumenta na medida que o nimero de cores presentes na imagem aumenta.
Para uma imagem com 40.000 cores e uma resolucao espacial de 640 x 480 pixels, o tempo
de execucao do algoritmo de quantizacao por aglomerados duplos é, em média, 1 minuto.
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8.2 Outras Utilizagoes para o Algoritmo de
Quantizacao por Aglomerados Duplos

Como a base deste algoritmo é aglomerados, em qualquer problema que se deseje a for-
macao de aglomerados podemos usar as idéias deste algoritmo, bastando para isso adaptarmos
o calculo do erro inserido ao combinarmos os aglomerados e o calculo do nivel de quantizacao
de cada aglomerado para a situagao em questao.

Assim, na drea de animacao de imagens podemos usar essas idéias para simplificar in-
formagoes de movimentos capturados visto que estas informacgoes ocupam um volume de
dados muito grande, podendo ser simplificadas. Podemos utilizar estas idéias em sistemas
geograficos de informagao para simplificacao de dados de terrenos. Em modelagem também
podemos utilizar as mesmas idéias para simplificarmos modelos, ideal para quando temos
cenas em varias resolucoes diferentes.

Como podemos ver, existem intimeras possibilidades de adaptacao do algoritmo de quan-
tizacao por aglomerados duplos dentro da area de computacgao grafica.

8.3 Trabalhos Futuros

O principal objetivo agora é melhorar o tempo de execucao do algoritmo de quantizacao
por aglomerados duplos visando assim competir comercialmente com os demais algoritmos
que sao mais rapidos apesar de nao apresentarem tao bons resultados como a quantizagao
por aglomerados duplos. Para isso estao sendo feitos estudos para utilizarmos estruturas
de dados geométricas com aplicacoes em problemas de apredizado geométrico, chamadas
Balltree (Omohundro, 1989). Também estamos avaliando a possibilidade de utilizarmos
arvores de caminho minimo (Minimum Spanning Tree) (Thomas H. Cormen & Rivest, 1994)
para acelerar o passo de busca pelo melhor par de cor para ser combinado, que é a etapa
mais custosa do algoritmo. Outra estratégia que podemos tentar utilizar é a de dividir para
conquistar, ou seja, usando estruturas tipo Octree, podemos dividir o cubo RGB em cubos
menores em cada um desses cubos aplicar a quantizagao por aglomerados duplos, combinando
depois os resultados obtidos para alcancarmos a quantizacao final.

Alcancado o objetivo de acelerar o algoritmo, o préximo passo serd o de acabar com a
limitacao de termos de pré-quantizar a imagem para 15-bits antes de executarmos o algoritmo.
Para isso temos de pensar em uma estrutura inteligente para armazenarmos o histograma de
cor da imagem de modo eficiente e que nao ocupe muito espaco em memoria.

Finalmente, tentar aplicar estas idéias em outras areas da computacao grafica também
um objetivo para trabalhos futuros.
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Figura 8.4: Quantizacdo do peixe para 256 cores: (esquerda) imagem quantizada, (direita)

erro de quantizacao.
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Figura 8.5: Quantizacao do peixe para 16 cores: (esquerda) imagem quantizada, (direita)

erro de quantizacao.
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